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Vorwort. 


Die vorliegende, als erste Abteilung meiner Vorlesungen fiber Funk- 
tionenlehre erscheinende Darstellung der „Grundlagen der Theorie der 
analytischen Funktionen“ unterscheidet sich yon alien mir bister bekannt 
gewordenen wesentlicb insofem, als sie, grundsatzlich aufgebkut auf der 
WeierstrafiBchen Definition einer analytischen Fnnktion als eines Systems 
meinander greifender Potenereihen, niebtsdestoweniger von vomberein 
erne organische Yerscbmelznng mit der Cauchy-RiemannB cben, lediglicb 
anf der Yoraussetzung der Differenzierbarkeit beruhenden Theorie an- 
strebt Dieses Ziel wird erreicht dnrcb Anwendung einer gelegentlich 
schon von Cauchy benutzten und vom Yerfasser vervollkonmmeten, 
tlbngens auch dem TFeierstfra/Jschen Gedankenkreise keineswegs fern- 
liegenden 1 ) MiUelwertmethode, welche es ermoglicht, unmittelbar an die 
EmfUhrung des Weierstr afiBchen Funktionsbegriffes den Nachweis za 
kndpfen, dafi die CauchyBchen „monogenm (t , d. h. im komplexen Sinne 
differenzierbaren Funktionen (von Riernam schlechthin und ausschliefi- 
lich als FunkHonen einer komplexen Yeranderlichen bezeichnet) keine 
anderen sind, als die in Potenzreihen entwickelbares, im Weierstfra/Jschen 
Sinne „analytischen l< . Werden auf diese Weise die beiden definitionsge- 
mafi ganzlich verschieden erscheinenden Funktionsbegriffe von vomherem 
auf eine gemeinsame Basis gestellt, so gewinnt man gegentlber der fib- 
lichen, von vomherein die koinplexe Integration m Anspruch nehmenden 
Behandlungsweise der CauchyBcihen Theorie den nicht zu unterschatzen- 
den Yorteil, dafi grundlegende Erkenntnisse, die dort als sensationelle Er- 
gebnisse eines geheimnisvollen, gleicbsam Wunder wirkenden Mechams- 
mus erscheinen, hier lhre natflrhche Erklarung durch Zurfickfahrung auf 
die bescheidenere Wirksamkeit der vier Spezies finden. Damit soli jenes 
glanzende analytische Hilfsmittel keineswegs ein fiir allemal ausgeschaltet 
werden, vielmehr wird hier nur die Ansicht verfoohten, dafi der Aufbau 
der ganzen Theorie durch den Yerzicht auf dessen vorzeitige Anwendung 
wesentlich an Durchsichtigkeit gewinnt 

1) Vgl den Sohlufi der Anmerknng'zn § 87, S 606. 
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Yon den sieben Kapiteln, in welche diese Abteilong zerfallt, be- 
handelt das erste die unentbehrlicben der allgemeinen Tbeorie der reetten 
Fnnktionen nnd der Mengenlebre angehongen Hilfsmittel nebst Begrfln- 
dnng gewisser geometrischer Gesichtspunkte bzw. Ausdrucksweisen, ein- 
sohliefllich des Jordanachen Kurvensatzes Den Schlufi bildet die Er- 
ortenmg der tlberrascbenden Mbglichkeiten von Funktionscharakteren, 
welcbe von aritbmetiscben Ausdrflcken verh&ltnismaBig einfacber Art 
dargestellt werden, und die Begrttndung deB Bedttrfnisses, ana dieaer un- 
begrenzten Mannigfaltigkeit einen mit besonderen Eigenscbaften ausge- 
statteten Typua ala denjenigen der „<malyti&cTien u Funktionen auszu- 
sondem. Dabei erweisen aiob schliefilich die Potenareihen ala diejenige 
Ausdruckaform, welche moglicherweise fiir den gedachten Zweck in Be- 
tracbt kommt, vorausgesetzt, dafi man eine bei beschrankter Konvergenz 
auftretende Schwierigkeit dnroh Auadehnung des Bereichea der Yerander- 
licben auf das komplexe Zahlengebiet beseitigt. 

Fttr dieae beabsichtigte Erweiterung werden im zweiten Kapitel die 
notigen Vorbereitangen getroffen dnrob Einftthrung der geometrisoben 
Darstellnng der komplexen Zahlen und der vier Spezies in komplexen 
Zahlen, aowie durcb Betracbtung der neuen fttr den Yerlauf von Funk¬ 
tionen einer komplexen Yeranderlichen erwachsenden Moglichkeiten, ina- 
besondere dea Prinzips der konformen Abbildung. Als weitere Yorbe- 
reitung fttr die allgemeine Theorie der analytiachen Funktionen bringt 
das dritte Kapitel die wicbtigaten Satze fiber deren einfacbste Gattung 
die ganzen und gebrocbenen rationalen Funktionen, das vierte eine aus- 
fQhrlicbe Tbeorie der Potcnzreihen An eine eingebende Untersucbung 
fiber gleiohmafiige Konvergenz von Funktionenfolgen und -reiben schliefit 
sicb die Erorterung der allgemeinen Konvergenzeigenscbaften von Potenz- 
reihen (aueb solcber mit negativen Exponenten), sodann die Darstellung 
ihrer Koeffizienten und Summon durch MttteUoerte. 

Die Einftthrung dieaer letzteren, welche fttr entscbeidende Entwick- 
lungen deB folgenden Kapitels sicb als grundlegend erweist, nimmt fttr 
die dabei benutzten Wurzeln der Gleichung a;** == 1 keineswegs deren 
tranazendente Darstellungsform, ja nicht einmal die Kenntnis des Satzea 
von der Wurzelexiatenz einer algebraiscben Gleichung, vielmehr nur die- 
jemge der elementaren Tatsache in Ansprucb, dafi die Quadratwurzeln 
aus komplexen Zahlen sicb durcb solcbe aus reellen positiven Zablen 
darstellen lassen. Im fibrigen siud dieae Mittelwerte gedanklicb weit ein- 
facbere anthmetische Konatruktionen, als die komplexen Integrate und 
steben zu der erzeugenden Funktion in einem weit durcbsicbtigeren, icb 
mochte aagen, aprecbenderen Yerbaltnia, ala jene. Hat man z. B. fttr 
\ x \ < f{ x ) “ + a i x + + ■ • •) so beateht fttr jedes nicbt nega- 
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tive r < 22 die Beziehung: 

(1) a 0 - SHlfter), 


wo Wlf(tr) jenen „Mittelwert“ yon f(x) auf dem Kreise \x\ — r bedeutet*) 
Sie beruht auf der ala selbstverstanditch anzusprechenden Tatsache, dafl 
der Mittelwert der Konstanten a 0 wieder a 0 sein muB, und auf der durch 
das elementare Hilfsmittel der Summation einer endlioben geometriscben 
Progression zu erwerbenden Erkenntnis, dafl der Mittelwert jeder ganz- 
zahligen Potenz x v (fQr v > 0, tlbrigens auch fttr v < 0) verschwindet 
(s S. 274, Gl.(21)). Wegen a Q — f(0) enthalt die mit so primitiyen Mitteln 
gewonnene Gleichung (1) eine bedeutungsyolle Aussage fiber den Yer- 
lauf der Funktion f(x): die Ausbreitung ibrer Werte erfolgt in so sym- 
metrisclier Weise, dafl der im Nullpunkt yorbandene Wert mimer wieder 
als Mittelwert (Durcbsebnittswert) der yerscbiedenen auf irgendeinem 
Kreise |a;| — r auftretenden FunktionsVrerte erhalten bleibt. 

Wird statt der Mtttdweribildung die Integration fiber lrgendeinen 
der Kreise \x\—r ange^endet, so kommt zunacbst nur das Resultat 


J^f(x)dx- 0 znm Vorschein, da bier (anders wie der Mittelwert 2J2(er)‘) 
o 

das Integral j*x v dx aucb filr v — 0 verschwindet. Als Ersatz fiir die 


„Selbstverstandlichkeit u 3D7(er)° — 1 mufl man daber den unter alien In- 

tegralen yon der Form J'x ±v dx einzig existierenden, durch die transeen- 
o 

dente Substitution x — re 91 oder die Eigenschaften der unendlich viel- 
deutigen Funktion Lg x zu ermittelnden Aiisnahmefall^or^dx — 2st* 

beranzieben und erbalt auf diese Weise an Stelle der Formeln (1) die 
folgende: 

« a >-^rJ fJ r dx - 


Die schflne Einfacbbeit der Herleitung und des Baues der Formel (1) ist 
damit yerschwunden, ibr cbarakteristiscber, auf die Natur der Funktion 
f(x) bezflglicber Inhalt bis zur Unkenntlicbkeit yerdnnkelt. 

Nach dieser Abschweifung, welcbe dazu dienen sollte, an einem vor- 
l&ufigen Beispiele die Yorzflge kenntlicb zu machen, welcbe nacb meinem 
DafUrhalten die Mittelwertmetbode fflr den Aufbau der Funktionentbeorie 
yor derjenigen der komplexen Integration besitzt, erwabne icb yon dem 


1) N&herea darfiber ■ S 172. 
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lnhalte des vierten Kapitels nocb die nacb Cauchy, Weierstrafl und VUah 
benannten Doppelreibensatze, die Einftihrung der Derivierten bzw. Diffe- 
rentialquotienten einer Potenzreibe und der aus einer Potenzreihe „ab- 
geleiteten" Reiben. 

Damit Bind alle Grundlagen gescbaffen fttr die im ffinften Kapitel 
erfolgende Emflibrung des Begriffes der im TFeierstfra/lscben Sinne mo- 
nogenen analytischen Funktion einer komplexen YerSLnderlichen, des re- 
gul&ren Verhaltens einer solcben Funktion und ihrer smgularen Stellen 
Emen prinzipiell besonders wicbtigen Bestandteil dieses Kapitels bildet 
der Satz von der Konstanz des Mittelwertes einer in einem Kreisringe 
bzw. Kreise regularen Funktion, aus welchem der LaurentBche bzw. Cauchy- 
Taybrsch.e tlber die Entwickelbarkeit einer solcben Funktion in eine Reihe 
nach positiven und negativen bzw. ledighch positiven ganzen Potenzen 
unmittelbar bervorgebt. Da andererseits der aus wenigen ganz elemen- 
taren Ungleichungen bestehende Beweis jenes Satzes (a. S. 382/3) offen- 
sichtlicb seme Giiltigkeit behalt, wenn die Voraussetzung des regularen 
Verbaltens durcb diejemge der „gleicbmafligen“ Differenzierbarkeit ersetzt 
wird, bo ist damit der AnschluB an den Cauchy-jRiemannBch.en Ausgangs- 
punkt im wesentlicben erreicbt und wird scbliefilicb durcb den Naobweis 
der Aquivalenz von „gleicbmafiiger <( und „stetiger“ Differenzierbarkeit 
zur Yollendung gebraoht. 1 ) 

Die beiden letzten Kapitel geben Anwendungen der vorangebenden 
allgemeinen Betracbtungen auf die Theorie der sogenannten elementaren 
Transzendenten und entbalten in dieser Hinsicbt wobl alles wesentkcbe, 
was man sonst in den Lebrbtlchern der algebraiscben Analysis findet, mit 
dem TJnterscbiede, daB bier zielsicbere allgememe Metboden an die SteUe 
der dort zumeist benutzten verschiedenartigen Kunstgriffe treten. Ins- 
besondere bebandelt das secbste die eindeutigen Transzendenten dieser 
Kategorie, also die Exponentialfiinktion und die trigonometriscben Funk- 
tionen, das siebente zunacbst die Umkebrung einer bebebigen Potenzreibe 
und daran anscblieBend die Umkebrungsfunktionen der ebengenannten, 
also m erster Linie den Logarithm us, sodann die zyklometrischen Funk- 
tionen nebst der allgemeinen Potenz 

Die gesamte Darstellung ist so gebalten, daB wobl jeder einiger- 
mafien begabte Matbematikstudierende des dritten oder vierten Semesters 
im Stande sein dflrfte, ibr mit Verstandms zu folgen (etwa einige wenige 
Paragrapben ausgenommen, deren vollstandiges Yerstandnis spiiterer Lek- 

1) Die von Oauchy in semen spJLteren Arbeiten zwar behanptete, aber menials 
bewiesene tJberflflBsigkeit der Vor&ussetznng sines stetigen Differentialquotienten 
bat erst dnrob den zweiten (Towaatsoben Beweis des Oaucbi/scben Integralsatzes 
(1900) lbie Bestfttigung gefunden (Vgl die Amnerkung zn § 68, S 611/2) 
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ttire yorbehalten bleiben moge) Zur Orientierung liber die erforderlichen 
Vorkenntnisse sei nocb bemerkt, dafi die yerhaltmsmafiig zahlreicben 
Hmweise auf Band I dieser Yorlesungen sich zumeist auf recbt elemen- 
tare Dinge beziehen, flber die man sich aucb durch andere Lehrbilcher 
leicht unterrichten kann, und dafi keineswegs ein aucb nur annahernd 
yollstandiges Studium des ersten Bandes als Vorbedmgung f(ir das Ver- 
standnis des vorliegenden anzuseben ist. Bezflglich solcber Gegenstande, 
die in Band I fiberhaupt nicht bebandelt sind, sei nur erwahnt, dafi bier 
an zwei Stellen in ziemlich beilaufiger Art yon der Auflosung ernes 
Systems linearer Gleicbungen durcb Determmanten Gebraucb gemacbt 
wird Was scbliefilicb yon geometriscben Yorkenntnissen yorausgesetzt 
wird, beschrankt sich auf die ersten Anfangsgriinde der elementaren und 
der analytischen Geometric. 

Den Scblufi dieser Abteilung bildet ein Anbang, der aus Literatur- 
nachweisen, Anmerkungen und Erganzungen nebst einem ausftibrlichen 
alpbabetiscben Sachregister bestebt. 

Wabrend diese Abteilung wohl als ein in sich gescblossenes Lehi- 
bucb zur Einfiibrung m die Theorie der analytischen Fuuktionen gelten 
kann, wird die zweite einen mebr monograpbiscben Cbarakter tragen und 
sich 1 m wesentlicben mit der Theorie der emdeutigen analytischen Funk- 
tionen bescbaftigen 

Bei der Korrektur haben micb die Herren Kollegen Ha/rbogs und 
Perron f sowie Herr Dr. von Pidoll , letzterer aucb durcb die Vorarbeiten 
zum Sachregister, m liebenswilrdigster Weise unterstiitzt und mrr durcb 
ibre kritiscben Bemerkungen manmgfacbe Anregungen gegeben. Es ge- 
reicbt mir zur besonderen Freude, ibnen an dieser Stelle memen aufricb- 
tigen Dank aussprecben zu konnen 

Mtlncben, im Juni 1925 
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Abschnitt I. 


Grundlagen der Theorie der analytischen Fuuktionen 
einer komplexen Veriinderlichen. 

Eapitel I. 

Reelle Veranderliche und Fnnktionen. 

§ 1 Oberer und unterer Limes, obere und untere Greuze einer 
unendlichen Menge reeller Zahlen. — Hftufungszahlen, abgeleitete 

Menge. 

1 In den Vorlesungen fiber ZahlerUehre ] ) wurde bereits die Existens 
nichi abeaMbarer Zahlenmengen festgestellt (I 1? § 25, Nr. 7, S. 159), doob 
erstreckten sicb die dort angestellten Untersuchnngen im tibrigen fast 
ausschlieiilich auf dbeahlbare Zahlenmengen Da andererseits die Funk- 
tionenlehre im wesentlichen von den Eigenschaften nicht abgtiMbarer Zahlen¬ 
mengen handelt, so erscheint es vor allem erforderhch, gewisse auf die 
Grundbegriffe Limes und Grense sioh beziehendei Existenzbeweise, die 
a. a. 0. mit bestimmter Absicht (vgL Ij, § 35, S 210, Fufin. 1) auf db- 
tafUbctre Zahlenmengen beschrankt wurden, &ufbdiebige unendliche Zahlen¬ 
mengen auszudehnen. 

2 Es werde nut {x'\ eine unendliche Menge redder Zahlen, mit x' 
jedes emzelne Element dieBer Menge bezeichnet. Dabei soli, sofem nicht 
auadrticklich das Gegenteil bemerkt wird, zugelassen werden, daB mehrere , 
sogar unmdlich vide Elemente dieselibe Zahl yorstellen 1 2 ) (wie dies auoh 
bereits in der ZaMenlehre § 36, Nr. 5, S. 220 und insbesondere bei 
den als Zdhlenfolgen bezeichneten abzahlbaren Mengen angenommen 
wurde) 


1) Die drei Abteilnngen dieses ersten Bandes des vorliegenden Baches werden 
im folgenden als —1, zitaert 

2) Entgegen der sonst in der „Mengenlehre u zumeist dblichen Terminologie, 
nach der man nnter einer ff Menge u eine Vereimgung verschiedener Elemente zu 
▼erstehen pflegt. 

Pilngahelm, Vorleitmgen II, 1 


1 
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Nr. 2 


Eine aolcbe Menge {x } soil beschrdnkt beifien, wenn es eine positive 
Zabl JR (und folglich deren unendlich viele) gibt, derart, dafi fiir jedes x' 
der Menge: | x' | < 5; oder, was offenbar auf dasselbe hinauslauffc, wenn 
es Zahlenpaare A, B gibt, derart, dafi durcbweg: A < of < B. Besitzt 
die Menge nnr die Eigenscbaft, dafi: x < B bzw. x > A, so beifit sie 
nach oben bzw nach unten beschrdnkt Eine schlechthin beschrdnMe Menge 
ist als gleichzeitig nach oben und nach unten besohrankt — mce versa. 

Satz L Jede beschrdnMe Menge {x} besitzt zwei (eventueU auch su- 
sammenfaUende) Hauptlimites, einen oberen L und einen unteren l f 

in Zeichen : _ 

lim {#'} —= L, Hm [x '} — l, 

d. h es existieren zwei (nickt notwendig m den Zahlen of gehorige und unter 
Vmstanden zusammenfaUende) Zahlen L, l von solcher Beschaffenheit , dafi 
bei beliebig Jcleinem d > 0 die Beziehungen bestehen: 



-8£xf£L + 8 
x ^ L + <5 



8 ^ x' <£ l -f 8 
x'<l-8 


fiir unendlich vide (moglicherweise gleiche) x', 
hochstens fur eine endltche Anzahl; 

fur unendlich vide (moglicherweise gleiche) x' f 
hochstens fur eine endltche Anzahl. 


Fallen L und l zusammen, so wird der gemeinsame Wert schlechthin 
als Limes der Menge {af) t also: lim [of], bezeichnet. 

Beweis. Da alle x' zwiscben endlichen Schranken liegen, so gibt 
es insbesondere zwei ganze Zablen A, B, derart, dafi durcbweg: 

A<xf<B. 

Bildet man sodann aus dem Zablenintervall [A, B] die Teilintervalle: 

[4.1+1], [A + l, A + 2], ..., [5-1, 5], 1 ) 

so mufi mindestens ein solches vorbanden sein, das unendlich viele (mog- 
licberweise diesdhe Zabl vorstellende) of entbalt. Wir bezeicbnen das letzte 
(eventuell das eineige ) derartige Intervall mit: 

[a, o + l] 


und bilden daraus durcb Ealbierung die Teilintervalle: 


[a,a + i], [a + f . + l±i] 


1) Durch die Schieibweise [a, 6] bezeiohnen wir allemal ein Zahlenintervall, 
d h. die Menge alier reellen Zahlen von a bis & einschhefilich der Orenzen a and 
6. Sollea diese letzteren oder eine derselben als ansgeschloBeen gelten, bo wird 
dies allemal auBdriLokliok erw&hnt werden 
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Eins dieser beiden, welches mit 

[a 4- , a -f 0l jj"-j (wo — 0 oder — 1) 

bezeichnet werden mdge, ist dann wieder das letete, welches u/nendlich 
viele of enthalt Durch weitere Halbierung ergeben sich daraus die Teil- 
mtervalle: 

[ fl + "2 ’ a + ^ + 2 s ]’ [ a + 2* + 2^ ’ a + 2 + 1 2 * * ^* _1 ] 
und es sei: 

[ a + T + a + Y + '*V '] ( w0 <h — 0 oder - 1) 

wiederum das letzte, welches wnendlwh viele of enthalt Durch vmalige 
Wiederholung dieses Yerfahrens ergibt sich ein letties unendlioh viele of 
enthaltendes Intervall von der Form* 


(s.i + 2*)> 


wo: 

( 3 ) 


i i i ■ O' 

^ + -^ + 57+ + 


2 17 


und jedes der Zeichen a t , a a , .. a v eme bestimmte der beiden Zahlen 
0 und 1 vorstellt. 1 ) Es gelten dann fur jedes noch so grofie v die Be- 
ziehungen: 

s v ^ d ^ 8 v 4- ^ ^ ur unendlich vide x } 

( 4 ) 

*’>», + 2 . 

Setzt man jetzt: 

( 5 ) 


hochstens fitr eme endliche Anzahl 


lim s. = L, 

V-+CO r 7 

so lafit sich zeigen, dafl die so defimerte Zahl L in der Tat den oben 
unter (1) aufgestellten Behauptungen gentigt Man hat zunachst fur 


v: 


S v ^ L ^ S v + 9« 7 ') 


1) Es ist also s v un Falie a 0 schlecbthin ein dyadiseficr Bruch (eventuell 
die Null), un Falie a < 0 die Summe emer negativen ganzen Zabl und ernes post- 
twen echten dyadtschen Bruches (eventuell der Null) 

Selbstverettindlich kSnnte man statt des Halbierungsprozesses aach eme jedes- 
malige Zerlegung in eme beliebige feste Anzahl b von Teilintervallen (z B. 6 —»10) 
vomehmen, was dann auf emen Systembruch nut der Basis b an Stelle des dya- 
disoben fdhren wdrde 

2) Das zweite Oleichheit8ZQ\ch.Qn fcntt dann nnd nur dann in Kraft, wenn von 

einem bestiminten v ab duichweg a v “ 1, also der durcb unbegrenzte VergrtJfle- 

rang von v entstebende nnendliche dyadiBche Bmcb die Periode 1 hat 
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Wird sodann 8 > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so laBt sich ein n so 
fbderen, daB: fflr und daher: 

L — 8 L — -g? 8 V} 

L + 6^L + ±r^s v + 1?, 

zusammengefaflt: 

( 6 ) L-«£s,<8, + ±£L + d. 

Folglich besteben nach (4) die Beziehungen: 

L — d^rc'^i + d fllr unendlich vide x' t 

x>L + 8 hSchstens fflr eine endliche Anzahl, 
nnd es ergibt sich: 

L =» lira {x } 

im Sinne der Behauptung (1). Im tibrigen ist leicht ersichtlich, daB es 
nnr eine den Forderungen (1) gentlgende Zahl L gibt, da die gegenteilige 
Annahme auf emen Widerspruch ffihrt 

In analoger Weise findet sich der untere Limes l ale Summe einer 
ganzen Zahl und eines nnendlichen dyadischen Bruches, wenn man bei 
dem beschriebenen Yerfahren jedesmal das erste, unendlich vide x' ent- 
haltende Lntervall filr die weitere Fortsetzung des Teilungsprozesses her- 
aushebt (Oder auch, indem man mit Rflcksicht auf die leicht ersicht- 
liche Beziehung: lim [x'} «■ — lira { — a/} das zuvor gewonnene Resultat 
auf die Zahlenmenge { — %'} anwendet) 

Konjimt bei dem beschriebenen Aus wahlverfahren jedesmal nur ein 
emziges, also gleichzeitig erates und letetes Intervall zum Yorschein, so 
fallen ofFenbar lim { otf } und Uha {x } in einen einzigen lim { of } zusammen. 

3. Satz 2. Jede beschrankte Menge {%} f die nichl a/us einer einzigen 
bestdndig sich wiederholenden Zahl bestdit, besitzt erne bestimmte obere 
Orenee G und untere Grenze g, in Zeichen: 

©{*'}“ < 7 , 

d.hes existieren ewei (allemal verschiedene) Zahlen G und g von solcher 
Beschafjfenheit, daft: 

CO 9 ^ ^ G- fhr atte x' f 

und dafi entweder : 

(8a) mmdestens ein x' «•** G (G reales Maximum ) 

(8b) bzw. „ „ x' g (g reales Minimum) 

oder bei beliebig Meinem d > 0 fur unendlich vide x eine Beziehung von 
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der Form besteht: 

(9a) G — d <x <G (G ideates Maximum) 

(9b) bzw. g <x' <g + d (g ideates Minimum ) J ) 

Im letzteren Falle fallt G mit dem oberen hew. g mit dem unteren Limes 
von {x'\ zusammen. Dies findet auch m dem durch Gl. (8a) haw. (8b) 
gekenngeichneten Falle statt, wenn gleichzeitig auch die TJngleichung (9a) 
hew (9 b) besteht}) 

In dem eunachst ausgeschlossenen Falle, dafi die Menge {x } am einer 
einzigen bestti/ndig sich wiederholenden Zahl a besteht, hat man offenbar zu 
setzen: 

(9c) G=*g — a. 

Beweis Gibt es miter den Zablen x' eine (bzw. mehrere einander 
gleiche) grofite x' — G, so gilt selbstverstandlich ftir alle anderen x' die 
Ungleicbung: 

x'< G. 


Andererseits existiert nach Satz I m jedem Falle ein oberer Limes 
L, tmd es gelten die Beziehungen: 

L — 6 ^ x' ^ L + 8 fflr unendlieh vide x', 

^ J z'>L + d hflchstens fflr eme endliche Anzahl. 

Gibt es nun aber unter den Zahlen x'keine grofite (bzw. keine grfifi ten), 
so lafit sich zeigen, dafi dann ttberhaupt kein x > L existieren kann. 
Denn ware ein solches, etwa &/> L vorhanden, so hatte man nach An- 
nahme eines positiven d < re/ — L m 

Xy L ~(“ d 

Da aber hochstens fflr erne endliche Anzahl von Zahlen x’ eine Beziehung 
von der Form x’ > L + d beatehen konnte, so gabe es unter diesen eine 
grofite, was der Voraussetzung widerspricht. Da aus dem gleichen Grunde 
auch die Moglichkeit x' ™ L in dem vorliegenden Falle auBgeschlossen 
ist, so treten an die Stelle der Ungleichnngen (10) die folgenden: 

I x'<L fflr alle x', 

^ [ L — d ^ x < L fflr unendlieh vide x\ 

und man findet Bomit: ©la:'} ==■ L als ideates Maximum. 


1) Wegen dieser Bezeiohnang vgl I,, § 35, Nr 1, S 200. 

2) Beispiel. Besteht die Zahlenmenge {x'} aas alien lationalen Zahlen 
dee Intervals [0, 1J, bo ist 1 gleiohzeitig reales Maximum and oberer lames', eben- 
bo 0 reales Minimum and unterer Limes Besteht dagegen die Menge { x' } aus 
alien irrationalen Zahlen des n&mliohen Inter?alls [0, 1J, so gibt es weder ein 
reales Maximum nooh reales Minimum Vielmehr ist alsdann 1 zugleioh oberer 
Ltmes und t deales Maximum . 0 unterer Limee und iAenleo Tvr*w*vnnm 
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Kommt dagegen L unter den Zahlen x' yor, wahrend kein x’ > L, ao 
iat der obere Limes zugleich reales Maximum. 

Analog lafit sich der entsprechende Beweis fiir die untere Grenze 
fiiliren (oder auch ktirzer durch Anwendung dea eben gefundenen Reaul- 
tats auf die Zahlenmenge {— x } und Bentitzung der leicht eraichtliclien 
Beziekung ©{a;'} =■ — ©{ — a;'}) 

4 Iat die Menge { x '} rmr nach unten beschrankb, alao nach dben wn~ 
beschrdnkt, ao miisaen, wie grofi man. auch erne poaitive Zahl R annehmen 
moge, immer Zahlen x'> R vorhanden aein. Wir aagen alsdann, der 
obere Limes der Menge { x '} sei positiv unendlich und, da in diesem Falle 
Teem gro/Ues x’ exiatiert, in tTbereinatimmung mit der zuvor geachaffenen 
Terminologie, auch die obere Grenze der Menge {x } sei positw unendlich, 
in Zeichen: _ _ 

(12) lim { x '} — + oo, © { x '} — + oo 

Findet man aodann, wie in Nr. 2 beim Beweiae yon Satz I bei einer 
ganzzahligen unteren Schranke A beginnend ein ersbes Intervall (a, a +1), 
welchea unendlich yiele x r enthalt, so reaultiert auf Grand dea zuyor be- 
achriebenen Teilunga- und Auawahlyerfahrena eine beatimmte Zahl l ala 
t mterer Limes, so dafi also zu den Beziehungen (12) die folgende hinzutritt: 

(13) lim lx'} — l. 

Dieaer untere Limes harm dann auch zugleich untere Grenze sein. Wenn 
nicht, so mufl die Menge {x 1 } ein reales Minimum beaitzen. 1 ) Dieaer Fall 
tritt inabesondere auch dann ein, wenn jedes noch so grofie mit einer 
unteren Schranke der Menge [of] beginnende Intervall nur eine endliche 
Angahl yon Zahlen x' enth&lt. Aladann exiatiert alao Teem enditcher wnterer 
Limes, vielmehr rtlckt in dieaem Falle der untere Limea gleichzeitig mit 
dem oberen ins Unendliche, ao dafi also die beiden Ha/wptbmttes in den einen 
lim { x f } — + oo zusammenfallen. 

Analoge Beziehungen ergeben sich fdr den Fall einer nur nach oben 
beschrdnleten Menge {xf}, d. h. man hat in diesem Falle: 

(14) Inn {a;'} — — oo, ©{a/} — - oo (negativ unendlich), 

w&hrend die obere Qreme dann allemal endkeh ist, der obere Limes ent- 
weder endlich aus fallen oder nach — oo herunterainken kann (bo dAfi dann 
also: lim {/} — — oo). 

Ist schliefilich die Menge { xf } nach beiden Seiten unbeschrahkt, bo 
folgt: _ _ 

(16) lim { x '} -■ © { x '} — + oo, lim { xf } — © { xf } — — oo. 


1) DaBielbe nrafi dann offeabar unterhalb l liegen. 
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5 Bezeichnet man analog wie bei abzahlbaren Mengen (vgl. I 1} § 36, 
Nr. 5, S. 220) als Haufungseahl der Menge {%'} jede Zabl a von der Be- 
schaffenheit, dafi unendliob viele x' der Bedingong gentigen: \a — x'\ < «*), 
and zwar gleichgiiltig, ob a der Menge {x') angehort oder nicbt, so er- 
kennt man zunachst, daB der obere und untere Limes (bzw. der Limes 
scblecbtbin) einer beschrankten Menge unter diesen Begnff fallen, so daB 
durcb deren Existenz bereits diejenige mindestens einer (endlicben) Hfiu- 
fungssahl fflr jede beschrimUe unendlicbe Menge erwiesen ist. 1 2 * * * * * * 9 ) Die Menge 
{ x '} kann dann nocb beliebig viele andere Haufungszablen haben, ea 
kann sogar jede Zabl des Intervalls [©($'), @(a/)] eme H&ufungszahl sein. 
Dies zeigte sich schon bei abaahbbaren Mengen (vgl. I 1} § 35, Nr. 6, 
S. 221/3), gilt also a fortiori fflr nicht aba&hbbare Mengen (Beispiel: 
Die Menge aller irrationalen oder anoh nur aller transeendenten Zablen 
des Intervalls [0, 1]: vgl. I 1} § 25, Nr. 6—8, S. 157/160). 

Ist die Menge hochstens einseitig beschrdnU , also: lim {#'}-= + oo 
bzw. lim {#'}“ — oo oder aueb: lim [x'\ — + oo bzw. — — oo, so sagt 
man nacb Analogic der ftir den Fall endlicher Hanptlimites bestebenden 
Ansdruckweise, die Menge { x } babe die Haufungseahl + oo bzw. — oo 

Die Menge der Hdufungseahlen eindS- unendlichen Zablenmenge { of } 
heiBt deren abgeleitete Menge oder Ableitung. Die Menge { x' } selbst beiBt 
abgeschlossen, wenn ibre Ableitung in ibr entbalten ist, wenn also jede 
ibrer H&ufungsmhlen zu den Zahlen x gehort. Die Menge beiBt in sich 
dicht , wenn jede der Zahlen x' eine Eaufongszahl ist; perfect, wenn sie 
zngleich abgeschlossen ist, also able ibre Haufungszablen entbalt und da- 
ber mit ibrer Ableitung identisch ist. (Beispiel: Die Menge abler Irra- 
Honaledhlen des Intervalls [0,1] ist in sich dicht, aber nicht abgeschlossen, 
also nicht perfeht Sie gewinnt diese Eigenschafb erst, wenn man sie zur 
Menge oiler Zahlen des Intervalls [0,1] erganzt.) Die Menge beiBt in einem 
Interrail [a, b] tlberabl dicht, wenn zwiscben irgend zwei Zablen dieses Inter¬ 
val^ sicb allemal Zahlen der Menge befinden. Dagegen beiBt eine der Menge 
angehBrige Zahl x a ' isoliert, wenn in einem gewissen Intervall (x 0 '—8, x 0 '-\- d) 

1) Danaoh gilt also a insbeeondere dann als H&ufungseahl, wenn wiendlich 
viele o sind. 

2) Man kann anoh. umgekehrt, wie hier geBchehen, den Begriff der Hdufungs- 
eahl zum Ansgangspunkte nehmen und zun&chst, falls man Bich nicht auf den fflr 

abedhibare Mengen bereits gefflhrten, also fGlr nicht abzdhbbare Mengen a fortiori , 

gtQtigen Exiatensbeweis (b ^ , a a 0.) Btfltzen will, die Exwtenz mindeBtenB cmer 

endlichen Hdufungszahl fflr jede beBchr&nkte unendliohe Menge in Bhnlieher Art, 

wie diejenige des oberen Limes beweisen. Der obere (bzw. untere) Limes erscheint 

in dieeem ZuBammenhange als obere (bzw. untere ) Greuze der Edufungszdhlen, die 

dann allemal selbst eine Edufungszahl, also ein recites Maximum (bzw. Minimum) 

fflr die Menge der H&ufhngezahlen sein mufl 
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Iteine weitere ZahliE'liegt. DieMenge selbatheiflt isoliert, wenn aie ausachlieB- 
licbana isolierten Zahlenbeateht. (Beiapiel: Die Menge y, , • ■> ~ > • • • ^ 

isoliert, da zwiachen—und —, ebenso zwischen — und —^r, alao im 
7 v -j - 1 v ’ v v — l 7 

Intervall |y— d, + d]» falls , heme weitere Zahl der Menge 

liegt.) 

§ 2 Streckenmessnng. 

1. Wahrend wir ea fiir zweckmaBig bielten, die ZaMenlehre zur Fem- 
baltung unzulanglicb fundierter geometriBcher Suggeationen zunachat 
ohne jede Bezugnabme anf Geometric zu begrilnden and auszubauen, bo 
erweiat ea aich ftlr den Aufbau and das Verstandnis der Funktionenlehre 
ala auBerordentliob forderlich, unter Beibebaltung der anthmetischen 
Gmndlage aJler Beweiae die geometrische Anschamng und mabesondere 
eine daran ankntlpfende dorcb Kilrze und tfberaicbtlichkeit aich auszeicb- 
nende Ausdrucksweise nach Bedarf auazunfltzen. 

Wir nehmen die geometriachen Grundbegriffe Pwnkt, Gerade und 
Ebene ala etwas Gegebenes an: Us IdealvorsteUungen, die der raumlicben 
Anschcvuung entnommen und durch Axwme feat nmachrieben sind. Die 
Moglicbkeit, arvthmetische Beziebungen in geometrische zu iibersetzen und 
umgekehrt, berubt dann in letzter Linie auf der Streckenmessnng, d. b. 
auf der Yerwendung der positiven reellen Zahlen als Mafizahlen von 
„Strecken u Dabei geben wir yon folgenden Defmitionen aua: 

A Unter einer Streche verBteben wir ein begrenetes Sttlck einer ge- 
raden Linie. Nennt man A und B die EndpunMe der Streche, so soli 
diese aelbat mit AB bezeicbnet werden 

B. Zwei Strechen AB und A'l? beifien einander gleich, wenn aie hon- 
gruent Bind, d h durob Aufeinanderlegen zur Deckung gebracht werden 
konnen. Wir sobreiben in dieBem Falle: 

ab-aTb' 

Von zwei imgleichen Strechen AB, A , B'*beiBt die erstere die Tdeinere, 
wenn aie einer Teilstrecke der anderen gleich iatj die letztere beifit dann 
die grofiere In Zeicben: 

AB < A'B> oder aucb: A'Bf > AB 

C. Unter der Sunme zweier Strechen AB und A'B^ yeratehen wir 
diejenige Strecke, welcbe durcb Verlangerung der einen Strecke um eine 
der anderen gleiche entatebt. Aub dieaer Definition lafit aich rekuraoriscb 
dieienicra fftr die Summe bdiebia vider Strechen berleiten. Dabei erscheint 



Nr 2 


§ 2. Streckenmessimg 


9 


ea achon fiir die Summe zweier Strecken wesentlich nachzuweisen, daB 
daa Endresultat yon der Anordnung der einzelnen „Suinmanden“ unab- 
hangig, die fraglicbe Operation alao kommutativ ist Diea kann in der 
Weiae geschehen, daB man zunachat die Richtigkeit der Beziehnng: 

der Anschaunng entnimmt (mdern man die erne der beiden etwa hori¬ 
zontal zu denkenden Streckenaummen am emen Wmkel yon 180° dreht 
und mit der anderen zur Deokung bringt), aodann analog wie bei der 
Addition der nattlrlichen Zahlen (ygl. Ij, § 3, Nr. 6, S. 22/4) durch voll- 
atandige Induktion daa betreffende Ergebnia auf eine beliebige Anzahl 
yon Summanden flbertragt. Ein anderer Weg wird sich welter unten 
nooh ergeben (a Nr. 6 am Ende). 

2. Um Strecken messen und auf Grand der Mesaung miteinander ver- 
gleichen zu konnen, bedarf es zjmachst der Festaetzung einer Mafiemheit 
Um die Anschauung zu fixieren, denken wir una einen yon irgendeinem 
Anfangspunkte 0 (dem „Nullpunkt ff ) horizontal aich unbegrenzt nach 
rechts erstreckenden Halbatrahl nod wahlen erne Teilstrecke (£ = OE 
ala Einheitsstrecke behebig aus Ihr ordnen wir alao die Mafizahl 1 zn 
und gehen aodann darauf aua, jeder Strecke eine beBtimmte positive Zahl 
ala Mafizahl auf Grand der folgenden zwei Festsetzungen zuzuordnen. 

I. Gleichen Strecken kommt dieselbe Mafizahl zu 

II Die Mafizahl einer Streckemumme soil gleich sein der Summe der 
Mafizahlen fur die summierten Strecken. 

Es wird sich zeigen, daB auf Grand dieser Festaetzungen jeder Strecke 
eine und nwr eme positive Zahl als Mafizahl zukommt. 

Zunachst folgt, aofern die obigen Forderangen ilberhaupt erfflllbar 
Bind, aus II: 

ITT Der grofieren zweier Strecken kommt auch die grofiere Mafizahl 
zu, der Tdeineren die klemere, und umgekehrt gehort zu der grofier 
ren Mafizahl auch die grofiere Strecke , zu der kleineren die kleinere f 
schlieBlich also zu gleichen Mafizahlen auch gleiche Strecken 

Wird jetzt nach Annahme einer nattirlichen' Zahl m auf jener Ge- 
raden vom Punkte 0 anfangend die Einheitsstrecke (£ wmal abgetragen, 
so entsteht eine etwa mit OJf* zu bezeichnende Strecke, welcher auf 
Grand der Featsetzung II die Mafizahl m zuzuordnen ist, was wir durch 
die Schreibweise ausdrticken wollen: 

i i i l 3 

(1) OM — d + @+ ■ • + ® — m®. 1 ) 

1) Dabei ist wi® als eine „benannte Zahl“, nuM etwa als em „Produkt“ der 
beiden „Faktoien“ m und ® anzusehen 
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Zerlegt man andererseits die Einheitsstreeke ($ m eine beliebige An- 
zabl — etwa n — gleicher Teilstrecken (was bekanntlich mit Hilfe einer 
einfachen geometriachen Konstruktion ausfiihrbar ist), so miissen die each 
1 einander gleich zu setzenden Mafieahlen dieser Teilstrecken nacb 11 die 
Surame 1 liefern, so daB also jeder eineelnen dieser Mafaalilen der Wert 
— beizulegen ist und demgemaB jede der betreffenden Teilstrecken mit 

* @ bezeiebnet werden mag. 1 ) 

FaBt man sodann m solcbe Teilstrecken zu einer einzigen Strecke 

OA znsammen, bo kommt dieser wiedernm nacb II die Summe der m 
gleicben Mafizahlen also die Zahl als Mafieahl zu, in Zeicben: 

(2) 62 wo: v —» — eine rationale Zahl. 

Man erkennt leiebt, daB diese MaBzahl in Wabrbeit ledigbeh yon der 

rattonalen Zahl v } niebt aber yon den emzelnen zur DarBtellung beniltzten 

gansen Zablen m und n abhangt. Denn nimmt man etwa m und n als 

relativ prim an und ersetzt v — — durcb: v — — (wo a eine nattlrliche 

n n 2 ' * 

Zahl), bo wtlrde nacb dem Gesagten die MaBzahl ^ zu derjenigen Strecke 
gehoren, welche entstebt, wenn man die Einheitsstreeke m nq gleicbe 
Teilstrecken zerlegt und mq solche Teilstrecken zu einer einzigen Strecke 
yereinigt. Diese letztere muB aber der zuyor gewonnenen gleich Bein. 
Denn, faBt man zunaebst q jener Teilstrecken zusammen, bo reBultiert 
eine Strecke mit der MaBzahl q • —. also —. so daB duroh weitere Zu- 
sammenfassung yon m Strecken dieser Art wieder eine Strecke mit der MaB¬ 
zahl —, also nach III eine der oben genannten gl&iche zum Vorschein kommt 
Da die zuyor mit m, n bezeichneten nattirbeben Zahlen ganz beliebig 
gewahlt werden konnen, so gibt es zu jeder positiven rationales Zahl v 
auch eme Strecke mit der MaBzahl v (bzw deren unendlich yiele mit 
jener einen Tcongmente) , die wir, wie bereits oben in Gl. (2) geschehen, 
mit v(£ bezeicbnen< 

Hat man nun ewei solcbe rationale Strecken, etwa: 

(8) l o3 - -®, 'ol? - 5|e 

v 1 n 7 n 

und brmgt sie auf die Form: 

(4) OA-mn'^b), 'OA 1 - , 

1) Vgl, die vorige Fuflnote. 
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so zeigt sich, daB 'oA und OA' als gemeinsame Vielfache der Streoke 
darstellbar sind Sie besitzen also mindestens 1 2 ) das gemeinsame 

Mafi (£ und heiBen deshalb kommensurabd. 

Rationale StrecJcen sind also mit der Emheitsstrecke und unter sich 
kommensurabd. 

Definiert man ferner im Anschlufi an Gl. (4) das Verhdltnis der 
Strecken OA, OA' durcb die Beziebung: 

oA i OA' — mn : m'n 


( 5 ) 


tit * m 

n ’ n' 


so folgt: Rationale Strecken verhatten sich wie ihre Mafizahlen 
Dee weiteren ergibt sich aus (4): 


und daher 
( 6 ) 


(nn')0A — (run')®, ( nn) OA' ■= (w'w)(£ 

Si + 'ol' 1 - @ _ /» + %) g 

1 nn \n 1 n J 1 


d. h die Mafieahl der Summe meier rationdler Strecken %st (in tTberein- 
stimmung mit der Forderung II) gleich der Summe ihrer Mafizahlen. 

3. Es gibt aber auch Strecken, denen nachweislich keine rationale 
MaBzahl zukommt. Das einfachste, schon EuTdid bekannte Beispiel erner 
solchen Strecke gewinnt man in folgender Weise. Es sei ABC ein bei 
A rechtvrinkliges gleichschenkliges Dreieck mit den Katheten AB=*>AC=-Qt. 
Wird yon A aus eine Senkrechte AD auf die Hypotenuse gefallt, so ent- 
stehen zwei dem urspriin^lichen fihnliche Dreiecke und man findet daher 
unter der Ann ah me, daB BO, also auch BD eine rationale MaBzahl be- 
sitzt*): 

( ■[ | I I ■-jl | — " I 

AB : BD — BU : AB. 


1) Dieses „minde8tens“ soil ausdrtlcken, dafl es eventuell ein grdfieres ge- 
meinsames MaB geben kann, wenn n&mlioh n nnd n' einen gemeinsamen Toiler 
besitzen, in welohem Falle dann nn' duroh das kleinste gemeinsame Mnltiplnm 
yon n und n' ersetzt werden kann. 

2) Wir yermeiden absiohtlich den soheinbar etrwas n&her liegenden Weg fiber 
den PgihagortUachen Lehrsatz: 

Quadrat fiber B0 -» Zweifaches des Quadrats fiber AB, 

da die Anwendung dieser Aussage auf den yorliegenden Zweck emeu Exkurs fiber 
Fldchenmessung erfordern, also in Wabrheit einen Umweg bedeuten wfirde 
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Bezeichnet man die eine mit x. also die andere mit -f-, so wilrde aus der 
obigen Proportion mit Bentitznng der Beziehung (5) folgen: 

i x i 

also: 

(7) a 1 -», 

eine Gleichung, welche darch kein rationales x befriedigt wild. 1 ) 

Die Strecke BC (also die Diagonale des Quadrats mit der Seite @) 
besitzt somit Jceine rationale MaBzahl Da sodann auf Grand der Fest- 
setzung II aucb kern ahquoter Teil und Teem games Vielfaches yon Wfa 
eine rationale MaBzabl haben kann, so zeigt sich, daB schon die Ezistenz 
jener einen aufierst speziellen nicht-ratwnalen Strecke diejenige unendlich 
vieler gleicbgearteter nach sicb ziebt, darunter insbesondere solche, die 
sicb unteremander beliebig wenig unterscheiden. 

Es liegt offenbar nahe, der fraglichen Strecke lm AnschluB an die 
Beziehung (7) die uratwnale MaBzahl ]/2 beizulegen Es soli nun ge- 
zeigt werden, in welcber Weise dies yollkommen zu rechtfertigen bzw. 
entsprecbend zu yerallgemeinern ist 

4. Es bedeute jetzt OP eme Teilstrecke der in Nr. 2 unseren Be- 
trachtungen zugrunde gelegten Geraden, die beliebig weit fiber die Ein- 
heitsstrecke hinausragt Darm besagt zunachst das sogenannte Archime- 
dische Axiom, daB man yon 0 beginnend durcb Anemanderreihung einer 
hinlanglichen Anzahl yon Einheitsstrecken scbliefilich dazu gelangen muB, 
die Strecke OP zu erreichen bzw. zu tibertreffen. SchlieBt man den 
ersteren, eine Beziehung yon der Form OP= ergebenden Fall als 
bereits erledigt yon der weiteren Betrachtung aus, so muB eine Strecke 
OM =— m® ezdstieren, derart daB: 

(8) m @ < OP*< (m + 1)®. 

1) Vgl I,, § 21, Nr. 1 (S 121). Oder auoh nach dem Yorgange yon JSuklid 
folgendermafien. Angenommen, man h&tte 



wo p und q als relativ prim vorauBgeeetzt werden kOnnen, bo wilrde aus Gl. (7) 
folgen 

p % =■ 

sodafi p jedenfalls gerade aein mufite, etwa p = 2i und daher. 

Vl n frlAl'nlifallo An nrn n M 
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Die Mafizahl yon OP setzt sich dann auf Grand der Festsetzung II zu- 
sammen aua der natUrliohen Zahl m und der noch zu beBtinunenden Mafi¬ 
zahl der Strecke MP bzw einer damit Tcongruenien Streeke OA < OE . 
Ea besteht dann zunachst die Moglichkeit, dafi fdr irgendein bestimmtes 
ganzzahliges n: 

wo anch a n eine (positive) ganze Zahl bedentet. Wird auch dieser Fall 
als bereits erledigt ausgeschlossen, so mufi zn jedem ganzzahligen v ^ 2 
eine ganze Zahl a v <v existieren 1 ) derart, dafi: 

(9) 

und daher, wenn die der Strecke OA znzuordnende Mafizahl yorlaufig 
mit x bezeichnet wird: 


(10a) 

Da sodann fQr jedes q 
(10b) 


<*< 


flr 1 


(*-2,3,4,...). 


■ 1, 2, 3, ... auch: 

fl »+g < x < a,,+ g"*~ 1 
v + P v + Q 


bo ergibt sich, wenn man die aufieren Glieder dieser beiden doppelten 
Ungleichnngen krenzweise kombiniert: 

1 

V " V Q 


°T< 


v+p 


und somit (fttr jedes q 

(ii) 


a v + Q + 1 

also: 

°v + p 

* + Q ’ 

v + P 

^ °v+ 1 
^ V * 

also: 

a v + Q 
V + p 


a 

-1> 


- < — 
V V 


1, 2, 3, ...) Bchliefilich: 


!+£ 


v + p 


<T 


d. h. die Zahlenfolge ist eine Iconvergente, besitzt also einen bestimm- 
ten (positiyen) Grenzwert, etwa: 

( 12 ) 


lim — = a 

»->■<*> v 


1) Fflr eine Anzahl von AnfangB’werfcen v kann e» y «= 0 sein, dooh mnl von 
einez gewiaaen Stelle ab jedenfalla a v ]>0 auafalien, da zwiaohen den Fnnkten 0 
und A die Endpunkte unendlich vieler rabonaler Strecken liegen Ana analogem 

Grunde muB von einer gewiasen Stelle ab a * - <C 1 auafallen, w&hrend fflr eine 


gewiase Anzahl von Anfangawerten 


o y -f 1 


1 sein kann. 
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Es gibt also erne und nur erne bestimmte Zabl x = a, welche ftir jedes 
v > 2 der doppelten Ungleichung (10 a) geniigt. Diese Zahl muB eine 

irrationale sein Ware sie namlich rational , etwa a = - , so mflBte ja 

bei dem zugrunde liegenden Verfahren fiir v — » an Stelle der Uwglei- 
chung (10a), namlich: 

<*n + 1 


die Gleichung: 


— < < 
n n 


und somit an Stelle "von (9) die folgende: 


OA 


n 


erscheinen, was der Voraussetzung widerspricht 

Diese einzige der unbegrenzten Folge der Ungleichungen (10a) ge- 
ntigende, irrationale Zahl x = a ordnen wir der Strecke OA als Mafizahl 
zu, bezeichnen sie demgemaB als irrationale Strecken und schreiben analog 
wie in (1) und (2): 


(13) W ■=>«(£ 

Die Vergleichung der Ungleichungen (9) und (10 a) zeigt, daB durch 
diese Festsetzung der oben mit 1 bezeichneten Forderung geniigt wird 

t a a i 
~ } V v — » 

welche samtlich die Zahl x = a ini Innern enthalten, mit wachsendem v 
bestdndig Tdeiner ^namlich gleich werden, dafi aber Tceineswegs das 

Intervall [ -^t-t» a,+1 ,~t —l in das Innere von I"--, v ^~ ~| fallt, vielmehr 
stets auf der emen oder anderen Seite dartiber hinausragt] mit anderen 
Worten, daB Icetneswegs die Folge eine monoton zunekmende, die Folge 
( a " t -) eme mow ^ <m cdmehmende ist. Es laBt sich namlich zeigen, daB 
zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab das Intervall ^, a, ‘ 
nur einen emztgen Bruch mit dem Nenner v + 1 und zwar den Bruch 
lm Innern enthalt Man 'hat zunachst wegen -< 1: 

V + 1 ° V 


dp 

V 


^ y) ^ fly+ 1 ^ dy^ f 1 

V 1 V 1 


andererseits, da zum mindesten von emer gewissen Stelle ab auch 
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0 >v + 1 


Cl 1 2 ): 


Ov~j- 1 

V 


(fly + 1) (l + a v + 1 + 


a* + 1 


v -f-1 


v+1 


< 


(tv “I - 2 

v + 1 1 


so dafi also, wenn man noch den Bruch v ^ t in die Betrachtung auf- 
nimmt, die folgende Reihenfolge besteht: 


(14) 


dy - &V fly -j- 1 Oil -|- 1 fly -|- 2 

V+1 V ^ V + 1 V V + 1 


Man hat daher zn setzen: a. 


’*+i 


wenn x < 


Oty "j" 1 
V + 1 * 


dagegen: a v+1 - a v + 1, wenn x > • 

In jedem Falle aber mufi, wie oben behauptet wurde, das Interyall 

T -i + -4. - + 1 , 1 auf der einen oder anderen Seite ilber das Interyall 

\y + l ’ v+1 J 

[^f> ^ y ~~] hinausrtzgen. 

Es lassen sich aber leicht anch monotone Folgen rationaler Zahlen 
( "''rn ' ^ ers ^ e ^ en j seiche auf der einen Seite bestandig sru- 

nehmend, auf der anderen bestandig abnehmend dem zuvor mit x =» a be- 

f a m °m 4” 1_ l 

zeicbneten Grenzwerte zustreben, so dafi also die Intervalle I —J 

eine Folge inemander geschachtdter Intervalle von unbegrenzt abnehmen- 
der Ausdehnung bilden. Es geschieht dies am einfachsten mit Hilfe von 
Systembrflchen einer beliebigen Basis b ^ 2 Lafit man auch hier wieder 
den Fall einer raiioncden Mafizahl a als belanglos beiseite a ), so ergibt sich 
zunachst ein unbegrenztes Ungleichungssystem von der Form: 

(15) s /l @< l aZ l <(<„ + p)ffi O -1, 2, 3, . .), 

wenn gesetzt wird: 


(15a) 


_i_ 

h 7.1 • 


4. ^ 
+ b u 


(unter c„ fy, . , „Ziffem" des 5-Systems, d. h. Zahlen des Intervalls 

[0, 6 — 1] verstanden), und daraos folgt, wenn die unbekannte Mafizahl 


1) Vgl. S 18, Fufln. 8) 

2) Man erhB.lt in diesem Falle einen endhchen Syatembiuch nar dann, wenn 
a ala xeduzierter Bruch ixn Nenner kerne anderen Primfaktoren enthB.lt, als 6 
Andemfalls resnltiert em zwar unendltcher, aber penodtscher Systembruoh. (Vgl 
It, § 17, S. 98 ff.) 
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von OA vorlaufig wieder mit x bezeichnet wird: 


(16) 

anders gescbrieben: 


(17) 


9 -£-<X< ^ + 1 
bn ^ x ^ V* 


8^ x <C. s u 

wo: g M — c^- 1 4- 4- • • 4- c^. 


Die Vergleichung der Ungleichung (17) mit der zuvor zur Bestimmung 

von x benutzten Ungleichung (10 a) zeigt, da6 die Folgen 

lediglich aus den zuvor betracbteten herausgehobene sind 1 ) 


(namlich fUr die Spezialwerte v — V i ) f und daraus wird evident, dafl sie 
bei ganz beliebiger Wahl der Basis b immer wieder denselben ( irratio - 
nalen) Grenzwert: 

(18) lim §£ — Inn — — a 

liefern miissen 

6. Bezeichnet man mit OA^j OA^ t . OA tt} ... die Strecken mit 
den rationalen Mafizahlen s t , s 8 ,.. s h , . , so bringt die Beziehung: 


'o3-o@, wo a -lim (| + ^ + - + $) 

zum Ausdruck, dafi auch die MaBzahl der irrationalen Strecke OA ange- 
sehen werden kann als v Summef < (im erweiterten Smne von „Grenzwert 


1) Dieae Schlufifolgernng schernt zu veraagen, wenn man den im Text aus- 
gesobloBsenen Fall m Betracht zieht, dafi x Bicb ala rational, nnd zwar nicht ala 
endlicher, BOndern ala unendlicher penodtscher Syatembruch ergeben wftrde, wUh- 
rend andereraeits bei dem zuvor eingeachlagenen Yerfabren daB System der Un- 
gleicbnngen (10a) mit einer Gletchung von der Form. 

a n 

— = x 
n 

abbrechen mOfite Dasaelbe lftfit aicb aber ancb m dieaem Falle in der Form eines 
unbegrenet fortsetzbaren Systems anachreiben, n&mlich. 

%L£ x< ?v±± (v a 1| S f S,.. .) 

V V 

mit dem Zusatze, dafi das Gleichhettazeiohen da/m nnd nur dann gilt, wenn 
v = kn (ft = 1,2, 3, . ), und dafi: o, kn = ka n Die geradeao wie trbhei konver- 

gente Folge entbfllt dann unendlich oft die ZabJ ^ ^n&mlich ■=» 

also ancb den Grenzwert — . Zugleicb aber wird, genan wie im Text. = 

fOr v =• ao dafi die Folge wieder ala eine ana der Folge heraue- 

gehobene eracbemt 
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der Summe“) der MaBzahlen ftir die unendliche Folge der Teilstrecken 

i——i i-1 i-1 

A 1 A a) AjAg, . ii ' 

Da man ferner der irrationalen Strecke OA vermittels der Folge 
wachsender rationaler Strecken OA 1} OA af . , OA hi . .. beliebig nahe 

koromen kann, so kann man auch setzen: 

(19) OA = lim OAft, 

wenn man dem Zeichen lim die analoge Bedeutung beilegt, wie mnerhalb 
der Zahlenlehre, d h. wenn man den Inhalt der Schreibweise (19) durch 

i—i i-1 

die Aussage erklart, dab der Unterschied von OA und OA fl durch hin- 
langliche VergrOBerung von p beliebig Mein gemacht werden kann. Darans 
folgt dann, dafi man mit solchen Grenzwerten nach denselben Regeln 
rechnen kann, wie mit Grenzwerten von Zahlenfolgen 

1st nun OA' eine zweite irrationale Strecke mit der MaBzahl 
of — hm und legt man den Bezeichnungen 0A'„ (p = 1, 2, 3, .) die 

(1 ->o° ^ ^ 

entsprechende Bedeutung bei, wie zuvor den OA^, so hat man analog: 

(20) OA' = hrnOJ^ 
und daher 

(21) OA- 1- OJl = hm OA u + lim OA = hm ( OA u -f OA'^j , 

also, wenn man jetzt die MaBzahl der Streckemumme OA + 0A' mit S 
bezeichnet: 

(22) S ® — hm (Sfi ® -f- sji ©) 

— lim (Sp + <,) ® (s Nr. 2 am Ende) 

fi “Voo 

-(a + fl')8, 

d h. schlieBlich: 

(23) S = a + a', 

in Worten: Auch die MafizaM der Summe zweier wrationaler Strecken ist 
gleich der Summe der Mafizahlen der bexden Einzdstrecken. 

Das analogs Resultat hatte sich, wie leicht ersichtlich, auch ergeben, 

wenn man ftir OAl eme rationale Strecke genommen hatte Und da die 
angewandte SchluBweise sich ohne weiteres auf eine beliebige Anzahl 
von Strecken tibertiagen laBt, so gilt allgemem: 

Die Mafizahl fur die Summe beliebig vieler Strecken (gleich- 
gultig ob rational oder irrational) ist gleich der Summe der Mafi- 
zdhlen fur die Emzelstrecken. 
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Aus der Kommutativitat der MaBzahlensumme ergibt sich dann allgemein 
diejemge der Streekensumme 

Zugleich folgt schlieBlich, daB durch die Festsetzung (13) auch die 
Forderungen II nnd III befriedigt werden 


§ 8. Umkehrbar elndentlge Beziehung zwiselien den reellen Zahlen 
nnd den Pnnkten elner Geraden. — Cantor-Dedeklndsches Axiom 
(Stetigkeitsaxlom). — Lineare Pnnktmengen. — Dedeklndscher 
Schnitt nnd Irrationalzahltheoiie. 

1. Auf einer naob beiden Seiten unbegrenzten , etwa horizontal zn 
denkenden Geraden werde ein beliebiger Pnnkt als „NuMpunki <c fiiiert. Er 
werde mit der Ziffer 0 nnd ein anderer etwa rechts davon beliebig aus- 
gewfthlter Pnnkt mit 1 bezeicbnet: auf diese Weise werde dem ersten 
dieser Pwikte die ZoM 0, dem sweiten die ZaM 1 ,jZugeordnetf‘. Wird 

dann die Strecke 61l zur Mafieinheitsstrecke (S gemacht nnd ist a die 
MafieaM irgendeiner yom Anfangspnnkte 0 aus naeh rechts yerlaufenden 
Strecke, so werde dem Endpunkte die Zahl a eugeordnet, er selbst ge- 
wissermaBen mit der Zahl a hdegt nnd demgemaB auch mit a bezetchnet 

Wird sodann gesetzt: 

( 1 ) a' —-a 

nnd yom Nullpunkte aus nach links eine der Strecke 0 a gleiche Strecke 
abgetragen, so soil deren Endpunkt mit a beeeichnet nnd ihm auf diese 
Weise die Zahl a, d. h nach GIL (1) die negative Zahl (— a), eugeordnet 
werden. Da jeder beliebige rechts yom Nullpunkte gelegene Punlct der 
Gteraden die Rolle des zuvor mit a bezeichneten, jeder links gelegene die 
Rolle des mit a ' bezeichneten tlbemehmen kann, so lafit sich auf diese 
Weise jedem bdiebigen Punkte der Gieraden eine nnd nu/r erne bestimmte 
reelle ZoM zuordnen, wobei dann verschiedenen Pmktm stets auch ver- 
schiedene Zahlen entsprechen nnd zwar dem mehr rechts gelegenen yon 
zwei Punkten die (algebraisch) grofiere Zahl. Die Belegung der links yom 
Nullpunkte gelegenen Punkte mit den negativen Zahlen bildet das genane 
Spiegelbild der mit den entsprechenden positiven Zahlen belegten Punkte 
rechts yom Nullpunkt. 

Unter dem Abstand oder der Entfemung irgend zweier (nicht not- 
wendig auf unserer Gieraden* gelegenen) Punkte A nnd B yerstehen wir 

die Mafieahl der sie yerbindenden Strecke AB. Wir wollen diese Zahl 
yon jetzt ab mit AB bezeichnen, behalten uns indessen vor, geradeso, 
wie wir ftlr Punkt nnd zugeordnete Zahl denselben Buohstaben yerwen- 
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den, nach Bedarf anch die nach der Mafieinheit gemessene Strecke gleich- 
falls mit AB zu bezeichnen. 1 ) 

Hiemach ist insbesondere: 

Oa«=a = |a|, Oa' — |a'|, 

also, wenn b einen ganz beliebigen (d h. rechts oder links Ton 0 ge- 
legenen) Ponkt der Geraden bezeichnet, in jedem Falle: 

(2) Oft =■ |ftj. 

Liegen tswei Punkte b nnd c anf derselben Seite des Nullpunktes, haben 
also die Zablen b nnd c gleicbes Vorzeichen und ist b der dem Null- 
punkte ndher gelegene Punkt, also |6] < |c|, so hat naan: 

be — Oc — Ob, 

somit nach G1 (2): 

be =■ |c| — |&| 

— | c — b | (da b, c gleiches Vorzeichen haben). 

Liegen dagegen b nnd c anf verschiedenen Seiten des Nullpunktes, etwa 
b anf der briken , so daB also die ZaM b < 0, c > 0, so findet man: 

&c — bO + Oc— |&| -h c 
= c — b (wegen KO) 

— \e— &|, 

so daB si oh schliefilich flir den Abstand der Pnnkte b nnd c in jedem 
Falle ergibt: 

(3) bc-\c — b\ (oder auch: |& — c|). 

2. Aus dem Umstande, daB nnnmehr jedem Punkte der Geraden eine 
bestimmte ZaM zngeordnet werden konnte, erwachst sofort die Frage, 
ob anoh nmgekehrt jeder beliebig angenommenen ZaM a ein bestinunter 
Punkt der Geraden entspricht DaB dies in gewissem Umfange wirklich der 

Fall ist, zeigt sioh zunachst, wenn a eine rationale Zahl, etwa ”, ist, da 
ja in diesem Falle die Strecke — <£ nnd somit auch der Punkt a — ^ kon- 
strmerbar ist Etwas Ahnliches gilt z. B. auch, wenn a eine Irrational- 
eahl von der Form "j/^ ist. Denn setzt man vorlaufig: j/^ — x, also: 

1) Wii gebrauchen demgemBD den Auadrnck Streckt t in der doppelten Be- 
dentnng ernes bestimmten GeradenstUcks sowie der Ma/Secthl dieses Geradenstficks. 
Welohe dieser beiden Bedeutungen dem Worte beiznlegen ist, geht ans dem Zu- 
sanunenhange Btets deutlioh herror. 
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x* ■= — ■ m, so flndet man: 
n 1 

— @ : #(£ = x® : m(£, 

n ' 

so dafi also die Strecke x®, d. h. ala geometrisches Mittel zwi- 

scben and vermittels einer bekannten geometrischen Konstruk- 

tion bergestellt warden kann, der Punkt ~j/™ anf onserer Geraden also 
wieder konstruierbar ist. 

Eiwas Analoges gilt zwar auoh noch fflr alle solchen (algebraiscben) 
Zablen, die sicb in letzter Linie anf Quadratwurzeln zurttckffihren lassen, 
aber wichi mehr fdr eine beliebige (algebraische oder transzendente) Tr- 

rationahaU (z. B. ~j/^, e, stj. Wird namlich nnter a eine solche „belie- 

bige" Irrationalzabl verstanden, so stebt nur so viel fest, dafi sie sicb in bdiebig 
enge rationale Grenzen ( a y <a<b v fttr v—0,1, 2,. , statt: lim (b v —a y )=0) 

einscbliefien ladt Den Zahlewpaaren (a y , b y ) entsprecben dann Punkte- 
paare (a y ,b y ), welcbe den prasumtiven „Punkt {t a beliebig eng umscbkeflen 
milBten, vorausgesetet, dafi etn solcher uberhaupt existiert. Aber gerade 
die Existene ernes solcben Punktes kann nicht als etwas a priori fest- 
stebendes angeseben, vielmebr, wie wobl zuerst Georg Cantor hervor- 
geboben bat, nur durcb eine besondere Festsetzung, em nen einzuftthren- 
des Axiom, erzwnngen warden, dem man nacb dem Vorgange von Bichard 
Dedekind die folgende Form geben kann: 

a) ZerfaUen alle Punkte der Geraden in snvei Klassen von der 
Art, dafi jeder Punkt der ersten Klasse Units von jedem Punkt 
der nweiten Klasse liegt , so existiert ein und nur ein Punkt, 
wdcher diese EinteUung cider Punkte in ewei Klassen, diese Zer~ 
schneidung der Geraden in mei Stiicke hervorbringt. 

Die vermittels dieser Festsetzung scbarf und fafilich cbarakterisierte 
vollkommene „lMckmlo8%gkeW t der als Punktreihe aufgefafiten geraden 
Linie wird als deren Stetigkeit, jane Festsetzung infolgedessen aucb als 
Stdigkeitsaxiom bezeiobnet. Man kann diesem letzteren aucb die folgende 
ftlr gewisse Beweisformen etwas vorteilbafbere Fassung geben, in welcber es 
neuerdings als Axiom der IntervdHschacktdung bezeiobnet zu warden pflegt: 

_b) Sa t man eine uribegrenzte Folge von Strecken: A 1 B i , 

A % B i} .. A y B v , ... von der Beschaffenheti, dafi eine jede, db- 
gesehen von der ersten, der v orangehenden als Teilstrecke angehort, 

♦mi/7 rlnlK M* T 4 T» ” ’ 
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gibt 68 einen und nur einen Punkt, der alien diesen Strecken 
angehort *) 

3. Bei der Formulierung a) des fraglichen Axioms wird moglichster 
Allgemeinheit zuliebe von irgendwelchen metrischen Beziehungen, d h. 
Ton der Moglichkeit, Punkte einer Geraden lrgendwie auf Grand einer 
Me8sung zu charaktensieren, kein Gebrauoh gemacht. 2 ) LSflt man diesen 
Gesiohtspunkt fallen, so genflgt es zur Erreichung des von nns in Aus- 
sieht genommenen Zweckes, jeder beliebigen Zahl einen bestimmten Punkt 
als geometrisches AbbUd zu sichern, wenn man die oben unter a) oder 
b) aufgestellten Forderungen lediglich ftlr die Einteilung aller (begriff- 
lich ja von vomberein auf der Einftlhrung einer Messung beruhenden) 
rationalen Punkte bzw ftlr die von rationalen Punkten begrenzten Strecken 
in Ansprucb nimmt, also die Fassung a) dahin ab&ndert, dafi man sagt: 
„ZerfaUen able rationalen Punkte der Geraden in gwei Klassen usf. u und 
analog m b) unter A v) B y ausschliefilich rationale Punkte versteht. In 
der Tat lafit sich zeigen, dafi auch bei dieser Herabminderung der obigen 
Forderungen jeder beliebigen IrrationaleaJil ein bestimmter Punkt ent- 
spricht. 

1st namlich a eine ganz beliebige (positive oder negative) Irrational- 
gahl, so lafit sich ganz analog, wie dies m § 2, Nr. 4 durchgeftlhrt wurde, 
ein unbegrenztes System von Ungleichungen der folgenden Form her- 
stellen: 

(*) (*-1,8,8,...), 

wo die a v eindeutig bestimmte gange Zahlen bedeuten (die nur jetzt nioht 
mehr, wie a. a. 0. Ungl. (10a), dem Intervall 0 ^ a v < v anzugehoren 
brauchen). Durch die dem Ungleichungssystem (4) genflgende Irrational- 
zahl a warden dann offenbar aUe moglichen raMonalen Zahlen ~ (wo: 

m ^ 0, n > 0) in zwei getrennte Klassen zerlegt, derart, dafi jede Zahl 

der einen Klasse Tdemer ist als jede Zahl der anderen, da ja entweder 

— <! — oder — ^ sein mufi. Andererseits zerfallen auch aUe ratio- 
n = n n — » 

nalen Punkte auf diese Weise in zwei Klassen, derart, dafi jeder Punkt 
der einen Klasse links von jedem Punkt der anderen liegt, und es gibt 
daher auf Grund des modifizierten Stetigkeitsaxioms a) einen bestimmten 
Punkt a, welcher diese Zersohneidung hervorbringt, der dann als das geo- 
metrische AbbUd der (als Mafizahl der Streoke 0 a) mit a bezeichneten 
Zahl anzusehen ist. 

1) Man pflegt dies auch bo anszusprechen 1 Die ineinandergesobachtelten Inter- 
valle A,B v Jconvergieren gegen einen beB timm ten Pnnkt (j,Grenepu/nH ct ). 

8) Bei der Fasstuig b) wird bereits der Begriff der Lange benntzt. 
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Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man 1 m Hmblick anf 
die modifizierte Fassung b) des Stetigkeitsaxioms yon der Darstellung 
der Zahl a durob einen nnendliohen Systembruch lim s ausgeht An die 

Stelle des Uugleichungssystems (4) tritt dann ein solches yon der Form: 
( 6 ) s v <a<s v + ± (v-1,2,3, 

und der Folge der Zdhlenmtervalle s v -f- entspricht alsdann eine 
Folge ineinanderliegender Strecken (Punktintervalle) yon der bestandig 
abnebmenden Lange nut einem bestimmten alien Strecken gemein- 
samen Punkt (j,Gren£tpunkd l ) als Bddpmkt der Zahl a. 

4. Nach dem Qesagten besteht jetzt eine umkehrbur emdeutige Be- 
ziebung zwischen der Menge der reellen Zalden und den Punkten emer 
(nacb beiden Seiten unbegrenzten) Geraden, die wir biernach als Zahletir 
Unie bezeichnen Und zwar zeigt sicb, dafi die Menge der reellen Zalden 
auf Grand unserer Defimtionen diejenige Art yon Stehgkeit (=■ Lucken- 
losigkeit ) besitzt, wie sie der Geraden durch das Axiom a) zngeteilt wurde. 
Wir bezeichnen daber die Menge der reellen Zalden gleichfalls als stetig, 
auch als [reeded) Zahlenkontinuum. 

Infolge der vollkommenen Korrespondenz zwischen den reellen Zalden 
und den Punkten einer Geraden werden wir, analog wie wir bereits in 
Nr. 1 dieses Paragraphen Punkte und zugeordnete Zalden mit dem nam- 
lichen Buchstaben bezeichnet baben, die Bezeicbnungen Zahl und Punkt, 
ZaJdenmenge und Punktmenge (im folgenden mndchst ausschlieBlich im 
Sinne yon redle Zahlenmenge bzw Uneare Punktmenge, d. b. Punktmenge 
auf einer Geraden ) als aquivalent gebrauohen, derart, dafl jede Aussage 
fiber Beziebungen zwischen Punkten ohne weiteres als erne solche fiber 
entsprechende ZaWenbeziehungen gedeutet werden Vann und umgekebrt 

Hiernach bedarf es keiner weiteren Erlauterung, was darunter zu 
yersteben ist, wenn wir im AmsohluB an die in § 1 gegebene Termino- 
logie von Edufungspunkten und der abgdeiteten Menge oder Ableitung 
einer (lmftaren) Punktmenge sprecben, und wenn wir die letztere als be- 
schrdnkt, abgeschlossen, in sich dicht, perfekt, in einem Intervall tibpraU dicht 
oder isoliert bezeichnen. Und wenn wir in Zukunft zur Erzielung groBerer 
Anschaplichkeit, meist auch groBerer Kflrze uns baufig geometrischer Aus- 
drucksweise bedienen werden, so bandelt es sicb dabei nur nm eine auBer- 
licbe Form, durch welcbe die ariihmetische Zuverlassigkeit der in Frage 
kommenden ScbluBfolgerungen keine EinbuBe erleidet. Ein einfacbes 
Beispiel mSge zunachst den Inbalt dieser Bemerkung verdentlioben. 



Nr. •. 


§ 8. Line are Punktmengen. 


88 


5. Angenommen, es solle bewiesen werden, dafi jede beschr&nkte un- 
endliche Zahlenmenge {%'} mindeatens eine bestimmte SmfmgseoM be* 
sitzt, so steht es Ton vomberein frei, diese Behauptung so auszusprechen, 
dafi jeder beschrarikten unendlichen Punktmenge {#'} mindeatens ein (im 
Endlichen gelegener) Haufungspunkt zukomme, was dann folgendermafien 
bewiesen werden kann. 

Infolge der BeschrtinkiheU der Punktmenge gibt es einen Pnnkt a 
und rechts davon einen Pnnkt b, derart, dafi aUe x im Innern der Strecke 
(des Punktwterralls) ab liegen. Dnrch Halbiernng zerfallt dieseibe in 
zwei Teilstrecken, von denen mindeatens eine unendlich vide x enthalten 
mu!, Mit dieser einen oder, wenn beide Teilstrecken unendlich yiele x 
enthalten sollten, etwa mit der ersten der beiden verfahren wir ebenso usf. 
Jede bei Fortsetzung dieses Yerfahrens zur weiteren Behandlung heraus- 
gehobene Teilstrecke bildet einen Bestandteil (namlich die Halfte) der 
unmittelbar vorangehenden, es entsteht also auf diese Weise eine unbe- 
grenzt fortsetzbare Folge ineinander gesehachtelter IntervaUe von unbe- 
grenzt abnehmender Lange, die auf Grund des Stetigkeitsaxioms gegen 
einen bestimmten Punkt h konrergieren: dieser ist dann der fragliche 
Haufungspunkt , die Zahl h also die entsprechende HaufungsaaM. Denn 
wird eine Strecke d bdidng Idem angenommen, so mttsaen in das Inter- 
rail (h — d, h + d) zum mindesten alle diejenigen gegen den Punkt h 
konvergierenden Teilstrecken h in einfalien, welche bereits den Kleinheits- 
grad d erreicht haben und die andererseits unendlich vide x' enthalten. 

Dieser Beweis ist nun trotz seiner geometrischen Fassung und der 
hieraus erwachsenen Notwendigkeit, sioh auf das Stetigleeitsaxiom zu 
stUtzen, fQr die Enstenz der HdufungseaM h vollstandig bindend. Denn 
das dabei benfltzte geometrische Stetigleeitsaxiom scheidet sofort aus, wenn 
man das besohriebene geometrische EinschlieBmigsyerfahren folgendermafien 
in die Sprache der Arfflmetik ilbersetzt. 

Jeder Punkt bzw. jede Zahl des Interralls [a, 6] lafit sich in die 
Form setzen: a + (b — a) d, wo: 0 ^ O' ^ 1. Die bei dem obigen Hal- 
bierungsrerfahren sukzessire ausgewablten Interralle haben daher die 
Form: 

[« + (»-<»)*, a + (S-a)54i] 

[ o + (6_ 0 )(| + i), « + (6-a)(i + ^±i)] usf, 

WO c,,c„ ... je eine bestimmte der beiden Zahlen 0 und 1 rorstellen, 
allgemein: 

[a + (b-a)s,, a + (6-o)(s r + p)], 
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wo s v (analog wie bei dem Beweise in § 1, Nr. 2, S. 1/3) einen unbegrenzt 
fortsetzbaren dyadischen Bruch bedeutet. An die Stelle dee axiomatisch 
eingefQhrten Prnktes h tritt dann die in unserem Zahlenvorrat auf Grand 
gegebener Definitions sicher vorhandene Zahl: 

a + (b — a) • lim s„. 

v-> oo v 

Es bedarf hiernach weiterhin keiner besonderen Rechtfertigung, wenn 
wir una auch in Zakunfb nach Bedarf einer analogen geometrischen Ein- 
kleidung der Beweisftihrung bedienen werden 

6. Wir haben un ersten Bande dieser Vorlesungen (I 1} § 23, 24) die 
Irrationalzdhlen nach der Mdray-Cantorschen. Methode vermittels Jcon- 
vergenter Zahlenfolgen (mit besonderer Bevorzugung der als unmdhche 
Systembruche bezeichneten Gattung) definiert Bei der hier durchge- 
ftthrten Herstellung eiaer umkebrbar eindeutigen Rorrespondenz zwischen 
den Punkten einer Geraden und den reeUen Zdhlen zeigte sich zunachst, 
dafi es aaf Grund des Pnnzips der Streckenmessung moglich ist, jedem 
Pmkte der Geraden erne bestimmte Zahl zazuordnen, wahrend die um- 
gekehrte Aufgabe eine an den Punktnorrat einer Graden zu stellende For- 
dermg erheischte, welche mit Hilfe des Stetigkei f saxioms befriedigfc wurde. 

Dedekmd hat non bei der Einfilhrung der Irrationalzdhlen genau 
den umgekehrten Weg eingeschlagen, indem er das bei seiner Fassung 
de^ Stetigkeitsaxioms zugrunde liegende Prinzip, die Pwikte emer Gerade 
injzwei aneinander stofiende Flassen zu zerlegen, seines geometrischen 
CMarakters entkleidete und zur Definition der IrrationalzaMen benGtzte. 
Es wird dabei ausgegaogen von der Menge aller rationalen Zahlen und einer 
Zerlegung derselben m zwei Klassen, die mit { a } und { b } bezeichnet wer¬ 
den mogen und die dadurch charaktensiert sind, dafi jede Zahl der ersten 
Elasse kleiner sein soil, als jede Zahl der zwevten Klasse, dafi also durch- 
weg a < b. Eine solche Einteilung wird nach Dedekinds Vorgange als 
Schnitt bezeichnet und mag durch das Symbol ( a | b) dargestellt werden. 
Letzteres soli dann gleichzeitig zur Bezeichnung derjenigen Zahl dienen, 
welche in emem sogleich nkher zu erklarendem Sinne diesen Schnitt er- 
zeugt. Es kann namlich zunachst der Fall eintreten, dafi die Elasse {a} 
ein reales Maximum a (eine letzte Zahl') oder die Elasse {&} em reales 
Minimum b (eine erste Zahl) besitzt. Em gleichzeitiges Emtreten beider 
Eventualitaten ist offenbar unmoglich Denn da auf Grund der Forderung 
a < b auch a < 6 sein mtlfite, sb wQrden zwischen a und b noch unend- 
Uch vide rationale Zahlen liegen, die dann keiner der beideu Klassen an- 
gehorten Im fibrigen smd die beiden genannten Moghchkeiten insofern 
prinzipiell kaum yerschieden, als man die eine ohne weiteres auch in die 
andere flberfdhren kann. Hat z. B die Elasse 1 a I das yp/lIp Maximum a. 
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so wiirde durch die Loslosung von a und Zuteilung zur Elasse { b } die Zahl 
S nunmehr als reales Minimum 6 von { b } erscheinen — vice versa. Wir 
wollen dann sagen, der Schnitt (a | b) werde durch die Zahl G bzw. (die 
nut ihr identiache) 6 erzeugt und bezeichnen a bzw 6 als die zu der vor- 
liegenden Klasseneinteilung zugehonge Schnittzahl, also mit Bentitzung 
der oben angekiindigten Schreibweise: 

(a 16) = a bzw (a | 6) — b 

Da offenbar jede rationale Zahl dazu dienen kann, einen Schnitt hervor- 
zubnngen, so steht es frei, jede beliebige rationale Zahl als Schnittzahl 
aufzufassen, die Menge der rationalen Zahlen unter den Begriff Schnitt¬ 
zahlen zu subsumieren Nun gibt es aber auch (unendlioh viele) Schmtte, 
denen Tceine rationale Schnittzahl entspricht. Versteht man z. B. unter der 
Elasse {a} alle diejenigen rationalen Zahlen, welche der Forderung a 8 <2 
genii gen, unter { b } diejenigen, fCLr welche 6 s > 2, so ist (a | 6) ern Schnitt 
in dem oben definierten Sinne. Denn aus a 8 < 2 < & 8 folgt mit Sicher- 
heit, daB a < 6. Andererseits mufi jede rationale Zahl x emer der beiden 
Bedingungen x z < 2 oder a; 8 > 2 gentlgen, also entweder der Elasse { a } 
oder der Elasse {6} angehoren. Dagegen gibt es Tceine rationale Zahl x, 
fttr welche a; 8 = 2 ist, also Tceine rationale ScTmittzahl (a \b) Wir schaffen 
alsdann in diesem und jedem analogen Falle eine neue Schnittzahl , also 
rrationalzahl“ (a \ 6), deren Definition dann besteht, daB sie die Tren- 
nung der raUonalen Zahlen in die beiden genau umschriebenen Elassen 
{a} und {6} hervorbnngt Damit diese Definition in dem yorliegenden 
Zusammenhange wirklich brauchbar ist, muB gezeigt werden, daB auf 
Grund derselben jeder Schnittzahl (a | b) in deren Gesamtmenge (welche 
ja, wie oben bemerkt, auch die Menge der rationalen Zahlen enthalt) ein 
bestmmter Plate zukommt; daB die Menge der Schnittzahlen ein Kontir 
nwtm bildet (stetig » luckenlos ist), d. h. daB auch zu jedem Schnitte, 
welcher die Menge aller Schnittzahlen m zwei Elassen zerlegt, stets eine 
ihn erzeugende Schnittzahl existiert; und daB die vier Speeies (bis auf die 
Division durch Null) eindeutig und ohne Widerspmch gegen die im Ge- 
biete der rationalen Zahlen geltenden Regeln im Gebiete der Schnittzahlen 
ausftihrbar sind. Wir glauben indessen davon absehen zu dilrfen, auf die 
fraglichen Beweise an dieser Stelle des weiteren einzugehen, da wir ja die 
Lehre von den Irrationalzahlen a. a. 0. auf einem anderen (wohl etwas um- 
standlicheren, aber nach unserem DafQrhalten ftlr den Anfanger leichter 
zuganglichen) ilberdies zu dem gleichen Ziele ftihrenden Wege in aus- 
reichender Weise begrttndet haben, andererseits aber ausfQhrliche Dar- 
stellungen der DedeTcindBchen Theorie um so zahlxeicher zur Verfligung 
stehen, als diese letztere von der Mehrzahl der modernen Lehrbticher ent- 
schieden bevorzugt zu werden pflegt. 
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§ 4 Reelle Yerfinderliche. — Fnnktionen einer reeUen YerSnder- 
lichen und deren geometrische Darstellung. — Obere und untere 
Grenze, Schwankung einer Funktion. 

1. Unter einer reellen Veranderlichen (Variablen ) verstehen wir ein 
Zeichen (gewohnlich einen der letzten Buchstaben des Alphabets, z B. x), 
welches dazu bestimmt iet, jedes beliebige Element einer vorgeschriebenen 
Menge verschiedener reeller Zahlen ( linearen Punktmenge) vorzustellen. 
Die Menge selbst bezeichnet man als den Bereich der Veranderlichen, 
jedes einzelne Element als einen der Werte, deren die Verdnderliche fahig 
ist, oder als eine SteUe (einen Pmk£) ihres Bereiohes. Die als Bereich 
vorgeschriebene Zaldmmenge kann, allgem ein zn reden, endhch oder wn- 
endlich , dabei entweder abeahlbar oder nicht abzahlbar sein: fCLr das fol- 
gende kommt im wesentlichen nur der letztere Fall in Betracht. Es 
gelten dann fflr solche Bereiche ohne weiteres die in § 1 gegebenen De- 
finitionen und Existenzbeweise. Femer soli im AnsohluA an die in Nr. 4 
des yorigen Paragraphen als StetigJceU der Menge der reellen Zahlen be- 
zeichnete Eigenschaft der Bereich einer reellen Veranderlichen stetig 
heiflen, wenn er ans alien Zahlen eines Interyalls [a? 0 , X] besteht. 

Unter der Umgebung einer im lnnern des Interyalls [x 0 , X] gelegenen 
Stelle a verstehen wir ein Ihteryall [a — d, a + d] (eventuell auch mit 
Ausschktfi der Grenzen), wo d > 0 beliebig klein angenommen werden 
kann, jedenfalls klein genug, dafl a — d ^x ot a + fi£X. 

Wir sagen femer, die Veranderliche x konvergiere gegen einen ge- 
wissen Wert a, in Zeiohen: 

x —► a, 

wenn man x sukzessiye die Zahlenwerte emer beliebigen, dem vorgeschrie- 
benen Bereiche {#} angehorigen Zahlenfolge x v mit dem Grenzweite 
lim x„ — a beilegt, den Wert a selbst ausgeschlossen. 

2. Ist y eine Biceite reelle Veranderliche von der Beschaffenheit, d»fl 
jedem x eines gewissen Bereiches ( x } eine eindeutig bestimmte Zahl y 
eugeordnet ist, so heiflt y eine in jenem Bereiche (dem t) Def%niHon8bereichd 0 
eindeutige oder einwertige Funktion von x, in Zeiohen etwa: 

V “A*); 

(wobei es indessen freisteht, fllr den Buchstaben f nach Bedarf irgend- 
einen anderen zu wahlen, z. B y — F{x), y — g(x), y — cp(x) usf.). 

Gehoren zu jedem x mehrere (d. h. zwei bis unendlich yiele) Werte y, 
so heiflt y eine mehrdeutige oder mehrwertige FunMion von x. 

Die VerUnderliche x heiflt in diesem Zusammenhange die uncibhSngige t 
wahrend die Funktion y auch als dbhdngige Veranderliche bezeichnet wird. 
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tTber die Art und Weise, wie die fragliche Zuordnung hergestellt 
wird, besteht bei dieser aMgemeinsten ^Dinchletschen**) Definition einer 
Funktion keine bestimmte Vorschrift. Sieht man jedoch yon dem fidr 
unsere Zwecke bedeutungslosen Falle ab, dafi der Bereich {%} nur aus 
einer endlichen Zahlenmenge besteht, also jene Zuordnung vollstandig 
mit Hilfe einer TafoeUe bewaltigt werden konnte, so kann dieselbe nur 
durch eme Bechenvorschrift bzw. durch Angaben oder Forderungen er- 
folgen, die in letzter Linie in eine Bechenvorschrift ttberzufllhren sind. 

Die niichstliegende, ioh mochte sagen handlichste Form einer sol- 
chen Rechen vorschrift besteht in einem begrenaten rationcden , d. h. nur 
die Anwendwng der vier Sp&sies erfordernden Ausdruck (vgl. I 1? § 22, 
Nr 8, S. 133), welcher auBer der VeranderUchen x noch eine Anzahl 
bestmmt vorgeschriebener Zahlen (j,Konstanten“) enthalten kann (z B. 

y — x H } y — ax + 6, y — oder dem Qremwerie einer solchen „ra- 

tiondlen Funktion" 1 2 ) (z. B y — Lma^^l + vgl.^,§33^ 3,8.202 — 

ft 

y = lim x*j . Arithmetische Ausdrflcke dieser leteteren Gattung 

o 

spielen in der Fnnktionenlehre eine geradezu dominierende Rolle, und 
man darf es ala eine Hauptaufgdbe der Fwnktionenlehre („Analysis") be- 
zeichnen, ffir Fonktionen, die in anderer Weise definiert sind, Rechen- 
vorschriften der gedachten Art (z. B in Form von unendlichen Reihen, 
Produkten oder Kettenbrttchen) herzustellen. Dieser Fall tntt z. B. stets 
ein, wenn die Funktion y nicht „eocplmte“ durch eine unmittelbar auf x 
anzuwendende Rechenvorschrift, vielmehr nur „%mpliiite tl durch eine zwi- 
schen x und y bestehende Gleichung defimert ist s ) Er tritt ferner ein, 
wenn der zwischen x und y bestehende Zusammenhang zunachst durch' 
irgendwelche nicht-amthmetischen, etwa geomctirischen oder mechanischen 
Beziehungen erklart ish Dies gilt z. B. fttr die trigonometrischen Funk- 
tnonen, wie sie in der elementaren Trigonometrie lediglich als durch 

1) N&heres hierfiber siehe in § 18 

2) Evnfachstes Betspiel: y'~x ffir x > 0 Diese Gleichung definiert die 
tioeiwertige Funktion }/x, nflmlioh j/icJ und — \Vx\ Dabei ist aber \]/xj nur 
ein Zetchm tfir die erne LOsung der Gleichung y 1 — x, Jcetne Rechenvorschrift zur 
wirkhohen Herstellung dieser LOsung. In der Zahlenlehre wird zwar gezeigt, dafi 
hinter diesem Zetchm ffir jedes a;>0 eine bestimmte Zahl steokt (vgL 1,, § 29, 
Nr. 1, S 172), und die elementare Algebra lehrt eine Art Probiennethode, die 
Theorie der Eettenbrfiohe eme wirksamere Methode um diese Zahl zu numensch ge- 
gebenem x n&herungsweise zu bereohnen Eine Rechmvorschrift vollkommenster 
Art in Gestalt emer cxplizitcn Darstellungsform der Funktion ]/x gibt aber erst 
die Fnnktionenlehre (mit Hilfe der sogenannten binomisohen Reihe) an. 
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StreckenverhaMnisse definiert erscheinen und die in Wahrheit erst dann 
zu ffFmhtionen 11 im Sinne der Funktionenlehre werden, wenn es dieser 
gelungen ist, jene geomeirische Definition durch geeignete Rechenvorschnften 
zu ersetzen. 1 ) 

Tm fibrigen lessen sich aucb ganzlich anders geartete, relativ ein- 
fache Rechenvorschnften berstellen, die geeignet Bind, erne Fnnktion fflr 
alle Stellen einer unendlichen Punktmenge yollstandig zn definieren. 
Mnn denke sich z B. jede Zabl x des Intervalls [0, 1] als dyadischen 
Bruch dargestellt und nach Art ernes Dezimalbruches mit Hilfe der 
Ziffern 0 und 1 angesohrieben; sodann ordne man jedem x diejemge Zahl 
y zu, welche entsteht, wenn man den dyadischen Bruch yon x als JDeei- 
malhruch liest. Oder man schreibe jedes x als Beeimalbruch und ordne 
ihm als y denjemgen Deeimalbruch zu, welcher entsteht, wenn man vor 
jeder Dezimalstelle eine bestimmte ZifFer, z. B. 0, emschaltet Oder man 
ordne jedem als n-stelligen Deeimalbmch darstellbaren x den Wert y—(I)", 
jedem unendlichen den Wert y — 0 zu usf. 

Ein klassisch gewordenes, dem letzten yerwandtes Beispiel, das yon 
Dvrichlet herrfihrt, besteht darin, dafi man setzt: y » a ffir alle rationdlen 
x, y — b ffir alle irrationalen, unter a und b zwei beliebige yoneinander 
yerschiedene Zahlen verstanden (die man auch durch zwei beliebige Funk- 
tionen $($), i>(x) ersetzen konnte) 

Man kann zur Definition einer Funktion auch Rechenvorschriften 
yerwenden, die aus einer abgtiMba/ren Menge yon Emgelvorschnften be- 
stehen. Man setze z. B.: 


y~X 

ffir: 1^x>y 

at 

2 

T^*>T 

X 

y~- 


o 

ffir: x = 0, 


1) Solche Rechenvorschnften liefert vermittels reobt gesuchter KunBtgriffe 
die sogenannte algebraisohe Analysis, auf mehr methodisoher Gruhdlage die Diffe- 
xentialreohnung Da es sioh bier darum bandelt, die Funktionenlehre von Grand 
aus systematisch aufzubauen, so erBoheint die Berufung auf diese Ergebnisse ffir 
uns ausgesohlossen, und da dies in noob erhbhtem Mafie von den lediglioh der 
geometrisohen AnBohauung entnOmmenen Ergebnissen der elementaren Tngono- 
metne gilt, bo mfiaaen wir auf den Gebraucb der tngonometriBoben Funktdonen 
bo lange verzichten, bis sie als natdrliohes Glied unserer Entwicklungen zum Vor- 
Bohein kommen werden (s § 62) 
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so dafi wiederum y ffir jede Stelle des Intervalls [0,1] als eindeutige 
Funktion von x definiert ist. 

3 Im AnschluB an die Darstellung der redlen Zahlen durch die 
Punkte einer Geraden lafit sich die Menge der Zahlenpaare (x, y), deren 
Verbindung durch eine Funktion y — f(x) herbeigeftihrt wird, durch eine 
Pmktmenge darstellen, welche in einer Ebene passend verteilt ist. 

Zunachst lessen sich namlich nach einer Methods, welche die Grund- 
lage der „cmalytischen u Geometrie (jJZoordmatengeometrie? 1 2 ) bildet, alien 
moghchen redlen ZaMenpaaren (x, y) die Punkte einer Ebene umkehrbar 
eindewtig zuordnen. Obschon die Anfangsgriinde der genannten Disziplin 
weiterhin als bekannt vorausgesetzt warden, so mag doch, urn fiber die 
Bedeutung der einzuffihrenden Grundbegriffe und Beziehungen keinerlei 
Unhlarheit bestehen zu lassen, auf die fragliche Anschauungsweise hier 
kurz eingegangen werden 

Durch einen beliebig gewahlten Anfangs- oder Nullpunkt 0 einer 
Ebene (der nKoordmatenebend*) werden zwei sich rechtwinklig schneidende 
Gerade } die „Koordinatenachsen“ gezogen. Die Punkte der einen, etwa 
horizontal anzunehmenden und als 2 -Achse zu bezeichnenden, dienen auf 
Grund der im vorigen Paragraphen erQrterten Methods als AbbUder der 
reellen Zahlen x (wobei also die Punkte rechts von 0 den Zahlen x > 0 
entsprechen), die Punkte der anderen, also nunmehr vertfkcden und als 
y-Achse zu bezeichnenden, dienen m analoger Weise als Abbilder der 
Zahlen y, und zwar mag, urn auch hier eine Festsetzung zu treffen, der 
vom Nullpunkte aus nach oben gerichtete Teil den Zahlen y > 0 ent¬ 
sprechen. 

Wird jetzt ein reelles Zahlenpaar (x 0 , y 0 ) beliebig angenommen und 
durch den Punkt x 0 eine Vertikale, durch den Punkt y 0 eine Horizontcde 
gezogen, so schneiden sich diese beiden in emem bestimmten Punkte Po, 
welcher als Bildpunkt des Zahlenpaares (x 0 , y 0 ) angesehen und schlecht- 
hin als der Punkt (x 0 , y 0 ) bezeichnet wird. 1 ) Die Zahlen x 0 , y 0 heiBen 
dann die Koordinaten des Punktes, x 0 insbesondere seine Abseisse, y 0 seine 
Ordinate. 1 ) Hiemaoh gehort zu jedem Zahlenpaar (x, y) ein und nur ein 
bestimmter Punkt P der Koordinatenebene. Es entspricht aber auch um- 
gekehrt jedem Punkte P ein bestimmtes Zahlenpaar, nSmlich das aus 
denjenigen zwei Zahlen x und y bestehende, welche den senkrechten Pro- 
jbkttonen des Punktes P auf die ;r-,und y-Achse zugeordnet smd. 

1) Die Punkte der a;-Aohae Bind also in dieaem Znaammenhange mit (sc, 0), 
diejemgen der y-Aohae nut (0, y) zu bezeiohnen. 

2) Dementapreohend wird die tc-Aohae ala Absstsaenachae, die y-Aohse als Or- 
dinatanachae bezninbimt, 
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Hat man irgend zwei Punkte P 0 = (x 0 , y 0 ) und P r = (x 1} yj, bo be- 
sitzen die Projektionen ihrer Yerbindungslinie P 0 P 1 anf die Achsen nach 
§ 3, Nr. 1, GL (3) (S. 19) die Langen | — x 0 1 , |y x — y 0 |, und man findet 

daher ftLr die Lange dieser Yerbindungslinie, also den Abstand der beiden 
Punkte, die Formel: 

PoA - VOi - «o) 8 + (sh - y 0 ) 8 - 

4. 1st y = /■(£») eine fdr irgendeinen Bereich { x } definierte Fimktion, 
so entsprioht nunmebr jedem dureb die Beziehnng y — f(x) oharakteri- 
sierten Zdhlenpaare (x, y) ein bestimmter Pmkt der Koordinatenebene, 
nnd zwar liegt, wenn f(x) eine eindeutige Funktion ist, auf der durch 
irgendeinen Abszissenpunkt x des Definitionsbereiches gezogenen Yerti- 
kalen nur ein solcher Pnnkt (x, y), im Falle einer mehrdeutigen Funktion 
f(x) eine entsprechende Aneahl Die auf diese Weise fttr die G-esamtheit 
der Abszissen x zum Vorscbein kommende Punlctmenge (x, y) gibt als eine 
Art grapbischer Tabelle einen Dberblick darflber, wie die Werte yon y 
sicb gleichzeitig mit denen von x andem, m welchem Mafle sie z. B. mit 
zunehmendem x steigen oder fallen, sie kann daber zweckmafiig als ein 
geometrisches JBtld der Funktion y — f(x) angeseben werden. Yon beson- 
derem Interesse ist dabei der Fall, dafl y als Funktion von x diejenige 
Eigenscbaft besitzt, die als Stetigkeit der Funktion bezeicbnet wird, die 
bier vorlaufig 1 ) dadurcb cbarakterisiert werden mag, dafi beliebig wenig 
yoneinander yersebiedene y zu hmUmglich nabe gelegenen Werten x (d. b. 
also Punkten der Abszissenacbse) gehoren. 

Gleichzeitig mit den Abseissen x werden dimii auch die zugehSrigen 
Punkte (x , y) sioh unbegrenzt nahern und bei stetiger Yariation yon x 
sich Uickenlos*) aneinanderschliefien. Als geometriscbes Bild der Funktion 
y’’•fix) erscheint dann sin gewisser Linienzug, eme „Kurvd‘ •), die yon 
jeder dureb einen Abszissenpunkt x des Definitionsbereicbs gebenden 
Yertikalen einm al oder mehrm als getroffen wird, je nachdem f(x) fiir das 
betreffende x einen oder mehrere reelle Werte besitzt. Die Beziebung 
y — f{x) beifit alsdann die Gleichung dieser Kurye. ( Einfachste BeispieU: 
1) y — ax -\-b (— oo<r< + oo): Gleichung emer Geraden, welche die 
Abszissenachse im Punkte x — — —, die Ordinatenacbse im Punkte y ™ b 

sobneidei — 2) y — ]/a* — x % (a > 0, \x \ ^ a): Gleichung eines Kreises 

urn den Nullpunkt mit dem Radius a). 

■ • 

1) Aneftthrlicheres darflber b. § 6, 7 

2) Vgl g 7, Nr. 6. 

S) Die Bezeichnung „J£urve“ wird hier in einem Sinne gebranoht, der von 
dem (freilich kanm ezakt featatehenden) BegrifFe einer „geometnsch cmschaulichen" 
Knrve reoht weit entfemt Bein kann 
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5. Die Funktionswerte y, die einem gewissen Bereiche ( x } entspre- 
chen, bilden emen zweitenBereich [y], der sick indessenyon dem ersteren 
dadurch unterscheidet, daB er dieselbe Zahl bdiebig (d. h anch unendlich ) 
oft enthalten kann. Anf Grund der sobon mit Einbeziehung dieses Falles 
entsprecbend gefafiten Ergebnisse yon § 1 hat die Menge [y] eine obere 
Grenze ® (y) und eine untere Grenze © (s/), und zwar sind @(y), $(y) 
entweder bestimmte ZaHen, etwa: 

(1.) ¥(y)-e, ©(»)-?, 

in welchem Falle f(x) fdr den Bereich {#} als beschrdnM bezeichnet wird, 
oder es ist: 

(lb) ®(y) — + oo bzw. ®(y) — — oo 

Die niemals negative Different D = ®(y) — ©(</) wird als Schwmkung 
der Funktion im Bereiche {re} bezeichnet. Dabei ist im Falle (la): 

(2a) D-G-g, 

d. h. D eine im allgemeinen positive Zahl (Nidi nur dann, wenn f(x) im 
Bereiche {a;} konstant). Dagegen schreibt man: 

(2b) D = + oo, 

wenn mindestens einer der durch die Gleichungen (lb) charakterisierten 
Falle eintritt. 

6 Ein wichtiger, anf das Anftreten der oberen nnd unteren Grenze 
einer eindeutigen Funktion sich beziehender Satz ist der folgende: 

Ist {a;} evn beschrankter Bereich , y — f(x) eine dasdbst ein- 
deutig definierte Funktion mit der oberen Grenze &(y), der 
unteren Grenze ®(y), so gibt es eine bzw. eine erste (dem Be¬ 
reiche {x} angehorige oder als Hdufungsstelle auftretende) Stelle 
A bzw. a , m deren Umgebung f(x ) die obere Grenze &(y) bzw. 
die untere Grenze ®(y) besitzt (gleichgulbg , ob diese Grenzen 
endlich oder unendlich ausfallen). 

Beweis. Da der Bereich { 2 } besohrankt ist, so gibt es Zahlen x 0 
nnd X, derart, dab ftlr jedes x: 

x o ^ x ^ X- 

Halbiert man das Intervall [ 2 0 , X], so mufi mindestens in einem der beiden 
Teilintervalle f(x) die obere Grenze &(y) besitzen Mit diesem einen 
oder, wenn in beiden Teilintervallen die obere Grenze &(y) herrschen 
sollte, mit dem ersten der beiden verfahre man m gleicher Weise und 
denke sich dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt. Auf diese Weise ent- 
steht eine unbegrenzte Folge yon Intervallen, deren jedes einen Bestand- 
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toil (namlich die Halffce) des unmittelbar vorhergehenden bildet und jedes- 
mal als das erste die obere Grenze Qfr(y) aufweist Da die Lange der Inter- 
valle, namlich (-i) v (X — x 0 ) ( v = 1,2,3,. .), mit wachsendem v unbegrenzt 
abnimmt, so konvergieren diese gegen emen bestimmten Punkt A, vondem 
bebauptet wird, daB er die ausgesprochene Eigenschaft besitzt. Denn, 
wird 3 > 0 beliebig Hem angenommen, so mufi mm mindesten jedes der 
schlieBlich gegen die Stelle A konvergierenden Intervalle in die Um- 
gebung [A — 3, A -f- d] hineinfallen, sobald (|-) V (X — x 0 ) < 3 geworden 
ist, woraus hervorgeht, daB fix) im Intervall [A — 3, A -f- d] jedenfalls 
die obere Grenze ®(y) besitzt Andererseits ist aber auch A die erste 
(bzw einsstge) Stelle dieser Art. Denn gabe es ein A' < A (also geo- 
metrisch gesprochen links yon A ) nut der gleicben Eigenschaft, so wfirde, 
wenn 3 <j-(A — A') angenommen wird, das Intervall [A' — 3 , A' -f- d] 
die obere Grenze (Si (y) aufweisen und dabei wetter links liegen, als das 
Intervall [A — 3 } A -f d], was unmoglich ist, da das letztere bei hinlang- 
licher Fortsetznng des beschriebenen Yerfahrens schliefihch ja jedes erste 
Intervall von der fraglichen Beschaffenheit m sich aufnunmt 

Die Stelle A kann dem Bereiche {a?} angehoren, und zwar ist das 
offenbar sicher der Fall, wenn derselbe aus alien Zahlen des Intervalls 
[x Q) X] besteht oder wenn A eine isolierte Stelle mit dem realen Maxi¬ 
mum f(A) ist. Abgesehen von diesem letzten Falle ist A stets eine Sau- 
fungsstelle von Stellen x. 

Der Beweis der entsprechenden Behauptung fttr die rntere Grenze 
kann analog geffihrt werden oder kfirzer, indem man das soeben gefun- 
dene Ergebnis auf die Funktion (— f(x)) ahwendet und beach tet, dafi: 
®(— y) — - ®(y). 

7. Es eei ausdrticklich hervorgehoben, daB der vorstehende Satz 
keinerlei Aussage fiber den Wert von fix) cm der Stelle x=*A bzw x — a 
enthalt Insbesondere braucht, wenn et\^a: ®(jf)=~ G bzw. Gfr(y) = g, keines- 
wegs f(A) = G bzw f(a) = g zu sein. 

Beispiele: 1) Es bestehe der Bereich {a} aus alien Zahlen des 
Intervalls [— 1, + 1] und es werde gesetzt: 

V = f(?) “ ® lim (1 — x %n ), 

also: 

f(± 1) — 0, dagegen: f(x) «~x ffir | x | < 1. 

Danach ist durchweg | f{x) | ,< 1, dagegen ®(y)—»l, — 1* In 

der Imken Nachbarschaft von x *=> 1 herrscht die obere Grenze 1, wahrend 
f(l) «= 0 ist, in der rechten von x -■ — 1 die untere Grenze — 1, wahrend 

f(- 1) =■ 0. 
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2) Ftir den namlichen Bereich [— 1, + 1] sei: 
y ■■ f(x) - (1 - x*)hm 


Dann ist fQr 


— 1 <[ x < 0 
x ■= 0 

0<x <+ 1 


lim (1 + x) n — 0 

fl 

. - 1 
- + oo 


und daher: 

Fte + also: fix )--(1 - **) 

* - 0 :.- 0 f{ 0 ) - 0 


0 < a; ^ 1 :. . . • . . — + 1 f(x) — (1 — X % ) 

Man hat also durchweg |/ , (jj) | < 1, dooh kommt fix) in der rechten Nach- 
barschaft von x — 0 dem Werte + 1, in der linken dem Werte — 1 be- 
liebig nahe, so daB also ®(y) — + 1, ®(g) — — 1 Beide Grenzen herr- 
schen in der Umgebung der Stelle x — 0, wahrend f(0) =- 0 ist. 

8. Man beachte auch, daB eine fUr jede emedne Stelle eines Bereiches 
{rr} endliche Funktion noch nicht beschrankt (nach alterer Ausdrucks- 
weise: im Bereiche endtUeh ) zn sein braucht, wie das folgende Beispiel 
verdeutlichen soli Es sei: 


und daher: 


f(x) — lim —r-—, — lim-r- 

1 K n4-oo . , 1 

X — 

1 n 

f(0) — 0, dagegen: f(x) — fdr x + 0. 


Es nimmt also |/ , (a;)| in der Nahe von x — 0 bdiebig grofie Werte an, 
fix) ist also in jedem die Stelle x —■ 0 enthaltenden Intervall an jeder 
einednen Stelle endlich, ohne aber beschrankt zu sein. 

Hingegen gilt die folgende Aussage: 

1st f(x) in der Umgebung jeder einednen Stette ernes be- 
schrankten dbgesddossenen Bereiches {#} beschrankt, so ist f(x) 
im gesamten Bereiche beschrdnkt. 

Denn, ware das letztere nicht der Fall, so mtlfite eine zu [x] ge- 
horige Stelle A yon der Besohaffenheit existieren, daB |/*(a;)| in der Um¬ 
gebung die obere Grenze -f- oo hatte, was der Voraussetzung widerspricht 




34 


Absohnitt L Kap I. Reelle Verfinderliche und Fnnktionen. 


Nr. 1. 


§ 5 Grenzwerte reeller Fnnktionen elner reellen Yer&nderlichen. — 
Monotone Fnnktionen. — Hanptlimites. 

1. Es sei y =» f(x) eindeutig definierfc fdr lrgendeinen Bereich {%}. 
1st dann a eine (nicht notwendig dem Bereiche {%} angehorige) Haw- 
fungsstette einer gewissen zu { x } gehorigen Menge yon Zahlen x > a, 
also deren unterer Limes, b irgendeine bestimmte Zahl, so soil die folgende 
Definition gelten: 

f{x) hod fur x —► a (d h. wenn x sick unbegrenzt der Stette 
a nahert) den rechtsseitigen (rechten, vorwarts genommenen) Grenz¬ 
wert b, hurzer: fix) hat fur x —► a + 0 den Grenzwert b, in 
Zeichen: 

(1) lim fix) — b oder auch: f(a + 0) — b, 

e-vo + 0 


i Venn zu jedem (belielig Jdeinen) s > 0 ein d > 0 gehort, derart, 
da/3: 

(2) !/■(*)— i|<e fur: a<x<a + d 1 ), 

wenn also fix) dem Werte b beliebig nahe Tcommt fur solche dem 
Bereiche { x } angehorige x, welche der SteUe a auf der rechten Seite 
hinldnglich nahe liegen 

Man fc&nn dieser Definition auch eine andere Form geben, yermoge 
deren der betreffende Grenzwert der Funlction fix) auf den Grenzwert 
gewisser Zahlenfolgen zurfickgefflhrt wird. 

Da a der untere Limes der in Betracht kommenden Zahlen x ist, so 
lassen sich aus der Menge dieser Zahlen x (unendlich viele) monoton db- 
nehmende Zahlenfolgen mit dem Grenzwert a herausheben. Ist irgend¬ 
eine dieser Folgen, so hat man wegen x > a und lim x — a: 

a> < x v < a + d etwa ftlr v ^ n, 


und daher nach Ungl. (2): 

I/W — &I <• 

also schliefilich: 

( la ) lim fix,) 

in Worten: 


flir v^>n, 


1st im Sinne der oben gegebenen Definition: lim fix) — 6, so 

■ as-Vo + O 

besteht die Beziehung (la) fur jede dem Bereiche [x] angehorige 
monoton abnehmende nach a Jconvergierende Zahlenfolge (a;,). 


1) Dabei ist also der Wert x mm u aus did cklich aaszuBGhliefien, nut andern 
Worten, fiber f{u) wird duiob die Beziehung (1) keinerlei Aussage gemaoht. 
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Es gilt aber auch das umgeTcehrte. Denn, angenommen es bestebe 
G1 (1 a) fflr jede der mit (oc v ) bezeicbneten Zablenfolgen, obne dafi G1 (1) 
bzw Ungl. (2) erftillt w&re. Dann mtlfite es, wie Jclein aucb 3 > 0 an- 
genommen wird, Zablen x' nnd zwar deren offenbar unendlich viele 1 ) 
geben, derart, dafi: 

a < x' < a + d und zugleich: \f(x) — ^ s', 

wo e eme (moglicberweise sebr kleine, aber bestimmte) positive Zahl be- 
dentet. Aus der Menge dieser Zablen x' liefien sicb aber monoton ab- 
nehmend gegen a konvergierende Folgen (xj) berausheben, derart, dafi: 

| f(x') — 61 ^ e far jedes v, 

was der Voraussetzung (la) widerspricht. Somit ziebt diese letztere aucb 
allemal die Existenz der Beziehung (1) nacb sich, so dafi man dieses Er- 
gebnis mit dem unmittelbar vorangebenden folgendermafien zusammen- 
fassen kann: 

Fur die Existenz der Beziehung: 

(1) lim f{x) «= 6 

B-va + O 

ist notwendig und hinreichend , dafi fur jede dem Bereiche [x] an- 
gehorige, monoton abnehmend nach a konvergierende Folge (x v ) die 
Beziehung besteht: 

(U) lim f(x,) - l. 

2. Zur Erganzung der m Nr. 1 gegebenen Definition dient die fol- 
gende: 

Wir sagen , es bestehe die Beziehung: 

(3) lim fix) = f{a + 0) — -f oo oder = — oo, 

x+a + 0 

wenn im BefiniUonsbereiche {a} zujedem nochso grofien B>0 
ein 3 > 0 gehort, derart , dafi: 

(4) fix) > B oder < — B fur: 0 < x — a < d 

1st die Beziebnng (3) erftillt, so bat man, analog wie bei dem in 
Nr 1 bebandelten Falle, ffir jede der (unendlicb vielen) dem Bereicbe 
{x) angeborigen Folgen (x v ) mit dem G-renzwert a: 

(3a) lim f{x v ) — -f- <x» oder — — oo. 

Andererseits ist aber aucb die Existenz je einer dieser letzteren Bezie- 

1) Andemfalls g9.be es ja nnter den Zablen os' eine Jdemste , nnd es liefle aich 
daher 6 soweit verkleinem, dafl das Intervall a < x < a + 3 kerne der Zablen x’ 

ttioViv AnfVi0.1 f.An 
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Nr 8 


hungen fUr jede solche monotone Folge (x v ) hmreichend f£Lr das Bestehen 
der entsprechenden Beziehung (3). Ware dies namlich nicht der Fall, so 
mdfite es wiederum, wie Idem auch 8 > 0 angenommen wird, (unendlich 
viele) Zahlen x' deB Bereiches {#} geben, derart, dafi: 

f(af) ^ B oder ^ — B fiir: a < x' < a + 8, 

wo B eine mfiglicherweise sehr grofl zu denkende, aber feste positive Zahl 
bedeutet Dann liefien sich aber aus der Menge der Zahlen xf monoton ab- 
nehmend gegen a konvergierende Folgen (xf) herausheben, derart, daB: 

f( x v) ^& oder ^ — B ftlr jedes v, 

was der Voraussetzung (3a) widerspricht. Hiernaoh ergibt sich* 

Fiir die Existene der Beziehung: 

(3) lim f(x) => + oo oder «■ — oo 

*->a + 0 

ist notwendig wnd hinreichend, dafi fur jede dem Bereiche {x} an- 
gehorige monoton dbnehmend nach a konvergterende Folge (x y ) die 
Beziehung besteht: 

(3a) lim f(x f ) —■ + oo oder — — oo. 

3. Ist a eine Hdufungszahl von Zahlen x < a, die dem Definitions- 
bereiche von fix) angehSren, so gelten ftlr den ,, Unksseitigen “ (Unken, 
rilckwdrts genommenen) Grenzwert f(a — 0) zunachst die folgenden ana- 
logen Definitionen: 

Wir sagen, es bestehe die Beziehung: 

(4) lim f{x) = f(a - 0) - 6'*), 

a->a —0 

wenn eu jedem (bdiebig Tdeinen) « > 0 em 8 > 0 gehort, derart, 
dafi: 

(6) | fix) — b r \ < b ftlr: a — 8 < x < a; 

wnd, es bestehe die Beziehung: 

(6) lim f{x) — f{a — 0) — + oo oder =— — oo, 

a -> a — 0 

wenn zu jedem (beli&ig grofien) B> 0 ein 8 > 0 gehort, derart 
dafi: 

(7) f(x) > B oder < — B ftlr: a — 8 < x < a 
Zagleioh findet man analog wie oben: 

1) Im Falle <* = 0 sohreibt man —0 stafct 0 — 0, also- 
lim f{x) = f(— 0) — V 

a->-0 
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Fur die Existenz der Beeiehung (4) beto. (6) ist notwendig 
und hinreichend, daft fur jede dem Bereiche { x } angehorige , mo- 
noton mnehmend nach a konvergierende Folge (x r ) die Bmehtmg 
besteht: 


(4a) 


lm /•(*„)-6 


bzw. eine der beiden folgenden: 


(6 a) lim f(x ¥ ) — + oc oder *-oo. 


4. Bezflglich der Besohaffenheit von f(x) an der Sidle x — a, welche 
durch die vorstehenden Aussagen in keiner Weise prajudiziert wird ; be- 
steben, falls f(a + 0) und f(a — 0) voneinander verschieden sind, die 
folgenden vier MOglichkeiten: 

1) Die Stelle a brancht (wie am Anfang von Nr. 1 ausdrtloklioh 
bervorgeboben wurde) nioht zu dem mit { x } bezeiohneten Bereiche zu 
gehOren, d. h. f(a) braucht gar nioht definiert zu sein. 

2) Es ist: f(a) — f(a + 0). 

3) Es ist: f(a) — f(a — 0). 

4) f(a) ist sowohl von f{a + 0) als von f(a — 0) verschieden. 

Jede dieBer vier MOglichkeiten wird durch eins der folgenden Bei- 

spiele belegt. 


_1« + 1 _ i _ _-Sn 

1) /fa) — # • lim — -rj- — x • lim 7 - 

,— (*«_!)» «—(i ~ x -*y 


Man hat fOr 0 ^ x < 1 : /fa) — — x f also: f(l — 0) — — 1 , 
x>l : /fa) - x* f(l + 0) - 1, 

f(l) sl'j d. h. nicht definiert . 


2) /fa) _ 


lim 

fl->00 


1 — n~ 1 x~* 
i +n _1 aj“* 


Fiir 0£x<l:f(x) - x } also: f(l - 0)-1, 

x>l :f(x) = x f(l + 0) - 1, 

Al)-W(l + 0). 

3) f(x)-x • lun - * • lim 


■■ n->oo i _j_ nx ~ n 

Ftlr O^Kl:/fa) — — x, also: f(l — 0) — — 1, 
x>l :f(x)-x f( 1 + 0)-1, 

/TO— i-c(i-o). 

4) /fa) — x • lim — x • lim 1 ~ a -• 

« -> 00 -(- 1 H->00 1 _J_ x~ n 
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Fiir 0 < x < 1 : f{x ) — — x, also: f(l — 0) — - 1 , 
x > 1 : f(x) - x f(l + 0 ) - 1 , 

«l)-0 + rtl±0).- 

Wenn die beiden Grenzwerte f(a ± 0) unendlich Bind, so kann f{a ) 
eine bestimmte ZaJd sein, wie das BeiBpiel in Nr. 8 deB vorigen Para- 
graphen zeigt, namlich: 

ftr * + 0 ’ 

Man hat also: 

/•(_<))--«>, n+ o)=+oo, m-o 

Andernfalls besteht nnr die Moglichkeit, daB f(x) fdr x ™ a tnchi defoniert 
ist. Man pflegt in diesem Falle dem Zeichen f(a ) den „imeigentl'ichen u 
Wert oo (ohne Vorzeichen) beizulegen und zwar unabhangig davon, ob 
f(a — 0) und f(a + 0) mit entgegengesetztem oder mit gleichem Vor- 
zeichen behaftet Bind 

Man schreibt daher, wenn: 

also: f(a — 0)-oo, f(a + 0) - + oo 

oder auch 


;^gi, „ : f(fl — 0) — f(a + 0) — + oo, 


in beiden Fallen: 


f(a) - oo 


5 Bisher wurden (abgesehen von dem letzten Beispiel, bei welchem 
f(a + 0) -/■(« — 0) — + oo) nnr solohe Beispiele in Betracht gezogen, 
bei denen f(a + 0) und f(a — 0) voneinander verschieden ausfielen. Nun 
ist ja, wie weiter unten noch des naheren ausgefflhrt wird, schon die 
Existcm von f(a + 0) oder f{a — 0) im Grande genommen als era Bonder- 
fall zu betrachten. In der Funktionenlehre nimmt aber gerade der noch 
speaieUere Fall, daB beide Grenzwerte mcht nur (im engeren Srane) exi- 
stieren , sondem mitemander (flbrigens sogar noch mit f(a)) zusanimenfalien, 
eine so hervorragende Stellang ein, daB er trotz seiner auBerordentlichen 
j Besonderheit in ausgedehnten und zumal den fruohtbarsten Gebieten dieser 
Disziplra geradezu die Rolle des } ,allgemeinen tl Falles spielt. 

1st nun: 

lim f(x) = hm f(x) 

*->a + 0 x-*a—0 


(und zwar gleichgttltig, ob endhch oder mit bestimmtem Vorzeichen un- 
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encttich ), so fafit man diese beiden Bezeiokn ungen in die eine zuaammen: 

— lim f(x) 

ai-Va + O 

- lim 

*-Va — 0 

d. k. man definiert als Grenewert von f(x) fdr x-+a (okne den Zusatz ± 0) 
den gemeinsamen Wert des rechts- und linksseitigen Grenzwertes. Durcli 
ZnsammenfasBung der in Nr 1—3 gemackten Aussagen ergibt sick also: 

Wtr sagen, f(x) haibe fur x-+a den Grensswert b bew. + oo 
oder — oo, in Zeichen: 

(9) lim f{x) — b, beta lim f(x) — + oo oder — — oo, 

SB (t SB tf 

toenn eu jedem (beliebtg klevnen) s > 0 bew. ssu jedem (beliebig 
groften) B > 0 ein 6 > 0 gehort, derari, daft: 

. ( 1^*) “ 6| < s > *>8W. f(x) > B oder < — B 

' 1 fur: 0 < |a? — a| < d 

Hierfur ist notwendig und hinretchend, daft fur jede dem Defini- 
tionsbereiche [x] ongehonge, monoton *) gegen a konvergierende 
Folge (x v ) die Beeiehung bestehi • 

(9a) lim f(x v ) — 6, bew. lim/fo) “ + 00 °^ er — — oo. 

Auck kier ist, wie aus (10) unzweideutig kervorgekt, liber f(a) selbBt 
keinerlei AuBsage gemackt. Zwar kann f(a) mit lim eusammenfalien und 
dieser Fall, der eine ganz beBondere prinzipielle Wicktigkeit besitzt, wird 
uns in den folgenden beiden Faragrapken nock ausftikrlick besch&ftigen. 
Audererseits kann aber f(a) auck von lim f(x) verschieden ausfallen 8 ) oder 
brauckt uberhaupt nicht definiert zu sein.*) 


( 8 ) 


lim f{x) 


1) Unrichtig wire es dagegen, nach Analogic von (8) ohne weiteres zu schieiben: 



A« + 0) 
f(a — 0), 


da ja das Zeiohen f(d) schon seine oigeno Bedeutung hat, die auoh beim Zu- 
sammenfallen von f(a -f- 0) und f(a — 0) ein davon verschtedenes Ergebnis liefera 
kann (vgl. die Beispiele am Ende von Nr. 6) 

8) D. h. jede monoton eu- oder auch obnehmende Folge. 

fix* 

S) Beispiel: f(x) — (1 — a*) km, n ~ r^ . d® 0 : 

f(x) —» 1 — a* ftlr x + 0, 

lim f(x) mm ], 

® -»■ o 

dagegen A0) “= 0. 

(VgL hierzu g 6, Nr. 8, Beispiel i.) t 

4) Beispiel' A*) —« **, ftls0: 11111 A*) — lim (—) — °i wihrend A0) nicht 

defimert iit. (Vel. S 6. Nr. 8. Beisoiel 6 ) 
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6. 1st fix) emdeutig definiert ftlr einen Bereich \x), der nach oben 
unbeschrankt iBt, bo bestehen die folgenden, den zuvor gegebenen analoge 
Definitionen: 

Wir sagen, f{x) hdbe fur x —► + oo den Grenzwert b bsto. 
-j- oo oder — oo, in Zeichen: 

(11) lim fix ) ~ 6, bzw. lim fix) =*= + oo oder — — oo, 

x -> -{- oo a->+oo 

wenn gujedem (bdiebig kleinen) e> 0 hew. (behebig grofien) -B> 0 
ein A > 0 gehort, derart, dafi: 

I - 6 I < s > hm f( x ) > B oder < - B 

(12) 1 fur: x>A}) 

Hierfur ist noiwendig und hinreichend, daft fur jede dem Bereiche 
{ x } angehorige, monoton ins Unendhche wachsende Folge (x f ) die 
Beniehimg bestekt. 

(11a) lim fix „) — b. bew. lim fir') — + oo oder — — oo 

' V ->» ' ' V -> OO 

Das analoge gilt fUr den Grenzwert lim f(x). 

Beispiele: 

lim (1 + lim (l + -1)'- e (s. ^ § 38, Gl. (12,13), S. 200). 

*-> + oo\ X/ a) — oo\ X / 

Jim r ,n + 1 — -f oo, lim x in+1 — — oo (» eine nattirlicbe Zahl). 

2 -> + 00 *->— 00 

Inn — =■ + oo (s L, § 38, GL (la), S. 239), lim ~ - 0 
lim x~ m — 0 (m erne nattlrliche Zahl) 

2-V +00 

7. Die FeBtstellong, dafi jeder Grenzwert emer Fwnktion f(x) aof 
Grenzwerte yon ZaMenfolgen f(x y ) zurflckgeflihrt werden kann, setzt uns 
in den Stand, gewisse in der „Zahlenlehre u fQr Grenzwerte der letzteren 
Art hergeleitete ErgebniBBe nnmittelbar anf Grenzwerte der yorhegenden 


1) Man kann diesen Fall duroh Substitution einer neuen Yerknderliohen x' 
an Stelle yon a;, n&mlioh- 


x — 


1 


anf den in Nr. 1 behandelten eines rechtsseittgm Grenzwertes ffir x 
fdhren Da 

' i 1 

so hat man: 

>’a + 0 fflr x —> + oo, 

nnd daher: 


lim f(x) = lim f 
x-> + » *'->a + 0 



a zdrflok- 
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Art zu tlbertragen *) Dies gilt msbesondere von dem aucb als Fundar 

mentalsate der Analysis bezeichneten „allgemeinen Konvergeneprineip u (b 

1 1; § 28, S. 167), dem man nunmehr die folgende Fassung geben kann: 

Fur die Existem eines endlichen Grenewertes: lim f(x) ist 

*-►<* + 0 

notwendig und hinreichend, daft bei bdiebig Mem vorgeschnebenem 
e > 0 und passend gewahliem 8 > 0 die Betuehung bestdit: 

(13) \f{x') -f{x")\<s fans: a< {*'.}< <r + d 

(unter of, x" Zdhlen verstanden, die dem DefiniUonsbereiche {x} 
angdioren) 

Die Notwendigkeit der obigen Bedmgung folgt unmittelbar aus der 

in Nr. 1 als Definition der Beziehung: lim fix) — b angegebenen Unglei- 

«->«+ o 

chung (2) Scbreibt man daBelbst statt s, bo hatte man insbesondere: 

| f{x') — &| < -|- falls: a < x' < a + 8, 

\f(x")-b\<-l „ a<x”<:a + 8, 

woraus dann nnmittelbar UngL (13) resultieri 

AndererBeits mtlssen die Q-lieder jeder dem Bereicbe { x } angehorigen, 
monoton abnehmend gegen a konvergierenden Folge (x v ) fflr hinlanglicb 
groBe v in das Inneie des Inter vails [a, a + d] bineinfallen, so daB also 
naoh Ungl (13): 

I ffa /K) I < * ( etwa fbr v^>n) 

und somit nach dem oben angefElbrten Konvergenzsatze ftir Zahlenfolgen 
em endlicher lim f(x f ) und zwar jfttr alle moglichen Folgen (x v ) der frag- 

lichen Art dersdbe Limes *), schlieBlicb also damit tibereinstimmend 
aucb lim f(x) existiert. 

«->a + 0 

Der analoge Satz gilt fQr bm f(x) und lim f{x) mit dem Unter- 

a->a — 0 x-*-a 

scbiede, daB an die Stelle des Intervalls [a, a + d] ein solcbeB von der 
Form [a — 8, a] bzw. [a — 8, a + d] tntt, lm letzteren Falle mit Aus- 
schlufi von x => a. 


1) Man kflnnte sie aelbstverat&ndkoh anch dtrekt ana den zur Definition der 
Ghrenzwertexistenz dienenden UngUtchungen herleiten. 

2) Eb kflnnen nioht etwa zwei veraohiedene der nut (cc v ) bezeichneten Folgen 
verschtedene Limites liefem, da ana zwei derartigen Folgen erne (gleichfalla mpnoton 
abnehmende) mit divergentem f(x v ) aioh zna amm ens etzen liefle 
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Auch die Regeln filr das Rechnen mit Grenzwerten von ZaMenfok/en 
(s Ij, § 28, Nr 3, IV, S 170) lassen sich in analoger Weise auf Grenz- 
werte von Funktionen iibertragen Danach hat man, wenn fix), f % (x), 
.. ., f m (x) fQr irgendeinen der Grenzfibergange x —► a ± 0, x -+ a oder 
x—oo die endlichen Zahlen b lf b t ,.. , b m liefern nnd R(y 1} y i} ., y m ) 
einen raiionalen Ausdruck in y lf y if . .,y m bedeutet (a a. 0 S 170, G1 (15)): 

( 14 ) j lim • ■» fvW') “ ■ •' b rn) 

— R(lim f x o x ), bm f t (x ),..., lim fjx)), 


unter „lim w irgendeinen bestimmten der oben bezeichneten Grenzfibergange 
verstanden und vorausgesetzt, daB jeder der in B(b lt 6 S , . . , b m ) vor- 
kommenden Nenner von Nnll verschieden ist. 

Insbesondere ist also, falls die rechts stehenden Grenzwerte ezistieren: 


(15) 


lim (f x (x) ± f^x)) — lim f x (x) ± lim f,(x) 
lim (fi {x) • f*(z)) — lim /i (x) lim f a (x) 


lim£$ 




8 Ist x — a oder « = £(» erne Haufangsstelle des Definitions- 
bereiches {x} der Punktion fix), so braucht diese fQr x —► a ± 0 bzw. 
x — ± ao keinen Qrenzwert zu haben (wie fQr den Fall x -= a bereits am 
Anfang von Nr. 5 hervorgehoben wurde) Dies tritt mdessen stets ein, 
wenn f(x ) m entsprechendem Umfange monoton verlauft Und zwar 
sagen wir, fix) verhalte sich m einem gewissen Bereiche {x} monoton, 
wenn fttr jedes dem Bereiche entnommene Wertepaar x < x" entweder 
stets: fix') fix") oder stets- fix') ^ fix") 

Ist durchweg: f(af) < fix"), so heiflt f{x) bestandig zunehmend, da- 
gegen mentals dbnehmend 1 ), wenn nur feststeht, daB bestandig: 
Entsprechendes gilt bezfiglich der Bezeichnungen bestandig dbnehmend 
and niemals zunehmend. 

Angenommen, es sei zunachst f(x) monoton fttr einen Bereich {a:} 
mit dem oberen Limes a and es bedeate {z v ) eine dem Bereiche {x) an- 
gehSrige, monoton zonehmend nach a konvergierende Folge, so ist auch 
die Folge (f(x v )) eine monotone, besitzt also einen Grenzwert (der enrich 


1) Einfaohea Beispiel einer (nioht konatanten) mentals abnthmenden Funktaon: 
E(p), d h die grilflte in enthaltene gauze Znhl, die BonBt auch mit [a:] be- 

zeichnet wild (s I,, § 62, 8. 866). 1st n^>0 eine gauze Zahl bo ist- 
E(x)=~-n fflr. 

E(n + l)*m n+1. 

Die Fuuktion E(x) bleibt also in jedem Inters all n gx < n -f 1 /constant, nftmlioh 
“ n und geht bei x — n -f-1 eunehmend in n -f-1 fiber. 
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oder mit bestimmtem Yorzeichen unendlich Bein kann). Das gleiche gilt 
ffir erne Folge {f(x v ')), wenn (ar w ') irgendeine andere Folge von derselben 
Art wie ( x v ) bedeutet Dann mflssen aber die beiden Grenewerte lim f(xf) 

und lim fix') -eusammenfallen, genauer gesagt, dieselbe endliche Zahl vor- 

V • 

Btellen oder gleicheeitig und mit demsdben Voreeichen unendlich ausfallen. 
Denn, vereinigt man die beiden monotonen Folgen (xf), (xf) zn einer 
einzigen monoton nacb a konvergierenden (xf), so besitzt aucb die wieder- 
nm monotone Folge (fixf)) emen Grenewert, und es mttssen sodann die 
Folgen ifixf)) und (fix")) als Teilfolgen von (fixf)) densdben Grenewert 
liefern. Der gemeinsame Grenzwert aller moglichen Folgen von der Form 
if{x v )) ist dann identiBcb mit dem fraglichen lim f(x) 

a->a- 0 

1st a der untere Limes ernes Bereiches {x) t in welchem f(x) sich 

monoton verhalt, bo ergibt Bich in analoger Weise die Existenz von lim f(x) 

«->«+o 

Liegt die gleicbzeitig ftlr Zablen x < a und x > a als Haufungsstelle 
erBcbeinende Zabl a im Innern eineB Bereiches [x) } in welchem f(x) 
monoton ist, so existieren also die beiden Grenzwerte f(a — 0) und f(a + 0). 
Diese miissen dann aber stets endlich ausfallen. Denn, da es auf Grand 
des Charakters der Stelle a Zahlen x' < a und z"> a im Bereiche { x } 
gibt, ftLr welche f(x') und f(x") definiert sind, also bestimmte Zahlen 
vorstellen, so hat man infolge der vorausgesetzten Monotonie von f(x) 

entweder: f(x') ^ f(a — 0) <, f(a + 0) <; f(x") 
oder: f(x) ^ f(a - 0) ^ f(a + 0) ^ f(x"), 

woraus die EndlicKkeit von f(a — 0) und f(a -f 0) unmittelbar hervor- 
geht Dagegen konnen f(a — 0) und f(a + 0) auch in dem vorliegenden 
Falle voneinander verschieden Bein. 1 ) 

In analoger Weise, wie die Existenz von lim f(x), ergibt sich auch 

»-► a + 0 

diejenige von lim f(x) oder lim f(x) f falls f(x) in einem nach oben bzw. 

a-y-f-cB «->—oo 

nach unten unbeschrankten Bereiche monoton verlauft 

9. Eb bleibt noch der eigenthch K} allgemeine u Fall zu erledigen, dafi 
f(x) fttr x —► a ± 0 oder x —► ± oo Icemen Grenzwert besitzt 

1 

1) Beispiel f{x) — x 4-lim ■ „ • Man hat- 

n->oo® T 1 

fix) =■ x — 1 far- Ogaj<l 
fix)=-x+l fflr ®>1 

Die Funktion ist fOi x > 0 monoton eitnehmend Dabei ist 
fil — 0) =— 0, f(l + 0)-2 

(fibngens: fil) «■=> 1). 
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Es sei zunachst y — f(x) eindeutig definiert fllr einen Bereich (a?) 
mit dem unterm Limes a. Wird 8 > 0 angenommen nnd x der Bedin- 
gung unterworfen: a < x < a +- d, so besitzen die entsprechenden Funk- 
tionswerte eine (endliche oder positiv unendliche) obere Grenze, die im 
allgem einen von der Wahl der Zahl 8 abhangen wird und deshalb mit 
Qb(y, 8) bezeicbnet werden moge Wird jetzt 8 verklemert , so kann ©(*/, 8) 
niemals zunehmen. ®(y, 8) verhalt sich also bei abnehmendem 8 mono¬ 
ton. nnd es existiert infolgedessen der Grenzwert lim ®(y, 8) (als endlich 

oder positiv nneudlich). Wir bezeichnen ibn als den rechtsseitigen (rechten, 
vorwiirts genommenen) oberen Limes von f(x) fiir x —* a nnd bedienen 
uns der Schreibweise: 

(16 a) lim 8) = lun fix) — f(a + 0). 

J-> + 0 *->a + 0 

Ebenso hat yfdr a<n<a+-d eine (endliche oder negativ unendliohe) 
untere Grenze ® (y, 8 ), welche bei abnehmendem 8 niemals abnehmen kann. 
Der infolgedessen allemal existierende lim © (y, 8) heifit der rechtsseiHge 

(rechte f vorwdrts genommene) untere Limes von f(x ) fllr x —► a, in Zeiohen: 

(16 b) lim ©j(f) =■ Us fi x ) “ fi a + 0)- 

rf-^ + 0 + O 

Die beiden Grenzwerte f(a + 0) nnd f(a + 0) werden auch als reckts- 
seitige (rechte, vorw&rts genommene) Baupttimites von fix) fllr x -*■ a 
zusammengefafit. 

Wird angenommen, daB f(a 4- 0) nnd f(a +- 0) beide endlich aus- 
fallen, etwa: 

(17) f(a + 0) - 6, f(a + 0) - 5, 

so lafit sich, da f(a + 0) fiir hinldnglich Tdeine 8 > 0 zum mindesten 1 ) 
beliebig ndhe an (§J(y, d), f{a -|- 0) beliebig nahe an &(y, 8) liegen muB, die 
Bedeutung dieser Zahlen auch folgendermafien aussprechen: Wird s > 0 
beliebig klein angenommen, so hat man bei hinldnglich kleinem 8 > 0 fUr 
able dem Definitionsbereiche von fix ) angehongen x des Intervalls 
a < x < a +- 8: 

(18a) b — s < fix) <6 + 5; 

andererseits gibt es in dem namlichen Interval! stets (unendlich viele) 
Stellen x' t x" f fiir welche: 

(18b) l-s<fix')<b + s, b-s<fixr)<b + 6 

Darans folgt weiter, daB sich aus dem Bereiche {&} monoton abnehmend 

1) Eb kti nntfl s ogar yon einem gewiasen 9 > 0 ab geradezn @ (y, 9) -=■ f(a + 0) 
bzw © (y, 9) ■— f{a +- 0) Hein 
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nach a konvergierenile Folgen (x’) f (x v ") herausheben lassen, derart, daB: 

(19) lim/-(O - i, lim/CO _ 5 

Es ist leicht ersichtlich, wie diese Aussagen zu modifizieren Bind, 
wenn — oo an die Stelle von b bzw. + oo an die Stelle von 5 tritt *) 
Analoge Aussagen gelten auch ffir die linksseitigen (liriken, riickwarts 
genommenen) Hauptlimites, den unteren: lim f(x ) = f(a — 0) and den 

_ _ a>->a —0 

oberen : lim f(x) =■ f(a — 0) 

a -V a — 0 

Werden die beiden Grenztibergange x —► a — 0 and x —► a -f 0 zu 
einem einzigen: x —> a zusammengefafit (d. h lafit man an die Stelle je 
einer der beiden Bedmgungen: a — 6 < x < a und: a < a? < a -f 3 die 
folgende treten: 0 < \x — a| < 6), so definiert man als unteren bzw. oberen 
Limes von f{x) ftlr x —*■ a diejenige Zahl, die gleich ist der tdeineren (im 
GleichbeitBfalle jeder) der beiden Zahlen f(a — 0) und f(a + 0) bzw der 
gro fileren (eventuell jeder) der beiden Zahlen f(a — 0) und f(a -f- 0). 8 ) 

10. 1st der Bereioh x, ffir welohen y — f(x) als eindeutige Fnnktion 
definiert ist, nach oben unbeschranlct und liegt nicht der in Nr. 6 behan- 
delte Fall vor, daB lim f{x) (als endlich oder mit bestimmtem Vorzeichen 

a-> + oo 

unendlich) existiert, bo laBt sich (ahnlich wie zuvor ffir x — > a + 0) ein 
oberer und unterer Limes far x —*■ oo in folgender Weise definieren Wird 
eine positive Zahl A bdtebtg gro ft angenommen, bo haben die Funktions- 
werte y far x > A eine im allgemeinen von A abhangige obere und untere 
Grentse: ®(y t A) bzw ®(y, A). Da ®(y, A) mit wachsendem A niemals 
sunimmt, ®(y, A) niemals abnimmt, bo existieren die beiden Grenz- 
werte lim ®(y, A) und lim ®(y, A), welohe alsdann als oberer und unterer 

00 ^^ + oo 

Limes von f(x) far x -> -f oo bezeichnet werden, m Zeichen: 

(20) lim f(x) — lim ©(«/, A), Bm f(x) =- lim ®(y, A) *) 

a-> + oo .4-> + oo *-> + oo 4->+oo 

Analoges gilt far x —> — oo. 

1) Der Fall, in welohem beide Hauptlimites in den einen — oo oder -1* oo zu- 
sammenfallen, wnrde bereits in Nr 8 erledigt 

2) Unter diese Rubrik gehOrt auch der frflher behandelte Fall, d&B f(a — 0) 
rind f(a -f- 0) beide existieren, aber verschieden Bind Da in diesem Falle f(a — 0) 
an die Stelle von f(a — 0) und f(a — 0) tntt, ebenso f(a -f- 0) an die Stelle von 

f(a -f- 0) und f(a + 0), so ist auf Grand der im Text gegebenen Definition hm f(x) 
■ 0 ->■ 

gleich der klsineren, lim f{x) gleiob der grSfleren der beiden Zahlen f(a — 0) und 

* ->a 

Aa+O). 

8) Auch dieser Fall kann (vgl S. 40, Fufin. 1) duroh die Substitution 

m mi —-— auf den zuvor behandelten si —> a -f- 0 zurfickgeftlhrt werden. 
x — a 
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§ 6. Stetige Fnnktionen: verschiedene Formen der Stetigkeits- 
bedingung. — TJnstetigkeitsstellen. — Stetigkeit des absoluten 
Betrages elner stetigen Funktion. — Stetigkeit yon Funktionen, 
die aus stetigen Fnnktionen zusammengesetzt Bind. 

1 Der Bereich {a} sei jetzt in dem Sinne ein stetiger, dafi er atte 
Zahlen ernes abgeschlossenen Intervalls [x Q , X] nmfafit. Die Funktion 
f{x) sei fiir jede Stelle dieses Bereiches, allenfalls mit Ausnahme emer 
endlichen Anzahl, als bestimmte Zahl definiert. Alsdann gilt die folgende 
Definition x ): 

Die Funktion f(x) heifit stetig fiir x — a oder auch an der 
Stelle (im Bunkte) a, wenn die folgenden sswei Bedmgungen er- 
fiUlt sind: 

(I) f(a) ist eine bestimmte Zahl, 

(H) Jm/W-rto), 

anders geschrieben: f(a — 0) — f(a ) — f(a + 0). 

Besteht die Bedvngung von der Form (II) nwr fur den hnken oder 
rechten Grenswert, ist also 

nur: f(a — 0) — f(a) 

oder nur: f(a + 0) — f(a), 

so heifit f(x) nur nach links (oder ruckwarts) bew nach rechts 
(oder vorwarts) stetig. 

Erne fiir x — a schlechthin stetige Funktion ist also daselbst sowohl ruck- 
wa/rts als vorwarts stetig. 

Auf Grand der in Nr 6 des vorigen Paragraphen gegebenen Defini¬ 
tion von lim f(x) (s a a. 0. GL(9), UngL (10)) und mit Berficksichtigung 

des Umstandes, daB in dem vorliegenden Zusammenhange der Wert x~ a 
nicht me hr ansgeschlossen zu werden braucht, laBt sich die Bedingung 
(II) durch die folgende ersetzen'): 


1) Eb hat keine besondere Schwiengkeit, dieae Definition auf den Pall aus- 
zudehnen, daB der Defimtionsbereich von x he in stetiger ist. Daa gleicbe gilt auch 
mutatis mutandis von den moisten auB jener Definition reanltierenden Folgerungen 
Da aber die fragliche Erweiterung des StetigkeitsbegriffeB nur fiir D nterauchungen 
in Betracht kommt, die vflllig abseite von den hier vorliegenden Zielen liegen, bo 
wollen wir zur Vermeidung der damit verknflpften Weitlaufigkeiten davon abaeben. 

2) Genau genommen ist in der PasBung der Bedingong (Ha) auch die Be¬ 
dingung (I) sohon entbalten, da deren Schreibweise nur einen Sinn hat, wenn f(i i) 
erne bestimmte Zahl voratellt 
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Zu jedem e > 0 mufi ein d > 0 existieren, derart, dafi: 

(IIa) \f(x) — f(a )| < e fw 0 ^ \x — a] < d, 
anders geschneben • 

(HaO |f(a + Otf) — /■(«)! < e fur: — 1 < <9- < 1; 

oder auch (vgl. a a. 0 GL (9 a)) durch die folgende: 

Fur jede monoton m- oder abnehmende Zahlmfdge (x r ) mit 
dem Grenewert lim x v — a mufi die Beeiehung bestehen: 

(Hb) A*,) “ /'(lim »,) 

Eine weitere Form der Stetigkeitsbedingimg ergibt sich in folgender 
Weise. Aus (II a) folgt, wenn man s durch ersetzt and 6 nQtigenfalls 
entsprechend verklemert: 

IA*)—/■(«)! < -5-I . 

team: a - { .} ^ a + «, 

1 

and daher: 

(He) !/■(«) — fix') | < e, wenn: o — + d 

Diese auf Grand ihrer Herleitang zanachst als notwendig erscheinende 
Stetigkeitsbedingung wird aber sofort auch als hinreichend erkannt, da 
es ja freisteht, x •— 0 zu setzen, wodurch die Bedingnng (IIa) wieder 
zom Yorschem kommt tTbrigens lafit sich die Bedingungsform (lie) 
auch ganz direkt aus (II) herleiten, wenn man als notwendige und hin- 
reichende Bedingnng ftLr die Existenz ernes endhohen lim f(x) das attge- 
meine Konvcrgewsprimip (s. § 5, Nr 7, S 41) in Anspruch nimmt. Femer 
gestattet sie noch die folgende, fQr gewisse Zweoke wertvolle Umformung. 

Die Funktion fix) ist fQr die bezeichnete Umgebung der Stelle a 
sicher beschrankt (da aus Ungl (Ila) folgt: \f(x) \ < |/’(o)| + s), sie besitzt 
daselbst eme bestunmte obere and untere Grenze G# bzw. g t . Es gibt 
dann ein solches f(x ) bzw. f(x'), welches dem Gj bzw g & zum mindesten 
bdiebig nahe kommt, so daB also die Differenz f(x) — fix') sich beliebig 
wenig von der „ Schwankung “ JD 3 = G 3 — g d > O 1 ) unterscheidet, man 
also mit Sicherheit setzen kann: 

Dann folgt aber aus Ungl. (lie) 

(Ed) 2>j < 2s, 

1) Der Fall erledigt aich obne weiteres 
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in Worten: 1st f(x) an der SteRe a stetig, so mrd die Schwankting 
von f(x) fur ein hinUmghch kleines IntervaM [a — d, a + d] belidng Mein. 

Die Bedingung (lid), die hiernach zunachst als notwendig fQr die 
Stetigkeit Ton f(x) an der Stelle a erscheint, erweist eich aber (in Ver- 
bindung mit (I)) obne weiteres anch als hmreichend. Denn aus (Ed) folgfc 
a fortiori, daB: 

\f(x) — f(af)\ <2s, wenn: a — d^{^}^a + d, 


abgesehen von dem sachlich belanglosen Auftreten von 2 s an Stelle yon 
e, iibereinstunmend mit UngL (lie). 

TJnstehg heiflt f(x) ftir x — a, die Stelle a selbst eine Unstehglceits- 
stdle (ein Unstetigkeits- oder Diskontinmtatspunkt), wenn mindestens eine 
der oben mit (I) nnd (II) bezeichneten (bzw. mit (II) gleichwerfcigen) Be- 
dingungen nicht erffillt ist. Dies findet also msbesondere allemal statt, 
wenn f(x) ftir x =■ a nicht definiert ist, wenn lim f(x) unendlich ausffillt 
oder nicht existiert. 1 ) 

2. Beispiele. 1) f(x) — xf Man hat fflr jedes ganzzahlige »^2 S ): 

£L—■=- z*- 1 -f aoc n ~ a -f- • • + a n ~*x + a" -1 

OC "" Ok 


Wird r > |a|, im tlbrigen beliebig groB fmert und \x\ <r angenommea, 
so folgt: 


also: 


— a n \ < \x — o| nv"” 1 , 


— a*|<s fiir: \x — a| < d — — £—r- 

nr* 

Somit ist X* stetig fiir jedes endliohe x =— d. 

2) f{x) — lga; (x > 0). Nach 1^ § 34, UngL (3) (S. 206) hat man 
filr x> o> 0: 

0<lg*-lga-Ig^-lg(l + ^<^ 

und far 0 < x < a: 

0<lg»-lg*-lg-l-.lg(l+^)<^. 


Wird x nach nnten so eingeschrankt, daB a? > so findet man in jedern 
der beiden Falle: 

I lg ® lg a l < "ir I # “ a l 


<s ffir: I® —a|<d —y 


1) Ein Beiapiel dieser letzten Art b S. 68, Fufln. 1). 

2) Fflr w — 0 und w —• 1 ist die Stetigkeit von voraherein evident 
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3) f(x ) — x — E(x) (x^> 0), wo E(x) die in FuBn 1), S. 42 an- 
gegebene Bedentung hat Die Funktion ist schlechthin stetig ftlr alle 
nicht ganzzahligen x (dies gilt insbesondere auch dann, wenn x einer 
ganzzahligen Stelle von links her beliebig nahe kommt) Fiir ganzzahlige 
x == a ist f(x) nnr vorwarts stetig (ruckwarts unstehg), also schlieBlich 
ausnahmslos vorwarts stetig. Die „Kui ve“ y — f(x) besteht aus periodisch 
sich wiederholenden geradlinigen Stticken, die bei jedein ganzzahligen 
Punkte a der Abszissenachse beginnend unter einem Winkel von 45° 
aufsteigen und bei x — a -f-1 wieder zu diesem Punkte der Abszissen¬ 
achse zuittcksprmgen, um den gleichen Yerlauf von neuem zu begmnen. 

4) Fiir die in Nr 5 des vorigen Paragraphen (S 39, FuBn. 3) ange- 
fCihrte Funktion: 


ergab sich: 


f(x) - (1 - x*) • Inn 
' K J y 1 n-v® na*+1 


hmf(x) - 1 , dagegen: f(0) = 0 


Die Funktion ist also an der Stelle x = 0 unstetig. Sie wird aber da- 
selbst stetig, wenn man nur den einen Funktionswert f(0) dahin dbcmdert, 
daB man f(0 ) — 1 setzt. Man bezeicbnet Unstetigkeiten dieser Art, d h 
solche, bei denen zwar f(a — 0) = f(a 4- 0), aber 4* f( a )t 80 daB die 
Unstetigkeit durch bloBe Abanderung von f(d) beseitigt werden ktinn, als 
hebbare. 

6) Die gleichfalls sohon in Nr 5 des vongen Paragraphen S. 39, 
FuBn. 4) angefflhrte Funktion: 

f(x) — e ^ 

liefert ebenfalls fiir x —> ± 0 den namlichen Grenzwert: lim f(x ) — 0, 

unterscheidet sich aber insofem von dem unmittelbar zuvor angefflhrten 
Beispiel, als hier f(0) uberhaupt nicht definiert ist. Man pflegt in einem 
solchen Falle, der ja im Gegensatz zu dem vorigen beziiglich der Defini¬ 
tion von f(0 ) von vornherein voile Freiheit laBt, ein fur allemal f(0) 
durch den Wert lim f(x) zu definieren und auf diese Weise die Funktion 

an der betreffenden Stelle zu einer stetigen zu machen Im Grunde ge- 
nomrnen handelt es sich auch hier um eine hebbare Unstetigkeit, die aber 
gewohnlich von vornherein beseitigt und demgemafi gSnzlich ignoriert 
zu werden pflegt Bherher gehoren namentlioh die FSlle, in denen f(a) 

eine der Formen 4. — , oo — oo u. a. annimmt, z B 
0 oo 1 

fits) - , also: f(l) = Hni f(x) - q (s l lt § 37, G1 (38), S. 236) 

4 


PrI n vati a 1 m Vnrli 


TT 1 
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fix) —--—, also: fin) = oo — oo 

1 K ' x — a x — a 1 ' K * 1 

lim fix ) — lim X — ~ - a -- — lim (x + a) — 2a. 

6) f(x) — —lim /'(a?) — 3, lim f(x) — 0, /'(0) wichtf defmert 

. - !-► — o ®>+o 

l + c* 

3. Gleichzeitig mit der Funktion fix) ist auoh deren absolater Be- 
trag f(x)\ fQr x — a stctig. Dies folgt unmittelbar ana der Ungleichung: 

a) lift*)i-ift«)ikirt*)-A<»)i 

oder auch aus der Beziehung: 

(2) ]im)/-(>)| - |lim f(*)| - |/’(«)!• 

Dagegen darf selbstverstandlich aus der Stetigkeit von |/*(a;) J nicht um- 
gekehrt auf diejenige von f(x) gescblossen werden Ist z B. f(x) — x 
ftlr alle rationalen, dagegen f^x) — — x fQr alle irrationalen x, so ist f(x) 
an Tceiner von 0 verschiedenen Stelle 1 ) stetig , wall rend \f(x) ' = |#| aus- 
ndhmslos stetig ist. 

4. Die in Nr. 7 des vorigen Paragraplien angegebenen Regeln fQr 
das Rechnen mit Qrewswerten setzen uns m den Stand, im Anschlufl an 
die Stetigkeitsbedingung (II) ans der Stetiglett einer Anzabl von Funk- 
tionen f t (x), f % (x), ..., f n {x) fflr a; —o die entsprechende Stetiglceit emer 
aus diesen rational zusammengesetzten Funktion zn ersohliefien. Es sei 
etwa R (y lf y %f . ., y n ) ein rationaler AusdrucJc in y lt y t , ..., y n und: 

F(x) — R(f \(#)j /a (#)> • • •> f n (#)), 
also spezieU: F(a) - R(/», /j(o), . , f n (o)) f 

mit dem Znsatze, dafi die NvU nicht als Nenner vorkommt, also F (a) 
eine bestimmte Zahl vorstellt. Nach Gl. (14) des vorigen Paragraphen 
(S 42) ergibt sich sodann: 

(8) Um - -R(lim £(*), lim/,(*), . , lim /•„(*)) 

fy (a), , ,/>)) 

d. h. Fix) ist an der Stelle a stetig . 


1) Eb verdient bemerkt zn werden, dafi f(x) fflr «=-0 ala stetig zn gelten 
hat, denn man hat neben: 

m - o 

anon: 

lim f(x) — lim (± x) —- 0 

®-*±0 x -*-0 

Eb exiatiert alao hier em ansxger, eomit vOllig isolierter Stetigkeitspunkt (was nut 
den „popnl&ren“ Stetigkeitavoratellungen in vOlligem Widerapruch stehen dflrfte). 
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Baraus folgt insbesondere, dafi fiir x — a gleichzeitig mit f^(x), 
ft (x), (a;) auch die Surnmen und Produkte: 

/i(*)-/i(*) •■/»(*) 

und die reeiproken Werte ■ 

j &>’- -’sW 

also auch beliebige (Jitotfienfenbildungen stetig smd 
Hiemach ist jede gannse rationale Function: 

g(x) — & 0 + M +-h ft,*" 

/wr endhche x stetig, ebenso jede gebrochme rationale Funktion: 

i w _a &o + &i g + • ■ + K 

TK } Co +c^+ • + <>*<*" 

mit Ausnahme derjenigen Stellen x, far welche der Fenner Null ist. 

5. Em anderer haufig niltzlicher Satz zur Feststellung der Stetigkeit 
einer aus stetigen Funktionen zusammengesetzten Funktion ist folgende: 

Ist y — <p (x) stetig fur x = a und zwar: <p ( a ) = b, ist so- 
dann e =* f(y) stetig fur y *= b, so ist f(g>(x)) erne fur x — a 
stetige Funktion von x, so dafi also' 

(4) hm f (tp 0 x )) — f(<p (a )). 

Beweis: Infolge der Stetigkeit von f(y ) fQr y ■== b hat man nach 
(II a') bei beliebig klemem s > 0 und passend gewahltem <?'>0: 

(5) \f(b + «'*') -f(b)\< s far: -1<^<1. 

Andererseits muB infolge der Stetigkeit von g> (x) fQr x — a ein 
6 > 0 sich so fixieren lassen, daB: 

(6) | q>(a + ftd) — g>(a) | < d r far: — 1<-8 , <1. 

Hieraus folgt wegen q> (a) = b: 

b — d'<(p(a + ftd)<b + d'. 

Setzt man also far beliebige ft des Intervalls — 1 < ft < 1: 

(7) <p(a + ftd)~b + ft'd', 

so gehort ft' sicher dem Intervall: — 1 < ft'< 1 an Alsdann lafit sich aber 
die Ungleiohung (5) durch die folgende ersetzen: 

(8) \f(g>(a + fti)) — f(q>(a)) | < s far: — 1<#<1, 
welche in der Tat aussagt, daB f (<p (x)) eine far x — a stetige Funktion 
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von x, bo daB also schlieBlicb, wie behauptet: 

lim f((p ( x)) = lim i f(g> (a + &d)) — f(cp (a)). 

0<>a u -> 0 

(Beispiel: 1st g(x) eine ganze rationale Funktion, so ist lg g(x) eine 
stetige Funktion fBr jedes der Bedingung g(x) > 0 geniigende endliche x.) 

§ 7. Hauptelgenschaften der in einem Intervall stetigen Funktionen: 
Existenz elnes realen Maximum* nnd Mininmms, gleichmkfiige 
Stetigkeit, Iflekenlosigkeit, vollst&ndige Bestimmtheit elner ste- 
tlgen Funktion dnrch eine Teilmenge Hirer Werte. 

1. Es sei f{x) eindeutig definiert und stetig „im IntervaU u [# 0 , X] 
(d. h. sehlechthin stetig fllr jeden Innenpunkt, fBr x 0 vorwa/rts, fiir X rilck- 
wflris stetig) Dann bat zwar f(x) fdr jedes einzelne x des Intervalls einen 
bestimmten endlichen Wert Daraus allein wtlrde aber nocb nioht folgen, 
dafl fix) im IntervaU [x 0f X] beschrdnU ist (vgl § 4, Nr. 8, S 33). Dies 
gebt indessen auf Grand der a. a 0. gemacbten Aussage aus dem Um- 
stande hervor, daB fix), wie die Stetigkeitsbedingung (IIa) des vorigen 
Paragrapben (S 47) unmittelbar erkennen lieB, in der Umgebung 1 2 ) jeder 
einzelnen Stelle beschrankt sein muB. 

Hiernacb besitzt also zunacbst eine im IntervaU [x 0 , X ] stetige 
Funktion fix) daselbst eine endliche obere Grenze G und eine endliche 
witere Grenze g. Dariiber binaus gilt aber noch der folgende Satz: 

Es gibt stets eine baw. eine erste Stelle A, fUr ivelche 
fiA) — G, ebenso eine bzw. eine erste Stelle a, fiir todche 
f ( a ) “ 9- Ewe im IntervaU [x Q , X] stetige Funktion besitzt 
also daselbst mindestens ein reales Maximum und ein reales 
Minimum. 

Beweis. Nach dem Satze von § 4, Nr. 6 (S. 31) gibt es eine bzw. 
eine erste SteUe A von der Beschaffenbeit, daB fix) fiir eine beliebig 
kleine Umgebung von A die obere Grenze G besitzt. Infolge der Stetig¬ 
keit von fix) bat man naeb Annabme ernes beliebig VIaincm £ > 0 und 
passender Wabl von d > 0: 

(!) \f( x ) — f(A)\ <s fdr \x — A | <<?.*) 


1) D&bei kommt ala „Umgebung" fflr die Stelle x 0 nur die rechtsseiUge, fdr 
die Stelle Z nor die linksseitige Nachbarschaft, also ein Interval! von der Form: 
*0 ^ x a o + d bzw X — 8Cx$X in Betracht 

2) Im Falle A x 0 oder A ■== X ist die Bedingang | as — A | < d im Smne 
der vorigen Fufinote zn modifizieren. 
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Andererseits mtissen unter den der Bedingnng [ x — A | < d ge- 
nttgenden Stellen x solche vorhanden sein, ftlr welche: 

(2) \ G -f{x)\<B 

Durch Kombmation von UngL (1) und (2) ergibt sich daher: 

(S) |<?-«4)|<2 e . 

Da aber f(A) eine bestmmte Zahl vorstellt und es andererseits freisteht, 
s unbegrenzt zu verkleinern, so mnfi geradezu sein: 

(4) | G — f{A) | =- 0, also: f(A) = G. 

Die Funktion fix) bat also an der Stelle x =■» A das reale Maximum G 
(und zwar eventuell das erste dieser Art). 

Ganz analog ergibt sich die Existenz eines (bzw. eines ersten) realm 
Minimums f(a ) — g. 

2. 1st f(x) stetig fflr x -» a, so lafit sich (n&ob § 6, Nr. 1, UngL (lid) 
S. 47) jedem s > 0 ein d > 0 so zuordnen, dafi die Schwankung von f(x) 
im Intervall [a — d, a + d] Tdetner als £ ausfallt 

Nun sei f(x) stetig im Intervall [a? 0 , X] (d. h. beztiglich der Stellen 
x 0 und X in dem Sinne, wie am Anfang von Nr 1 festgesetzt wurde). 
Dann lafit sicb zunachst analog nacb Annabme eines £ > 0 von x Q aus ein 
Intervall [x Q , x^] nacb rechts, von X aus ein Intervall [X, X'] nach links 
derart abgrenzen, dafi in jedem derselben die Schwanhmg von f (x) kleiner 
als £ ausfallt. Ftlr jede Stelle x des nunmehr aus lanter Innenpunkten v'on 
[a; 0 ,X] bestebenden Intervalls [x Q ' } X 7 ] existiert alsdann eine (zweiseitige) 

Umgebung jj» — y, x + yj (also von der Lange d), ftlr welche die 

Schwankung von f{x) unter £ herabsinkt. Dieses d, oder genauer gesagt, 
die jedesmalige obere Greuze d (von d), wird im allgemeinen gleichzeitig 
mit x veranderlich sein (wie ja insbesondere ftlr x =- x 0 ' und x — X' un- 
mittelbar einleucbtet, je naber man x Q ' an x Qj X' an X heranrilcken lafit). 
Und es ware denkbar, dafi jenes d bei der Annaherung von x an irgend- 
welcbe Iwnenpunkte x' unbegrenzt abnetmen konnte (obne desbalb fflr 
x<**x' die untere Grenze 0 zu erreichen, was ja auf Grund der fflr f(x) 
bestebenden Stetigkeitsvoraussetzung ausgescblossen ist). Es ist nun fflr 
gewisse Scblufifolgerungen wichtig festzustellen, dafi dieser Fall nicht ein - 
treten kann, dafi vielmebr stets Intervaliangen d vorbanden sind, die fflr 
jedes beliebig herausgegriffene Intervall von der Lange d die Sicberheit 
bieten, dafi die Schwankung daselbst unter das vorgesobriebene £ herab¬ 
sinkt. 

Wir schicken dem Beweise dieser Behouptung die folgenden Be¬ 
rner kun gen voraus. Ist D s G — g die Schwankung von fix) in irgend- 
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einem Intervall [x lf # g ] und wird dieses in zwei TeilintervaUe zerlegt, so 
kann in keinem der TeilintervaUe die obere Grenee von f(x) groper als G } 
die uniere Grenee kleiner als g ausfallen Somit ist die Schwankung in 
jedem der TeilintervaUe hochstens gleich B 

Werden umgekehrt zwei aufeinanderstoBende Intervalle x a ] } 
[:r g , x iL m denen die Schwankungen B t = G t — g x und Z) g = G a — g a 
auftreten, zu einem einzigen veremigt und bezeichnet man sodann mit 
a/, x" zwei ganz beliebige Stellen des Gesamtmtervalls, so bat man, falls 
beide Stellen x, x" einem der beiden TeilintervaUe angehSren: 

(5a) | fix') - fix") \< i B l oderB a . 

Gehoren sie dagegen verschiedenen TeilintervaUen an, etwa x dem ersten, 
of' dem zweiten, so kann man setzen: 

\f(*f) - f(x") | - | (fix') - fix,)) + (fix,) — fix")) | 

^ I fix') - fit,) | + | fix,) - fix") |, 
also, da x a jedem der beiden TeilintervaUe angehort: 

(6b) l/XaWOOI^A + A, 

eine Ungleichung, die in den durch Ungl. (5a) cbarakterisierten FaUen 
a fortiori erftUlt ist. Eiemacb ergibt sicb, dafi die Schwankung von fix) 
in dem zusammengesetzten Intervalle hochstens gleich B x + D\ sein kann, 
wenn die Schwankungen in den TeilintervaUen mit B lf B a bezeichnet 
werden. 

3. Mit Beniltzung dieser Bemerkungen beweisen wir jetzt den fol- 
genden Satz: 

1st fix) stetig im Intervall [* 0I X], so gehort eu jedem s > 0 
ein d > 0, derart dafi fur jedes beliebige aus [a? 0 , X] herausgegnffene 
Intervall von der Lange ^ d die Schwankung von fix) kleiner als 
s ist. Man bezeichnet diese Eigenschaft demit , dafi man sagt, jede 
in einem abgeschlossenen Intervedl stetige Funktton sei darin 
gleichmafiig stetig 

_B e w e i s Die Lange des IntervaUs \x 0 , X] (also die Streoke 

£ 0 X— X — £ 0 ) werde mit A bezeichnet, wahrend das Zeiohen B genereU 
fdr Schwankung gebraucht werden soU. Nach Yorgabe eines bestimmten 
s > 0 wird zunachst das IntervaU [x Q , X] durch Halbieren in zwei Teil¬ 
intervaUe von der Lange A zerlegt. Jedes dieser letzteren wird wiederuxn 

halbiert, soweit es nicht bereits der Bedingung B < gentlgt, und jeden- 

faUs zunachst in dieser Weise solange fortgefahren, bis ein oder mehrere 
TeilintervaUe auftreten, welche die obige Bedingung erftlUen: wegen der 
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Stetigkext von f(x ) muB dieser Fall ja schlieBlioh einmal eintreten *), zum 
erstenmal etwa bei dem w*® 11 Halbierungsprozefi, also bei der Intervall- 

lange A. Diejenigen Intervalle, in denen jetzt L < y, werden von 

der weiteren Unterteilung ansgeschlossen, die flbrigen in analoger Weise 
weiter bebandelt. Wir behanpten nun: man mufi nacb einer begreneten 
Anzabl solcher Halbierungsprozesse zu einer Zerlegung in Teilintervalle 

gelangen, derart, dafi in jedem die Bedmgung D < erfiillt ist. 

a 

Denn an gen om men, dies w&re mcht der Fall, so mflfite wenigstens 
ein Teilintervall [x lt z,'] mit einer Schwankung D )> -®- und im flbrigen 

von folgender Beschaffenheit existieren. Wird [x lf a;/] wieder halbiert, 
so ist wenigstens in einer der beiden Halften, moglicherweise in beiden, 

wieder D ^ y, nnd auch bei weiterer Fortsetznng des Halbierungspro- 
zesses (wobei allemal diejenigen Teilintervalle, fflr welche das gewflnschte 
Ziel D < y erreicbt ist, von der weiteren Teilung ansgeschlossen wer¬ 
den) bleibt immer wieder mindestens ein Teilintervall flbrig, in welchem 
D ^ y ■ Es wflrde sich auf diese Weise mindestens eine unbegrenzte Folge 

ineinandergesohaehtelter Intervalle [ft, «/], [ft, ft'], . , [ft, ft'], ... 
von unbegrenzt abnehmenden Langen ergeben, derart, dafi in jedem der- 

selben D ^ y bliebe, und diese Intervallfolge wflrde gegen einen be- 

stimmten Punkt x' konvergieren. Jede noch so Jdeine TJmgebung von x' 
wflrde aber alle Intervalle [ft, xj] von einem hinlUnglich grofien v an in 
sich enthctiten, also eine Schwankung D ^ -J- aufweisen, was der vorans- 

gesetzten SteUgJceit widerspricht Somit war die gemaohte Annahme un- 
sulUssig. 

Man gelangt also bei einer begrenzten Anwendnng des angegebenen 
Verfahrens, etwa bei dem w*“ HalbierdngsprozeB zu einer Zerlegung des 
Intervalls [ft, X] in eine endliche AnzahlvonTeilintervallen verschiedener 

LSnge: (|)"A, . . ., (£)" A, derart, dafi in jedem derselben D < — ist. 

a 

Setzt man jetzt die Ideinste Vorkommende Intervallange — d nnd 

1) Da f(x) an der Btelle x 0 vonoSrts stehg ist, bo gibt es ein d 0 > 0, derart, 
daB im Intervall [a: 0 , x 9 -)- d 0 ] die Bedingong D < — erfflllt ut Bie gilt Bomit 

a 

fflr das Intervall [® 0 , x g -f- (y) m A], aobald (£) m A^d 0 Bine analoge Sohlnfiweise 
gilt auch fflr die etoeiscittge Nachbarechaft eines jeden bei dem Halbierungapro- 
■esse auftretenden TeQpunktes. 
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greift aue dem lntervall [x 0 , X] lrgendein Teilinteryall von der Lange 
^ d heraus, so fallt dasselbe entweder gang in eins jener frtiheren Teil- 

intervalle, dann wird aber daselbst D < 4 • Oder es fallt m gwei be - 

i 

nachbarte jener Teilintervalle, dann wird: B ^ + -A «= s. 

A 2 

Man kann dieses Ergebnis auch so ausspreehen: Das lntervall \x Q> X] 
lafit sich in eine endltche Anzahl von Teilintervallen (namlich solchen, 
die keiner anderen Bedingung zn geniigen brauchen, ala von einer Lange 
^ d zu sein) zerlegen, derart, dafi in jedem die Schwankung < s ausf alit. 

4 Bedeutet x x lrgendeine bestimmte Stelle des Intervalls [x 0) X], 
in welchem wiederom f(x) als stehg voransgesetzt wird, so geht ans der 
daselbst gleichmdpig erfflllten Stetigkeitsbedingnng: 

(6) — <« ffir: |« — 

zanachat nur soviel hervor, dafi gleichzeitig mit | x — x x | auch | f(x) — f(xf) \ 
unbegrenmt verldeinert warden Vann 1st sodann x a eine andere Stelle des 
Intervalls [x 0) X], etwa x 3 >■ x x und zugleich f (# a ) 4“ f ixf) } so kann man 
auf Gmud von Ungl (6) zwar schliefien, dafi zu alien mfiglichen Zahlen x, 
die das lntervall \x lt a; s ] voUstdndig erf mien , solche Zahlen fix) gehfiren, 
die im lntervall [f(xf) } f{xjj] uberaU dickb liegen. Dagegen wflrde noch 
keineswegs ohne weiteres folgen, dafi die Werte von fix) sich auf alie 
Zahlen des Intervalls [/’(#i)> fix s )] erstrecken mfifiten, dafi insbesondere, 
wenn x monoton eunehmend alle Zahlen von x x bis x a durchlauft, nun 
auch f(x) mit f(xf) beginnend und mit f(x 3 ) endigend auch alle zwischen 
diesen beiden Zahlen liegenden 2heischenwerte annehmen mfifite. Es wSre 
z. B. sehr wohl denkbar, dafi fix) bei diesem Vorgange, abgesehen von 
den Werten f(xf), fix % ), nur alle irrationdlen Werte des Intervalls 
Lfi x i)> /*0®a)] anzunehmen brauchte (deren Menge ja dieselbe Machtig- 
Tceit besitzt, wie das Zahlenkontmuum \x x , x ^\ 1 )). Es soli nun aber gezeigt 
werden, dafi derartige FSlle nicht eintreten konnen, dafi vielmehr fix) 
wirklich jedem Zwischenwert annehmen mufi. Hierzu beweisen wir zu- 
n&chst den folgenden SpeziaJfall des fraglnJhen Satzes: 

Nimmt die im lntervall [x 0) X] stetige Furiktion sowohl po¬ 
sitive als negative Werte an , so gibt es im lntervall mindestens 
eine bzw. eine erste SteUe a, fur welche f(a ) — 0 ist. 

Beweis. Infolge der gleichm&fiigen Stetigkeit von f(x) ISfit sich 
jedem s > 0 ein d > 0 so zuordnen, dafi ffir Zahlen x' t x" } welche dftm 
lntervall [# 0 , XJ angehoren: 

(7) \f(rf)-f(x")\<B falls: \x'-x"\£d. 


1) Vgl I,, § 108, S 779 
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Bestimmt man jetzt eine nattirlicbe Zahl n so, daB (X — ^ d, nnd 

zerlegt das Intervall [x b) X] in n gleiche Teilintervalle, so mufi entweder 
mindestens ein Interval! vorhanden sein, in welcbem fix) sowohl positive 
als negative Werte annimmt; oder es gibt ewei aneinanderstofiende Inter- 
valle von der Beschaffenbeit, daB f(x) in dem einen Intervall durchweg 
^>0, in dem andera <£0 ist. 1 ) Es gibt also positive Werte fix') nnd nega¬ 
tive fix"), fdr welcbe im ersten Falle Ungl (7) besteht, w&hrend in eweiten 
Falle an deren Stelle die folgende tritt (s UngL (5 b) S. 54): 

(8) \f(x r ) -/•(*")! <2*. 

Da aber fix) und f{x") entgegengesetztes Yorzeicben baben, so folgt 
ans (7) und (8) a fortiori: 

(9) |/*0*OI< £ bzw. \f(xf) | < 2s. 

Hiernacb nunmt also \f(x) | unter anderen Werten behebig kleine an, bat 
also die untere Grense Nutt. Alsdann gibt es aber infolge der Stetigkeit 
von | f{x) | im Intervall [x 0} X] nacb dem Satze von Nr. 1 mindestens eine 
bzw. eine erste Stelle a, far welche \f{a) | — 0, also anch f(a) — 0 wird. 

5. Sind jetzt x lf x, zwei beliebige, insbesondere behebig ncihe gelegene 
Stellen des Stetigkeitsintervalls [« 0 , X], ist femer f(xf) ■+■ f(x t ) and b 
erne beliebige swischen f(xf) and f{x % ) gelegene Zabl, so wird die Funktion: 

F{x) = fix) - b 

far x — x 1 und x — x a Werte entgegmgesetzten Yorzeicbens annebmen, es 
gibt also eine bzw. eine erste Stelle a ewi&chen x x and x a , far welcbe 
X(a) =» 0, d. h. fia) — b wird. 

Hieraus ergibt sicb der folgende Satz (sog Zwischemoertsate): 

Ist ffa) + fix a ), so mufi die im Intervall \x x , £ a ] stetige 
Funktion fix) daselbst ouch jeden Zwischenwert des Intervalls 
[fix i), fix s )] annehmen. 

1) Die Stelle a', an weloher die beiden Intervalle aneinanderatofien, ist dann 
offenbar eine NttWstelle fUr f(x). Denn wire f{a) > 0, bo h&tte man nach Annahme 
einea poaitiven e < f(a) fflr eine gewisse Umgebung der Stelle a': 

— e<f(x)—f(a’)<a, also: f(x)>f(d) — e>0, 

was der Voraussetzung widerspncht Ebenso wdrde ana der Annahme f(d) < 0 
aioh ergeben, daB dann anch f£Lr eme gewisse Umgebung der Stelle a' sew mfiBte: 
f(x)<C. 0 Sonut bleibt nur die MOgliohkeit* f(a) == 0. Do oh lieBe eioh anf diesem 
Wege nioht die Enstenz emer ersten Nulls telle beweisen Denn abgesehen davon, 
daB ja der vorliegendeJTall dberhanpt nioht ewzutreten branoht (statt dessen nur 
der im Text als erster Fall bezeiohnete), so kann ja f(x) anch —0 werden, ohne 
beim Durchgang dnroh 0 das Vorzetchen zn &ndern. 
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ZugleichfQhrtdieVerbindungmitdem SatzevonNr 1 zu folgenderFassung: 

Eine m einem abgeschlossenen InterveiU stetige Funktion 
erreicht aufier ihrer oberen und unteren Orenee ouch jeden Zwi- 
schenwert an mmdestens einer beta, einer bestimmten ersten 
Stelle. 

6. Auf Grund des vorletzten Satzes besitzt also eine von der stetigen 
Veranderlichen abhangige, im Sinne der in Nr. 1 des vortgen Paragraphen 
gegebenen Definition stetige Funktion, dieselbe Art von „Liickenlosigkeitf*, 
wie die unabhangige Yeranderliche x, also diejemge Eigenschaft, welche 
in § 3, Nr. 4 (S. 22) geradezu als Stetigkeit der Menge der reellen Zahlen 
bezeichnet mirde. Es verdient aber hervorgeboben zn werden, daB, ent- 
gegen einer naheliegenden, aber unzureichenden Yorstellung jene Lucken- 
losigJceit einer Funktion, keineswegs allemal ihre (yon uns in anderer Weise 
wobldefinierte) Stetigkeit nach. sich zieht. 1 ) Dies ist allerdings fUr eine 
SteUe x x sicher dann der Fall, wenn f(x) ftlr eine beliebig kleine Um- 
gebnng von x L sich monoton verbalt (dabei nicbt notwendig links und 
rechts von x x in dcmsdben Sinne) Wird z. B angenommen, daB f(x) 
rechts von x x gleiohzeitig xnit x monoton summmt zum mmdesten bis zu 
einem gewissen Werte f(x t ) + a (wo a>0), wird sodann e>0 beliebig 
klein, jedenfalls <1 a voigeschrieben, so existiert unter Yoraussetznng der 
Luckenlosigkeit yon f(x ) ein bestimmtes d > 0, derart, daB 

( 10 ) ffa + V-fW + s, 

also: 0 < f(x x + 8) — f(x x ) — s 

und daher fflr 0 < %• < 1, mit Rtioksicht auf die Monotonie von f(x): 

(U) + 

d. h. f(x) ist an der Stelle x t vorwdrts stetig. 


1) Ein einfaohes Beiapiel in geometriaoher Form ist dai folgende Man teile 

_ . Ill 

die Strecke 01 der ®-Aohse darch Einaohaltang der Teilpankte —, —, , ... 

in eine unendliohe Folge von Teilatreoken, welche also (yon reohta begumend) die 

L&ngen —, —, ..-^p,. . haben, und emohte fiber jeder ein gleiohaohenkligea 

Dreieok von der H0he 1 Darch die Ordinaten y des bo entatehenden Streoken- 
zuges ist eine Funktion y = f(x) ffir jede Stelle dea Intervals 0<£x<£l definiert, 
wenn man nooh hinzuffigt, dafi ffir a: — 0 auoh y — 0 aein soli Die ffir 

durohweg stetige Funktion wird ffir (naoh reohta) unstetig, da lun nieht 

_ *->+0 

existiert, vielmehr lim f(x)*=*0, lim f(x) — 1 ist. Niohtsdeatoweniger verl&uft aie 
®->+o *->-+o 

in der reohten Naohbanchafb von a:=0 durohaus WcJcenioli, da aie in jedem noch so 
kleinen Interrall 0 <Lx^d jeden Wert von 0 bis 1 (unendlich oft) anntmmt Ober 
die MOghohkdt, erne derartige Funktion duroh einen aji th metis ohen Ausdruok 
danustellen a § 18, S 126, Fufln. 2); daaelbst auoh ein anderea Beiapiel dieaer Art 
S. 128, G1 (17) 
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Wflrde f{x) rechts von x x monoton dbnehmen, so braucht man nor 
zu beachten, dafi dann die Function (— fix)) daselbst monoton gunimmt 
nnd dafl andererseits gleichzeitig mit (— f(x)) ancb fix) stetig ist. 

Das analoge Resultat ergibt sicb bezilglich der Buckwartsstetigkeit , 
falls fix) links von x l monoton verlaoft. 

Daiaus folgt, dafi die Fnnktion fix) fflr x — x x schlechthin stetig ist, 
falls sie aof beiden Seiten monoton nnd zugleich liickenlos verlaoft 

Wir bezeichnen ferner eine Fnnktion f(x) als abteilnngsweise monoton 
in einem Intervall [x 0t X], wenn das letztere sich in eine endliobe An- 
zahl von Teilintervallen zerlegen lafit, derart, dafi f (x) in jedem einzelnen 
monoton ist. Dabei soil ausdrilcklicb zogelassen werden, dafi fix) aoch 
streckenweise weder zo- noch abnimmt Da aber di eStetigkeit einer Fnnktion 
f(x) ftlr jede Stelle x xt in deren Umgebung sie konstant ist, von vom- 
herein feststeht, so ergibt sich schliefilich der folgende Satz: 

Eine in einem Interval [x 9f X] gum mindesten abtedungs- 
weise monotone und luckenlose Fnnktion ist daselbst ausnahmslos 
stetig 

Die zor Herleitong dieses Resnltats benfltzte Schlofiweise (s GL (10), 
UngL (11)) wird hinfallig, wenn die Fnnktion fix) in irgendeinem Inter- 
vaU nicht mehr abteilungsweise monoton ist, wenn sie daselbst also unendlich 
oft vom Zonehmen zom Abnehmen ilbergeht nnd nmgekehrt, was dann 
anf Grand bekannter Schlofiweise mindestens in einem Teilintervall von 
beliebiger Kleinheit , also schliefilich in der Umgebong mindestens ernes 
bestimmten Punktes x x stattfinden mufi. Zwar kann aoch in diesem Falle 
die Stetigkeit von fix) noch erhalten bleiben. 1 2 ) Doch braucht dies, wie 
bereits bemerkt, nicht mehr der Fall zo seio, selbst wenn fix) in der 
Umgebong der Stelle x 1 durchaos liickenlos verlaoft 

7. Eine bemerkenswerte Eigenschaft stetiger Fanktionen ist schliefi¬ 
lich noch in dem folgenden Satze enthalten: 

Stimmen die Werte gweier im Intervall [# 0 , X] stetiger Funk- 
tionen f x {x) t f % {x) fur irgendeme daselbst uberall dichte Punkt- 
menge {#'}’) uberein, so smd die Funktionen identisch. 

Beweis. Setzt man f x (x) — f 9 (x) — <p(x), so ist g>(x) eme im Inter¬ 
vall [x 0) X] stetige Fnnktion, welche fflr alle Stellen der Menge \x') den 
Wert 0 hat Bedentet dann x i eme ganz beliebige, der Menge [of] nicht 
angehorige Zahl des Intervalls [x or X], so mnfi diese eine Haufungsstelle 

1) Urn hierffir ein Beiapiol zu gewinnen, braucht man das in der voiigen 
Fufinote angegebene nur dahin abzu&ndern, dafi man fiber den einzelnen Teiletrecken 
ghichseitige Dreieoke erriohtet 

2) Z. B die Menge aller rationalen Zahlen oder auoh nur aller endlichm 
Dezimalbrfiohe dei betreffenden Intervalls. 
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der (ja iiberall dicht liegenden) Zahlen %' sein. Es lassen sich daher aus 
der Menge {a;'} monotone Folgen {x v r } von der Beschaffenheit heraus- 
heben, dafi lim xj »» x x . Infolge der Stetigkeit von <p(x) hat man sodann 

(fl. § 6, Gl. (fib), S 47): 

<p(*i ) s O“ 0, 

d. h.: 

flir jede Stelle x, die nichi der Menge { x r } angehdrt Die beiden Funk¬ 
tionen /j (x), fi(x) erweisen sich also flir das ganze Intervall [x Q} x~\ bIb 
identisch 

Der Inhalt des vorstehenden Satzes lafit sich auch in folgender Form 
anssprechen: 

Eine im Intervall [a; 0 , X] stetige Function ist vollstandig her 
stimmt, wenn ihre Werte fur alle SteUm x irgendeiner im Inter¬ 
vall uberaU dicht liegenden Pmktmenge feststehen. 

§ 8. Ebene Punktmengen. — H&ufungspunkte und abgeleitete 
Mengen, — Abstand zweier Punktmengen. — Innen-, AuBen- und 
Randpunkte. — Ein- und zweidlmensionale Kontinna, 

1 Jedes ZaMenpaar (x, y) kann auf Grand der in § 4, Nr 3 (S. 29) 
getroffenen Festsetzungen als bestimmter Punkt P in einer Ebene ge- 
deutet werden. Wir gebrauchen daher flir eme irgendwie vorgeschriebene 
(endliche oder unendliche) Menge versehiedener ZaMenpaare, in Zeichen: 
{x r , y'}, als vollstandig aquivalent den Ausdruck ebene Punktmenge bzw. 
das Zeichen {P} Die an diese geometrische Ausdrucksweise anknlipfende 
rdimliche VorsteUmg ist wiedemm flir die bequeme tfbersicht fiber die 
weiterhin zu machenden Aussagen aufierst forderlich, ohne aber deren 
arithmetische Zwverlassigkeit zu beeintrachtigen (vgL § 3, Nr 4 am Ende, 
S. 22 und weiter unten Nr. 2). 

Eine unendliche ebene 1 ) Punktmenge { x', y') heifit beschrankt oder im 
Endlichen gdegen , wenn jede der Koordinalen x', y oder, was offenbar in 
der Wirkung dasselbe besagt, wenn ]/a?' a + y % besch/rdnkt ist (geometrisch 
gesprochen: wenn die Gesamtheit der Punkte (a/, y) in ein zu den Achsen 
parallel gestelltes Bechteck bzw in einen Kreis um den Ntdlpunkt sich 
einschliefien lafit). 

Die Punlctmenge heifit uribeschranht oder ins Unendliche sich er- 


1) Im folgenden sollen dann unter Punktmengen eohlechthin immer ebene 
Punktmengen veratanden werden 
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streckend, wenn mindestens eine der beiden Koordinatenmengen { x '}, { y r } 
unbeschrankt ist. 

Ein Punkt (a, b) beifit Hdufungspmkt oder HdufungssteUe der Menge 
{ x, y }, mag er selbst der Menge angeboren oder aucb nicbt, wenn in 
beliebig klemern Abstande (s. § 4, Nr. 3 am Ende, S. 30), anders ausge- 
sproeben, in jeder noch so kleinen n Umgebungf l (p) Punkte ( x' r y) liegen 
Dabei versteht man unter der Umgebung (p) eines Punktes (a, 6) zunacbst 
die Gesamtheit aller Pnnkte (x, y), welcbe einer Bedingung von der Form: 

(1) 0 < Y(x — a) s + (g — b) s < p (nach Bedarf auch: 0 ^ sowie: ^ p) 

gentlgen, unter p eine positive, Qbrigens beliebig Tdein zn denkende Zabl 
verstanden, also die Gesamtheit aller Punkte, welcbe im Innem (eventueU 
aucb auf der Peripherie) eines um den Punkt (a, b) mit dem Radius p 
bescbnebenen Ereises liegen und zwar, je nacb Bedarf, mit AusscbluB 
oder mit EinscbluB von (a, b). Da die Beziebung (1) stets die beiden 
folgenden nacb sicb ziebt: 

(2) \x-a\<p, | y — & | < p (bzw. ^ p), 

und da andererseits aus diesen folgen wbrde: 

(3) Y(x - ay +~(y - by < l/2 • p (bzw.^-j/2'- p), 

also eine Bedingung, welcbe (infolge der Willktlrlicbkeit von p) dem Smne 
nach mit (1) equivalent ist, so erkennt man, daB es freistebt, die „Um- 
gebung 11 eines Punktes (a, b) statt durcb einen Kreis, durcb ein den Punkt 
(a, b) als Mittelpunkt umscbkefiendes Quadrat zu begrenzen (ilbrigens, 
wie leicbt ersicbtlicb, aucb durcb irgendeine andere gescblossene Figur, 
z. B. ein Reobteck, ein Dreieck, eine Ellipse usf). 

2. F&r jede beschrankte mendliche ebene Pmktmenge gilt nun zunachst 
analog wie ftlr lineare Punktmengen (vgl § 1, Nr. 6, S. 7 und § 3, Nr. 5, 
S. 23) der folgende grundlegende Satz: 

Jede Menge der fraglichen Art besitzt mindestens eine Hdu¬ 
fungssteUe (die aber nicbt zur Menge zu gehoren braucbt) 

Der aritbmetiscbe Beweis dieses Satzes ist bereits in demjenigen 
enthalten, welcher in I 8 , § 73, Nr. 4 (S. 66B/6) fUr die Existenz einer 
HdufungseaM jeder abeahlba/ren ZoMenmenge von der Form x y + y v i 
(v — 0,1,2,...) gegeben wurde, da ja erstens jede komplexe ZaU x v + y v i 
obne weiteres aucb ein Zahlenpaar (x y) y y ) bzw. einen Punkt (x v , y v ) be- 
stimmt — vice versa ; und da stveitens jede nicht abedJdbare Punktmenge 
unendlicb viele dbzaMbare als TeUmengen enthalt L ) 

1) Vgl. die analoge Sohlufiweise fflr reelle Zahlenmengen (lineare Funkt¬ 
mengen) S. 7, Fufln 2. 
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In (lessen soli bier nock eme andere, in geometriscke Form gekleidete 
Beweisanordnung mitgeteilt werden, da dieselbe ein typisches Vorbild 
ftlr mancherlei andere anf ebene Puriktmengen bzw. Funktionen soloher 
Panktmengen (Funktionen zweier reellen oder emer komplexen Ver- 
anderlichen) sich beziehende Beweise liefert. Sie verlauft durchaus analog, 
wie bei dem in § 3, Nr. 5 (S. 23) gegebenen Beweise far die Existenz 
ernes Haufungspunktes jeder linearen unendliclien Punktmenge, mit dem 
emzigen Unterscbiede, dafi an die Stelle des dort bentltzten hnearen Tei- 
lnngsprozesses jetzt ein quadratischer tritt 

Da die betreffende Menge { x' } y } beschranJct sein soli, so laBt sie 
sick in ein zn den Achsen parallel gestelltes Quadrat , etwa von der Seiten- 
lange X, einschliefien. Verbindet man die Mittelpunkte je zweier Gregen- 
seiten durck gerade Linien, so zerfallt das Quadrat in mer kongrnente 
Teilquadrate von der Seitenlange y X Mindestens eins dieser letzteren 
emschliefilich seiner Begrerusung (so daB also die eingefakrten Teilungs- 
linien doppelt zaklen) muB nnendkck viele (x, y') enthalten Dieses eine 
Quadrat bzw. wenn mehrere von der fraglichen Beschaffenkeit vorkanden 
sein sollten, ein beliebig unter diesen ausgewahltes wird analog bekondelt 
und dieses Yerfakren unbegrenzt fortgesetzt Man erhlilt anf diese Weise 
eine unbegrenzte Folge ineinander geschachteUer Quadrate mit den unbe¬ 
grenzt abnekmenden Seitenlangen (|-) r X (y -= 1,2,3,. ), deren jedes nock 
imendlich tnele (r' t y ) enthiLlt Dehnt man die Wirkung des Axioms der 
IntervaHschachtehmg (s. § 3, Nr. 2, S 20) auf eme Quadratschachtelung 
aus (indem man das Endergebnis der letzteren durck Projektion der in- 
einaudergeschachtelten Quadrate auf die Koordinatenacksen aus dem erste- 
ren kerleitet), bo ist alien jenen Quadraten ein und nur ein Punkt (a f 6) 
gemeinsam (anders ausgesprocken: sie Jconvergieren gegen einen bestimmten 
Qrenzpunkt (a, &)): dieser ist dann, wie aus seiner Entstekungsweise un- 
mittelbar kervorgekt, der fragkcke HdufungspunJct 

Es kat keine Sckwierigkeit, diesem Beweise wiederum unter Aus- 
schaUung des Stetigheitsaxioms in der oben bentltzten Fassung eme strong 
arithmetische Form zu geben, indem man die Koordinatenpaare der vier 
Eckpunkte 1 2 ) der sukzessive auszuwablenden Quadrate vermittelst dya- 
discher Bruche darstellt, welche dann gegen em bestimmtes gemeinsames 
Zahlenpaar konvergieren (vgl. das Analogon § 3, Nr. 6, S 23). *) 

1) Es genflgt ubngens den linken unteren und den recbten oberen Eokpnnkt 
der Quadrate in Reohnung zn ziehen. 

2) Wit verziohten an dieser Stelle darauf, den Begnff des Haufungspunktes 
(analog wie in § 1, Nr 6, S. 7) anf das Unendlxehe anszudehnen. Davon soli erst 
die Rede seiii, wenn wir ebene Punktmengen statt als Mengen beliebiger ZahHen- 
paare , als Bolohe von komplexen Zahlen auffassen warden. 
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Die Menge der Hdufungspunkie einer Punktmenge { x\ y'} wird 
wiederum als deren abgdeitete Menge oder Ableitung bezeichnet. Die Punkt- 
menge eelbst heifit dbgeschlossen, wenn sie alle ihre Sdufungspunkte (also 
ibre Ableitung ) enthalt. Sie heifit in sieh dicht, wenn sie aus lanter Hau- 
fungspunkten bestebt; perfekt, wenn sie in sUH^dickt und dbgeschlossen , 
also mit lhrer Ableitung identiscb ist; isoliert, wenn sie ausschliefilich aus 
isolierten Punkten bestebt, d. h. aus Punkten, deren jeder erne yon sonstigen 
Mengenpunkten freie Umgebung besitzt. Eine solcbe Menge bat also keinen 
Punkt mit ibrer Ableitung gemem. 

3. Unter dem Abstande zweier Pmktmengen {P} und { Q) versteht 
man die untere Gtrenze aller mSglichen Abstande PQ , also erne bestimmte 
Zabl d ^ 0. Es ist ntltzlicb festzustellen, dafi diese untere Orenze d ein 
redles Minimum ist, wenn die Mengen {P}, { Q) dbgeschlossen sind, mit 
anderen Worten, dafi es dann wirklich zwei diesen beiden Mengen an- 
gehbrige Punkte P', Q' gibt, fQr welche P'Qf — d ist. 

Urn dies nacbzuweisen, bemerke man zunacbst, dafi auf Grand der 
Bedeutung yon d als untere Qrenze aller moglichen PQ aus den Mengen 
{P}, { Q) sicb zwei Folgen (P v ) f (Q v ) so herausheben lassen 1 ), dafi: 

( 4 ) 

Die Punkte P v haben mindestens einen Haufungspunkt P', die Polge (P r ) 
enthalt also eine Teilfolge (P^), derart, dafi: 

(5) lim P r P m - 0. 

Aucb die Punkte Q m * (y —> 0,1,2,...) haben mindestens einen Sdufungs- 
punkb Q', die Folge ((L ) enthalt also erne weitere Teilfolge(Q ), derart, 
dafi: 

(6) bmfl'ft.,-0, 
und zwar ist dann aucb: 

(7) lim FPl - 0, lim P7Ql_ - d. 

Nun ist: 

|F<p- Kj .,I -1(Fo'-P^') + (^J’~ | 

und daber fttr v —► oo mit Benutzung yon Gl. (6) und (7): 

PV- lim P^Q n -d. 

1) Die Element® der Folgen (P r ), ($,), wie auch der weiterhin mit (P m „), 

{Q* ¥ ) bezeiehneten branchen nioht alle voneinander veraohieden an sein, kflnnen 
aucb teilweiae Oder durohweg die Bedentnng von P' bzw Q' haben. 
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Dabei ist ofFenbar stets d > 0, solange P'4" Q'> d h. falls die beidei 
Punktmengen keinen gemeinsameh Punkt haben, also: 

Zwei abgeschlossene Punktmengen ohne gemeinsamen Punk 
haben stets einen bestimmten von Null verschiedenen Minimal 
absiand 

4. Zn den Definitionen von Absatz I der vorigen Nummer, welcbt 
nrit den in § 1, Nr. 6 (S 7) fflr reelle Zahlenmengen (bzw. § 3, Nr. 4 
S 22 ; flir lineare Punktmengen) gegebenen vollkommen tlbereinstimnien 
treten jetzt noch die folgenden lirnzu: 

I. Jeder Mengenpunkt, d. h zur Menge {#',*/'} gehfirige Punkt lieiB! 
mnerer Punkt oder Innenpunkt der Menge, wenn er eme aus lauter Mengcn- 
punlien bestehende Umgebung besitzt 

II. Jeder Nichtmengenpunkt, d. h mcht zur Meuge { x, y } gehSrige 
Punkt {x, y ) heiflt aufierer Punkt oder Aufienpunkt der Menge, wenn ei 
eme von MengenpunJden vollstandig freve Umgebung besitzt. 

Ill Jeder Punkt, der weder Innenr, noch Aufienpunkt der Menge ist, 
lieifit RandpunJet der Menge (gleicbgtiltig, ob er selbst zur Menge ge- 
hort oder nicbt). Unter diese Definition fallen folgende drei Kategorien 
von Punkten 1 2 ): 

a) Jeder Punkt, dessen Umgebung sowohl unendlich vide 
Mengenpunkte als Nichtmengenpwnkte enthalt (mag er selbst zur 
Menge gehoren oder mcht) 

b) Jeder isolierte Mengenpunkt, d h jeder Mengenpunkt, 
dessen Umgebung ausschhefilich aus Nichtmengenpunkten bestelit 

c) Jeder Nichtmengenpunkt, dessen Umgebung ausscMiefilich 
aus Mengenpunkten bestelit s ) 

Die Menge der RandpunJcte bezeichnen wir als den Rand, die Be- 
randung oder Begrerusung der Menge 

IV.. Eine ebene Punktmenge heiBt eusammenhangend, wenn nach An 
nahme jedes (beliebig klein zu denkenden) s > 0 zu jedem beliebigen 
Paare von Mengenpunkten P nnd P' eine endliche Anzabl von Mengen¬ 
punkten P lf P a ,. .., P y vorhanden ist, derart, dafi jeder der AbstBude 
PP 1} PjPj, . ., P V P' kleiner als e ausfallt. Da eine solche Menge keine 

1) Man kann der Definition auch die folgende, alle drei Kategonen umfaswnde 
Form geben: Randpunkt heifit jeder Punkt, ffir den jede Umgebung (NB den 
fraglichen Punkt mit eingereobnet) mindestens je einen Mengen- und Nichtmengen¬ 
punkt enthalt 

2) Besteht z. B. die Menge { x\ y } aus den Pnnkten einer Kreisflaohe mit 
Ausechlufi des MtttelpunJeteSy so ist diesor ein Randpunkt der Kategorie o). Die 
Periphenepunkte sind in jedem Falle Randpunkte der Kategorie a), mflgen sie znr 
Menge gehflren odor niclit 
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isolierten Punkte enthalten kann, so ist sie allemal tn sich dicht und daher, 
wenn sie ilberdies abgeschlossen ist, perfekt 

V. Erne msammenhangende abgeschlossene Menge ohne mnere Punl te 
bezeichnen wir als em bniehhaftes Kontmuum x ) 

VI Eine Menge , die nur aus Innenpunkten besteht (also ihre Band- 
puhkte nicht enthalt), soli tnnerlich mtsammenhangend heiBen, wenn je 
zwei ihrer Punkte sich durcb eme gebrochene Linie verbinden lassen, 
die ganz aus Innenpunkten besteht Wir bezeichnen eme- solche Menge 
als flachenhaftes oder eweidimensionedes Kontmuum oder als eusa/mmen- 
hangenden (sc zweidimensionalen, stetigen) Bereich S3, auch schlecht- 
hin als ein Gebiet Wird eiuem solchen Bereiche die Berandung der Innen- 
punkte hinzugeftigt, so heifit er abgeschlossen, dagegen offen in dem zuerst 
betrachteten Falle 9 ) 

5 Der Band ernes (offenen oder abgeschlossenen, lm Endlichen ge- 
legenen) Bereiches S3 bildet stets eine abgeschlossene Menge; denn jeder 
Haufungspuhkt von JRandpunkten kann weder Innen-, noch Aufienpunld 
sein, ist also ein Bmdpunkt 

Ist der Bereich abgeschlossen , so besitzt er nur solche Bandpuhkte 
(vgl Fufln. 2), m deren (beliebig kleiner) Umgebung sowohl Innen- als 
Aufienpuhkte in unendlicher Menge, also auch Randpunkte liegen miissen; 
denn, ist A em Aufien-, I em Innenpunkt, so muB die Strecke AI min- 
destens einen Bandpunkt enthalten. Da namlich zu A eine nur aus 
Aufienpunkten , zu I eme nur aus Innenpunkten bestehende Umgebung 
gehort, so besteht das Anfangsstuck der Strecke AI aus lauter Aufien-, 


1) Unter diese Definition f&llt offenbar jede Strecke, anoli jede endliche An- 
zahl sioh aohneidender Strecken, jede un Endlichen verlaufende Kune, wie sie 
die analytisohe Geometric zn behandeln pflegt (Ellipse, Lemmskate, Antroide), 
jeder begrenzte Bogen einer analog geaxteten, ms Unendliche sioh erstreokenden 
Kurve (Parabel, Hyperbel, Zjkloide) sowie jede m einzelnen Ponkten znsammen- 
h&ngende Verbindnng soloher Kurven mitemander and mit Strecken 

Dooh reiobt jene Definition sehr Tiel welter and amfafit auch Panktmengen, 
die von der landl&afigcn Yorstellang einer Kune sehr weit entfernt smd. Als 
emfaohes Beispiel dieser Art sei an das in Fofin 1), S 68 besohriebene Gebilde 
ermnert, welches zn emem hmehhaften Kontmuum un Sinne der Definition V wird, 
wenn man (statt, wie a. a. 0, fttr x ™ 0 nnr y ™ 0 zn setzen) noch die ganze 
Strecke 01 der positiven y-Aohse (alB Menge der H&ufungspuhkte, n&inlioh aller 
Stellen mit den Eoordinaten x — 0 and 0 <1 y £ 1) hinzufflgt. 

2) Besitzt der offene Bereich einen Bandpunkt der Kategorie o) (vgl. das 
Beispiel in Fofin. 2 der vorigen Seite), so ( wird dieser fflr den entspreohenden ab- 
geschlossenen Bereioh znm Innenpunkt, soheidet also ans der Berandung vollstftndig 
aus. Aaoh kann ein (offener oder abgeschlossener) susammehhdngender Bereich 
niemals einen isoherten Bandpunkt der Eategone b) beBitzen, also, wenn er ab¬ 
geschlossen ist, tberhanpt Icemen isoherten Punkt znm Bandpuhkt haben. 
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das Endstiick aus laater Innenpunkten Das erstere mnfi dann einen 
bestimmten Endpunkt besitzen, der weder Innen- noch Aufienpunkt sein 
kann, also ein JRandpunki ist. Da biemacb jeder Rcmdpunkt sich als 
Hdufungspunkt von Randpunkten erweist, so ist die Menge der letzteren 
stets in sich dichi. DarfLber binaus IaBt sich aber zeigen — nnd zwar 
gilt dies auch flir offene Gebiete — dafi die Menge der Randpunkte eines 
im Endlichen liegenden Gebietes stets ein linienhaftes Konfinuum enthalt, 
welches ein ins UnendUche sich erstreckendes Aufiengebiet von den iibrigen 
Funkten der Ebene, denen auch das fragliche Gebiet angehort, vollstandig 
trennt, derart, dafi jede gerade oder gebrochene Linie, welche einen Punkt 
jenes Aufiengebietes mit einem solchen der iibrigen Menge verbindet, min- 
destens einen Pnnkt jenes Unienhaften Kontinuums enth&lt. 

Besondere Wichtigkeit fflr die Fnnktionenlehxe besitzt hierbei der 
Fall, dafi das letztere die gesamte Ebene in genau gwei getrennte Gebiete 
zerlegt, nnd somit die Feststellung von Bedingungen, nnter welchen dieser 
Fall mit Sioherheit eintritt. Um eine zweckmafiige Grundlage fflr die 
Behandlnng dieser Frage und den Beweis der znvor angefhhrten Tatsache 
zn gewinnen, beschaftigen wir nns zunachst mit einer besonders einfachen 
Gattnng Unienhafter KonHnua , die wir als Treppenpolygone bezeichnen. 

§ 9. Treppenwege nnd Treppenpolygone. — Zwelteilnng der Ebene 
dnrch jedes elnfache Treppenpolygon. 

1. Ein Rechteck hat die znvor bezeichnete Eigenschaft, die ganze 
Ebene in genau zwei getrennte Gebiete zn zerlegen: ein im Endlichen 
gelegenes inneres nnd ein sich ins UnendUche erstreckendes aufiercs. Dies 
laflt sich, falls man sich nicht auf die blofie Anschannng bernfen will, in 
folgender Weise begrttnden, 

Wir denken uns die Seiten des Bechtecks etwa horizontal und ver- 
tikal gestellt und machen den linken unteren Eckpunkt znm Eoordinaten- 
anfangspunkt. Ist a die Lange der horizontalen, b diejenige der vertika- 
len Seiten, so lessen sich die Punkte (as, y) der Ebene in folgende drei 
Elassen zerlegen, die wir als J-, A- und 22-Punkte bezeichnen, namlich: 


(1) 

J-Punkte fflr: 

0 < as < a, 0 < y < b, 

(2) 

A-Punkte fflr:' 

[0^a;^o, y < 0 oder y > b, 

{ x < 0 oder x>a, y bdiebig , 

(8) 

J2-Punkte fflr: j 

as — 0 bder x — a, 0 ^ y ^ b, 
0<as <o, y — Oodery — b. 


Sind J 0 = (as 0 , y 0 ) und J t = (x lf yj zwei beliebige J-Punkte, etwa 
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j; 0 < x 1 und daher: 

0<ar 0 <^<a, 0<{^}<6, 

so sind die Punkte (x, y) der Verbindungslinie von J 0 und *7J charak- 
tensiert durch die Beziehung: 

y - v<> + £' Iv • (* - *»), 

welche zeigt, dafi die Ordinaten der Strecke monoton zu- oder ab- 
nehmen, je nacbdem y 1 > y 0 oder y x < y 0 . x ) Ibre Werte liegen daher 
stets zwischen t/ 0 und y x , die Strecke J 0 J X besteht also ausschliefilioh aus 
J’-Punkten Daraus folgt, da ja zu jedem J-Punkte eme aus lauter J r -Punkten 
bestehende Umgebung gehort, dafi die e/-Punkte ein (zusammenhangen- 
des) Qebiet bilden, das tiberdies auf Grund der Bedingung (1) im End- 
lichen liegt. 

Analog, mit dem emzigen Unterschiede, dafi nach Bedarf an die 
Stelle der geraden Verbindungslinie eine gebrochene tritt, lafit sioh zeigen, 
dafi auch die -4-Punkte ein Qebiet bilden, das sich aber auf Grund der 
Bedingungen (2) ins UnendUche erstreckt. 

Um schliefilich nooh festzustellen, dafi diese beiden Gebiete durch 
die Menge der 2?-Punkte (d. h. die Rechteckseiten) vollstandig getrennt 
werden, ist zu zeigen, dafi die Verbindungslinie jedes beliebigen J- und 
jd-Punktes emen R-Punkt enthalt. Hierzu bemerken wir zunachst, dafi 
jede vom Nullpunkt durch einen beliebigen J"-Punkt gezogene Gerade 
noch eine der beiden nicht im Nullpunkt zusammenstofienden Rechteck- 
seiten schneidet. Die Punkte (x, y) einer solchen Geraden werden durch 
eine Gleichung von der Form bestunmt: 

y=^px } wop>0. 

Ist nun p < so wird fttr x > 0: 

y < ■ x f also: y < b flir x — a, 

der auf der Geraden y =*px liegende Punkt (a, y) ist somit ein 22-Punkt. 
1st dagegen p > -j, so hat man: 

x — y y<^-y, also: x < a- fflr y — b, 

so dafi jetzt der auf der Geraden liegende Punkt (x, b) ein R-Punkt ist. 
Im Falle p =■> geht die fragliche Gerade durch den Eckpunkt (a, b). 

1) Der Fall y t — y 0 , ezledigt sioh ohne weiterea, ebenao der Fall 

•^i “ ®o i Vi 4“ Vo • 
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Da dieses Ergebms von dem Nullpunkt auf jeden beliebigen anderen 
Eckpunkt dbertragen werden kann, so folgt zunachst, daB jede von einem 
Eckpunkt durch einen J-Punkt gezogene Gerade noch einen weiteren 
ii-Punkt enthalt 

Zieht man jetzt durch einen beliebigen J-Punkt (z 0 , y 0 ) die Horizon- 
tale y =» y 0 und die Vertikale x — x 0 , so liegen auf der ersteren die bei- 
den JS-Punkte (0, y 0 ) und (a, y Q ), auf der letzteren die beiden R-Punkte 
(x Q , 0) und (x 0 , 6). Zugleich wird das Rechteck durch diese beiden Ge- 
raden in vier Teilrechtecke mit dem gemeinsamen Eckpunkte (x ot y 0 ) 
zerlegt Eine jede von dort aus etwa in der Richtung der wachsenden 
x gezogene Gerade muB also einen iJ-Punkt enthalten. Das gleiche gilt 
von deren Verlangerung fiber den Punkt (x 0 , y 0 ) hinaus Somit enthalt 
jede durch emen J-Punkt (x 0 , y 0 ) gezogene Gerade nwei zu verschiedenen 
Seiten von ($ 0 , y Q ) liegende R-Punkte. 

Wird jetzt lrgendein A-Punkt (® n y ± ) mit einem beliebigen J-Pnokt 
(x 0f y 0 ) geradlinig verbunden, so folgt aus dem Gesagten, daB die Ver- 
bindungsstrecke einen i2-Punkt enthalten mufi. 

Damit ist die zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene Behauptung 
nunmehr vollstandig bewiesen. 

2 Wird an em Rechteck ein zweites so angesetzt, daB es mit dem 
ersten langs einer Seite ganz 1 ) oder teilweise zusammenhangt, so entsteht 
nach Entfemung des gemeinsamen Seitenstttcks eine treppenfbrmige Be- 
grenzung, welche geradeso wie jedes der emfachen Rechtecke die Ebene 
in zwei getreunte Gebiete zerlegt (s Fig 1) Denn bei dem angegebenen 

Verfahren wird lediglioh ein ge- 
wisser Gebietsteil, das Innere des 
zweiten Rechtecke, dem AuBenge- 
biete des ersten entzogen und mit 
dessen Innengebiete vereinigt Das 
analogs findet statt, wenn man an 
das erste oder zweite der beiden vereinigten Rechtecke em drittea, an eins 
von diesen em viertes ansetzt usf., immer in der Weise, daB jedes neu 
angesetzte nur mit einem eimigen der bereits vorhandenen, nioht gleich- 
zeitig mit einem der anderen zusammenhangt (s. Fig. 2). Wir bezeiebnen 
die auf diese Weise entstehende, aus alwechsdnd horieontalen und verti- 
Icalen Strecken zusammengesetzte geschlossene Figur als ein einfach ge- 
sekiossenes (ktirzer einfaches) Treppenpolygon. Die bei dem ersten dieser 
Schritte angewendete SohluBweise zeigt dann, daB ein auf die beschriebene 

1) In diesem Falle werden die beiden anemander atoBenden Seiten auadniok- 
lich verachieden lang angenommen. 



Fig. 1. 
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Art hergestelltes Treppenpolygon die Ebene in zwei getrennte Gebiete, ein 
inneres und ein aufieres zerlegt. Nun kann man aber ein (einfach. ge- 
schlossenes) Treppenpoly- i jp 

gon auch in der Weise 
herstellen, dafi man eine 
im iibngen vollig will- 
kiirlich zu denkende, aus 
lauter rechten Winkeln 
bestehende Ziokzacklinie 
konstrmert, die von ir- 2 

gendeinem Punkte anfangend schliefilich zu diesem zuriickfQhrt, ohne je- 
mals zuvor emeu ibrer Punkte wieder erreicht zu haben. 

Es entsteht die Frage, ob auch ein solchee „beliebiges“ Treppenpdly- 
gon stets die oben bezeichnete Eigenschafb besitzt. Diese Frage mag auf 
den ersten Bliok trivial und ihre Bejahung eelbstverstandlich ersohemen. 
Dafl dies aber keineswege der Fall ist, wird sofort ersichtlicb, wenn man 
bedenkt, welch aufierordentlich verwickelte Gestaltungen hier moglich 
sind. Ein Bolches Treppenpolygon kann einen so irrgartenahnlichen An- 
blick darbieten, dafi die Anschauung, selbst wenn man sie als ausreichen- 
des Beweismittel gelten lassen wollte, bezilglich der Unterscheidung eines 
„Inneren u und „Aufieren“, abgesehen von den in einer gewissen Nahe der 
aufiersten Begrenzungen liegenden Gebieten, vollig versagt. Man wird also, 
will man sich nicht mit einem ganzlich in der Luffc schwebenden Analogie- 
schlusse begndgen, etwa darauf ausgehen mtissen, nachzuweisen, dafi jedes 
beliebig worgelegte Treppenpolygon auch in der zuerst beschriebenen Weise 
aufgebaut werden kann, und dieses Ziel ware im wesentlichen erreicht, 
wenn gezeigt werden kann, dafi umgekehrt jedes Treppenpolygon durch 
sukzessiveB Abschneiden von Bechtecken, deren jedes mit dem ttbrigen 
Eomplex nur langs einer Seite zusammenhhngt, sich schliefilich auf em 
evnzdnes Beckteck reduzieren lafit Hierbei stofit man aber sofort auf die 
folgende Schwierigkeit Beachtet man zunachst, dafi die Seiten eines 
Treppenpolygons durchweg paanoeise vorhanden smd, und dafi somit ihre 
Anzdhl, wie auch die damit flbereinstimmende der vorhandenen Ecken 
stets eine gerade sem mufi, so handelt es sich vor allem um die Fest- 
stellung, ob sich bei jedem Treppenpolygon mit 2m Ecken wirklich stets 
mindestens ein Beohteok findet, durch dessen Abschneiden das erstere auf 
ein solches mit 2 (nt — 1) Ecken reduziert wird. Dies ist namlich keines- 
wegs selbstverstandlioh In der Figur 3 z. B. ware es allerdings moglich, 
die fragliche Beduktion durch Abschneiden dee Rechtecks 1 oder 6 (s. die 
punktierten Linien) zu erzielen, wogegen ein Abschneiden der Rechtecke 
2, 3, 4 (b. die gestrichelten Linien) das Treppenpolygon zerstuckeln wtlrde. 
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Jjb ware nnn sebr wohl denkbar, dafi es Treppenpolygone geben kfinnte, 
bei denen der letztgemumte Sachverhalt durchweg yorliegt: das Gegenteil 

bedarf jedenfalls ernes auadriickliohen Bewei- 
ses. Dieser soli (behofs Herleitung eines wicb- 
tigen funktionentheoretischen Satzes) cm spar 
terer SteUe (a. § 56, Nr 4) wirklich durcbgeftihrt 
und daran ankniipfend auch gezeigt warden 
(a. a 0. Nr. 5), dafi jedes beliebige Treppenpo- 
lygon sieb in der bescbriebenen Weise auf- 
bcvuen lafit Bier sollen zunacbst nur gewisse 
yorbereitende Betracbtungen Platz finden, da 
sie zugleicb obne Benfltzung des soeben angekflndigten Ergebnisses den 
fraglicben Beweis dafELr liefem warden, dafi jedes Treppenpolygon die Ebene 
in zwei getrennte Gebiete zerlegt 

3. TJnter einem (offenen) Treppenioege versteben wir eine gebrocbene 
Linie, die aus paarweise recbtwinkbg anemander stofienden, jedocb keinen 
weiteren Punkt gemein babenden Streeken bestebt. Diese letzteren, die 
man obne Bescbrankung der Allgemeinbeit als abwecbselnd horizontal 
und ve/rtiJcal annebmen kann, sollen als Seilen, die Punkte, m denen zwei 
Seiten zusammenstofien, als Ecken des Treppenweges bezeicbnet werden. 

Bezieht man die Punkte des Treppenweges auf ein recbtwinkliges, 
zu den Seiten parallel gestelltes Koordinatensystem und bedient sicb der 
Schreibweise (x v ‘ • x • • • a r+1 ) bzw. (y„ • ■ y • • t/, +1 ), um auszudriicken* 
dafi x bzw. y bestdndig wachsend oder dbnehmmd das Interyall [#„ aj r+1 ] 
bzw. [y„, t/ r+1 ] durohlaufb, so lafit sicb, falls man etwa einen Treppenweg 
betracbtet, der mit einer Borizontdlen beginnt und mit einer Vertikalen 
endigt, die Gesamtbeit Beiner Punkte in folgender Weise anscbreiben: 

y- Vo 

y 0 ' -y -yi 

y = yi 

yi y • • • 

y - y n -1 

y „-i *■y y n 

Bedeutet (x r , y’) einen beliebigen Punkt des Treppenweges, so kann 
ftir die tlbngen Punkte zwar noob beliebig oft x den Wert ebenso y 
den Wert y' annebmen, dagegen kann das Wert epaar {x' } y') kein zwei- 
tes Mai yorkommen 


x 0 • x • • Xi 
x — x x 

X l -'X-‘’X i 

x=»x t 

-1 ■*■■•** 
x = x n 


\ 




j rr 



5 

f 












Nr 4 5 


71 


§ 9 Treppenwege and Treppenpolygone 

4. Die Ecken , welche bei Treppenwegen auffcreten, lassen sich zu- 
nachst nach dem folgenden rein geometrischen Gesichtspunkte in zwei 
verschiedene Gruppen teilen Durchlaufb man einen Treppenweg von einein 
beliebig gewahlten der beiden auflersten Punkte anfangend, also in einem 
nach getroffener Wahl nnnmehr eindeutig bestimmten Fortschreitungs- 
sinne, so sollen die emzelnen Ecken ale solche erstei' oder eweiter Art 
bezeichnet werden, je nachdem man bei der Umlaufhng den Winkel von 
90° (s. Fig 4, I) oder denjemgen von 270° (s. Fig. 4, II) shut Linken hat. 



if’ig. 4. 

Diese Bezeiohnungen sind offenbar lediglioh relative : jede derselben geht 
in die andere fiber, wenn man die Durohlaufung des Treppenweges in ent- 
gegengesetztem Sinne vornimmt. 

Um die vorstehende rein geometrisch definierte Einteilung auch a/rith- 
metisch zu charakterisieren, bemerken wir folgendes: Eine Ecke entsteht 
beim tTbergange von der horieontalen, also x-Richtung, in die vertikale, 
also y-Richtung, oder umgekehrt. Hiemaoh wollen wir die Ecken im ersten 
Falle als xy-tfbergange, im meiten als yx-t)bergange bezeichnen. Anderer- 
seits konnen in der Nachbarschafb eines solchen Bberganges x und y in 
gleichem oder in entgegengesetetem Sinne sich andern, und es soli, je nach¬ 
dem das erstere oder das letztere der Fall ist, der betreffende tfbergang 
als gleichstimmig oder ungleichstimmig bezeichnet werden. Alsdann ergibt 
sich, dafi die znvor gegebenen Begnffsbestimmungen auch duroh die fol¬ 
genden ersetzt werden kfinnen: 

Ecken j Gleichstimmige #t/-tfbergange (s. Fig. 4, I: A lt A a ) 

erster Art i Ungleichstimmige ytf-tTberg&nge ( dgl. : A if A a ) 

Ecken j Ungleichstimmige ay-tTbergange (s. Fig. 4, II B x , B a ) 

zweiter Art l Gleichstimmige ya-tTbergange ( dgl : B i} B t ) 

Ecken derselben bzw. verschiedener Art sollen als gleichartig bzw. un- 
gleichartig bezeichnet werden 

5 Andern sich x und y bei Durchlaufung des Treppenweges durch- 
weg monoton (und zwar gleichgtUtig, ob in demselben oder in entgegen- 
gesetztem Sinne), so soli auch der Treppenweg monoton heifien. Er hat 
dann entweder lauter gleichstimmige oder lautetn ungleichstimmige Ecken, 
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also in bestandiger Abwechselnng solche erster nnd ewetter Art: er ver- 
lauft „treppenforniig“ im gewohnlichen Sinne. 

1st der Treppenweg kein monotoner, so mufi wemgstens erne der bei- 
den Yeranderlichen x, y mindestens «'nmal vom Zunehmen zum Abnehmen 
flbergehen oder umgekehrt, also mindestens ein (relatives) Maximum oder 
Minimum aufweisen. Es moB also mindestens emmal eme unmittelbaie 
Aufeinanderfolge einer gleichstimmigen xy- nnd einer ungleichstimmigen 
ya:-Ecke (bzw. yx- und #t/-Ecke), also zweier gleichartiger Ecken a of-, 
treten. Eine solche Folge zweier gleichartiger Ecken soli schlechthin als 
Eckenfolge, ihre Yerbindungslime als Ruckkehrseite bezeichnet werden 

Es seien nun C, C die Ecken einer solchen Eckenfolge und es werde 
zunachst vorausgesetzt, dafi die zu einer dieser beiden Ecken, etwa C, 
benachbarte Ecke naher an C' liegt, als die zu C benachbarte Ecke 1 ) an 
C Die zu C' benachbarte Ecke ist entweder mit G ungleiehartig oder 
gleichartig, und zwar soli itn letzteren Falle angenommen werden, daB 
dftTin wenigstens die nachstfolgende Ecke mit G ungleiehartig ist 9 ) In 
jedem dieser beiden Falle wird eine von der mit C ungleichartigen Ecke D 
zur RflckkehrBeite GG' gezogene Parallels die bei G anstofiende Seite in 
einem Pu nkte B treffen (s Fig. 5, 1 und U) Alsdann soil der Linienzug 
BCC'D bzw BCC'C"D ein einfaches Endstiick und, falls kerne andere 
Seite des Treppenweges in das Innere des Rechtecks BCC'D bzw. BGC'C" 
eintritt oder mit der Strecke BD ein Stfick gemein hat, ein freies (ein¬ 
faches) Endstiick des Treppenweges heifien. Man kann, wenn einer dieser 
Falle eintritt, bei Durchlaufong des Treppenweges, ohne diesen im flbrigen 
abzuandern, das Wegstflck BCC'D bzw. BGG'C"D dadurch ausschalten, 
dafi man es duroh den kiirzeren Weg BD ersehst. Fiir diese Operation 
wollen w ir die Bezeichnu ng einffihren: man konne das freie Endstiick 
BCC'D bzw BCC'C'D mit Hilfe des „ Querschmttes u BD von dem 
Treppenwege dbschneiden Hierbei kommen in dem durch Fig. 5, I dar- 
gestellten Falle die gleichartigen Ecken 0, C' und die mit diesen ungleich- 
artige Ecke D in Wegfall, w&hrend eine mit den beiden erstgenannten 
gleichartige Ecke bei B neu hinzutritt: der Treppenweg verliert also im 
ganzen ein Poor ungleichartiger Ecken Im Falle der Figur 5, II ver- 
schwinden die drei gleichartigen Ecken C, C', C" und die damit ungleich- 
artige D f wfihrend andererseits %wei mit jenen ersteren gleichartige Ecken 


1) An die Stelle dieser Ecke kann eventuell anch ein Endpiinkt des Treppen¬ 
weges treten 

_ 2) Diese Annahme ist notwendig, wenn anschlieDend an die Rflckkehrseite 

OC ein ,/retes Endstiick 11 (s die folgenden zwei S&tze des Textes) zum Vorschem 
kommen soli. 
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Satz I. Wvrd von einevn Treppenwege ein freies Endstuck db- 
geschmtten, so verliert er ein Paar oder zwei Paare ungleiehr 
artiger Ecken 

6. Im Ansohlufi an die Figuren 5 moge noeh daraaf hingewiesen 
werden, dafi in dem durch Figur 5,11 charakterisierten Falle anch bei 
der EtLokkehrseite CC' ein freies Endstiick rorhanden ist, welches an 
Stelle des zuvor horizontal abgeschnittenen duroh ernen verhkalen Schmtt 
(s. die punktierte Lime) abgetrennt werden kann Das gleiohe findet bei 
Fig. 5, IV statt, wahrend man im Falle von Fig 5, V, statt das Doppel- 
endsthok durch einen honzontalen Schnitt abzutrennen, auch die beiden 
einfachen, an die Rtickkehrseiten CC r and C' C" sich anschliefienden End- 
stiicke durch vertikale Quersohnitte abschneiden kann. An dem Bestehen 
des Satzes I wird durch diese Modifikationen nichts geandert 

Bei den eben betrachteten Beispielen Bind die vertikal abzuschnei- 
denden Endstttcke so gelegen, dafi sie vollstandig in die horizontal abzu- 
schneidenden hineinfallen und daher gleiehzeitig mit diesen auch be- 
seitigt werden Andererseits kann aber auch der Fall eintreten, dafi solche 
Endstlicke sich nur teUweise decken, und dafi man daher lediglich die 
Wahl hat, zunachst das erne oder das andere abzuschneiden (s Fig. 5, VI) 
7. Satz 11 Em horizontal begmnender und ebenso endigen- 
der t nicht monotoner Treppmweg , der zicei beliebige Punkte 
(x 0 , y 0 ) und (X, Y) verbmdend ganz im Innern des von den Ver- 
tikalen x — x 0 und x —■ X begrenzten Parallelstreifens verlduft, 
lafit sich durch sukzessives Abschneiden freier Endstiicke m einen 
jene beiden Punkte verbmdenden monotonen Treppenweg vet'- 
wandeln, der sich im Falle y 0 •= Y auf emc honzontale Qerade 
reduziert 

Beweis. Da der Treppenweg nicht monoton sein soli und somit 
rpindestens eme Buckkehrseite enthalt, so lafit sich zunachst die Existenz 
mindestens ernes freien Endstuckes erweisen. 1st nur eine einzige Riick- 
kehrseite voihanden, so mufl die sie begrenzende Eckenfolge zwei mit lhr 
ungleichartige benachbarte Ecken 1 ) haben: andernfalls wiirde ja eine wei- 
tere Eckenfolge, also auch eine weitere Buckkehrseite zum Vorschein kom- 
men. Jene eine Rhckkehrseite liefert daher jedenfalls em Endstuck, und 
zwar ein freies, also durch einen Querschmtt abtrennbares. Zunachst kann 
jedenfalls keiner der beiden Endpunkte (x 9f y Q ) und (X, Y) im Innern 
dieses Endstiicks oder auf dem Quersohnitt liegen Denn da der Treppen- 

1) 1st eine Eiickkehrsette vorh&nden, bei welcher em Endpunkt des Tieppen- 
weges die Stelle einer benaohbarten Ecke veitritt r so inlflte das die erste oder 
letzte Vertikdle des Ti eppenwegee sein Han Uberzeugt sich leicht, daB eine solche 
BOckkchr8ette niemals als nnztge auffcreten kann 
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weg ganz im Innem des Parallelstreifens x — x 0 , x = X verlauft, so ge- 
ntigen die Abszissen cdler Punkte des Treppenweges auBer den End- 
punkten, wenn etwa £ 0 < X angenommen wird, der Bedingung x 0 < x<. X 
Trate nun irgendein Teil des Treppenweges in das Inn ere des Endstflcks, 
so kann er dort keineBfalls aufhoren, er m&Bte also sicker einmal um- 
Tcehren, was die Existenz ewer weiteren Riickkehrseite nach sich ziehen 
wtlrde 

Enthalt der Treppenweg mehrere Ruckkehrseiten , so mufl es unter 
diesen eine oder auch mehrere einander gleiche kurzeste geben Dann 
liefert jede solche hurzeste Rflckkehrseite CC' ein freies Endstuck. Ge- 
horen namlich zu den Punkten C und C' nicht gleichweit von lhnen ent- 
fernte Nachbarecken, so mu£, wenn etwa die zu C' benachbarte Ecko 
die naher gelegene ist ; einer der beiden durch die Figuren 5, I und II 
charakterisierten Falle eintreten 1 ), und das hierbei sich ergebende End- 
sfoick muB ein freies bleiben, da ja bezhglioh ernes etwaigen Eindringens 
eines der Endpunkte des Treppenweges die zuror bereits erorterte Un- 
moglichkeit bestehen bleibt, andererseits auch kein anderer Toil des 
Treppenweges in das Innere jenes Endstilcks eintreten Oder mit dem ab- 
schliefienden Querschmtt ein Stflok gemein haben kann ; ohne die Existenz 
einer noch kurzeren Riickkehrseite (d. h. < CC') nach sich zu ziehen. 
Liegen dagegen 0 und C' von ihren Nachbarecken gleichweit entfemt, bo 
muB ein Endstiiok von emer der Formen Fig. 5, DI—V resultieren 2 ), das 
dann auch wieder aus den unmittelbar zuvor angefQhrten Griinden ein 
freies bleiben muB 

Somit ist zunachst gezeigt ; dafi jeder nicht monotone Treppenweg ein 
oder mehrere freie EndstUcke enthalt. Werden diese abgeschnitten, so ist 
der iibrigbleibende Treppenweg (d. h derjenige, der aus dem urspriing- 
hchen dadurch entstanden ist, daB die abgeschnittenen Wegsthcke durch 
die entsprechenden Querschnitte ersetzt sind) entweder monoton , oder ei 
besitzt noch ein oder mehrere freie Endstticke, die dann wieder wie zu¬ 
vor abgeschnitten werden konnen. Fahrt man in dieser Weise fort, so 
muB, da ja der ursprtLngliche Treppenweg nur eine endliohe Anzahl von 
Ecken besaB und durch das Abschneiden eines freien Endstilcks jedesmal 
ein Eckenpaar verloren geht, nach einer endlichen Anzahl von Operatio- 
nen der Fall eintreten, dafl es unmoglioh ist, weitere Ecken zu beseitigen, 
dafi also auch kerne Riickkehrseite mehr vorhanden sein kann, der Treppen- 

1) Es kann nicht etwa an Stelle de« m Fig 6, II dargestellten Yerlaufs der 
Treppenweg beim Pnnkte D nach oben abbiegen, da ja auf diese Weise eine 
BUckJcehrsate DO" ■< OC* entstehen wtlrde. 

2) Bezlighch der in Fig 6, IV and V dargestellten Fillle gilt eine analoge 
Bemerkung, wie die in der vorigen FuBnote enthaltene 
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weg somit ein monotoner geworden ist. Dabei bleiben die Endpunkte 

Vo)> Y) a ^ s solehe unverandert, der Treppenweg reduziert sieh 
also auf ihre horizon tale Verbindungslinie, falls y 0 = T 

8 Satz III. Der im vongen Lehrsatz charaktensierte Treppen- 
weg zerlegt den von den Vertikalm x «= x 0 und x = X begrenzten 
ParaUelstreifen m zwei getrennte Gebiete, ein „oberes {t und etn 
nunteretf*. 

Be we is Der ausgesprochene Satz gilt zunachst, falls der Treppen¬ 
weg ein monotoner ist, wie man unmittelbar erkennt, wenn man den 
letzteren aus einer Horizontalen, welche den Parallelstreifen in ein „oberes“ 
und ein „unteres“ Stiick (eharakterisiert durch die beiden sich aus- 
schliefienden Bedingungen y > y 0 und y < y 0 ) zerlegen wtirde, durch 
sukzessives Ansetzen treppenformig gelagerter Rechtecke entstehen lafit 
(vgl. Nr. 2 und insbesondere Fig 2, I, S 69). 

Nun kann nach Satz II jeder Treppenweg der vorliegenden Art durch 
Abschneiden freier Endstiicke auf einen monotonen reduziert werden. Er 
l&fit sich daher auch umgekehrt aus diesem letzteren durch Ansetzen 
jener Endstiicke wieder herstellen Wird also angenommen, dafi der frag- 
liche Satz ftlr irgendeinen Treppenweg t der bezeichneten Art gilt, und 
sodann gezeigt, daB aus dieser Voraussetzung seme Giiltigkeit ftlr jeden 
aus t durch Ansetzen eines freien Endstuckes entstehenden Treppenweg 
resultiert, so ergibt sich durch vollstandige Induktion seine Allgemein- 
gtiltigkeit. 

Sei also t ein Treppenweg, welcher den Parallelstreifen in zwoi ge¬ 
trennte Gebiete zerlegt Sind dann P und P 1 zwei innere Punkte des einen 
Gebietes, etwa des ciberen } so lassen sie sich mdglicherweise durch eine ge- 
rade, jedenfalls aber auf unendlich yiele Arten durch gebrochene, ganz aus 
Innenpunkten bestehende Linien verbinden Mit Rticksicht auf das folgende 
wollen wir .von alien diesen mogliohen Verbindungen eine ganz besonders 
hervorheben. Wir denken uns von Pans die nachabwarts gerichtete Verti- 
kale gezogen, so muB diese den Treppenweg t m einem bzw. in einem ersten 
Punkte P' treffen Sollte P x auf PP' oder auf der nach oben genchteten 
Verl&ngerung von PP' liegen, so mag die Strecke jPP 1 als die in Frage 
stehende Verbindung gelten. Wenn nicht, so wird die von Pj aus abwarts 
gerichtete Yertikale den Treppenweg gleichfalls in einem bzw. in einem 
ersten Punkte P x ' treffen } der von P t verschieden ist Wird dann das 
zwischen den Punkten P' und P 1 / liegende Stiick von t mit (t) be- 
zeichnet, so bildet der Linicnzug PP , (t)P l / P 1 einen die Punkte P und 
Pi verbindenden Treppenweg, der sich folgendermaBen in einen ganz aus 
Innenpunkten des oberen Gebietes bestehenden umformen lafit. Es sei d 
eine positive Zahl, die hdchstens so grofi ist wie die kleinste Seite und 
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der kleinste Abstand zweier parallelen Seiten yon t, auch hochstens so 
grofi wie jede der Strecken PP', P x P/ und ibre kleinsten Abstande von 

etwa zwischen ihnen liegenden Vertikalseiten von t Wird jetzt d'< — 

angenommen, so lafit sicb dem Treppenwege (t) ein aas Innenpunkten 
des oberen Gebietes bestehender, un Abstande S' parallel zu den Seiten 
von (t) verlaufender Treppenweg (t) zuordnen, der die Strecke PP' lm 
Punkte P", die Streeke P X P/ im Punkte P t " treffen mag. Alsdann bildet 
der durcbweg aus Innenpunkten bestebende Treppenweg PP"(t)P 1 " P t 
die fragliche Verbindung der Punkte P und P x 

Nun werde der Treppenweg t durob Anseteen eines freien Entstuckes 
in einen (gleicbfalls im Innem der vertikalen Grenzlinien x =» a; 0 und 
x «=* X verlaufenden) Treppenweg t' iibergeffibrt, also in der Weise ab- 
geandert, dafi man entweder em Stuck einer Seite (s. Fig 6, la, Ilia, IVa) 
oder erne game Seite (s Fig. 6, II a, Va) 1 ) durcb einen mit dem Treppen- 
wege t sonst nirgends zusammenstofienden, aucb die Grenzvertikalen nicbt 
beriihrenden gebroobenen Linienzug ersetzt, der mit der ausgescbalteten 
(notigenfalls verlangerten) Strecke zusammen ein JRechteck bildet. Dann 

Ja Ufa IFa JTa Va 


Cr .-i c' Cr . iC’ C: . C r.. -\C' Cr . -~\C‘ 



Fig. 6. 


lafit sicb zeigen, dafi aucb der Treppenweg t' den Parallelstreifen in zwei 
getrennte Gebiete zerlegt Halt man an deijenigen Orientierung fest, 
welcbe den Figuren 6 zugrande liegt, so werden, wenn man die aus- 
geschalteten (in den Figuren durcbstricbenen) Wegestttcke durcb die neu 
hmeutretenden (in den Figuren gestricbelten) ersetzt, die Innenpunkte des 
betreffenden Rechtecks dem oberen Gebiete entzogen und dem (jenseits 
jener ausgescbalteten Wegestttcke beginnenden, also) unteren Gebiete 
hinzugefttgt. Der Zusammenhang des letzteren wird durcb diese Ver- 
grSfierung nicbt alteriert, ebenso bleibt die Tatsacbe besteben, dafi auch 
der Treppenweg t' das untere Gebiet von den ttbrigen Punkten des 
Parallelstreifens vollstandig trennt. Ein Zweifel konnte nocb darliber be- 

1) Die Numerierung der Figuren and die Bezeichnung der einzelnen Eok- 
pnnkte entspricht genau denjenigen der Figuren 6, I—V, S 73, w&brend die 
Reibenfolge naob Maflgabe des hier rorliegenden Einteiluncrsprinzine &b<?e&ndft»+ i«fc 
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stehen, ob aucb der Zusammenhang des oberen Gebietes bei der fraghchen 
Operation stets gewabrt bleibt Um dies feetzuetellen, seien wieder P und 
Pj zwei beliebige, mcbt dem unteren Gebiete angehorige Innenpunkte 
des ParallelstreifenB. Liegen P und P t m derselben Yertikalen nnd ent- 
halt die Strecke PP X kemen Pnnkt des Treppenweges t', so ist die 
Frage des Zusammenhanges fiir sie eiledigt. In jedem andern Falls weiden 
wieder die von P nnd P* abwarts gencbteten Yertikalen den Treppenweg 
t' in je einem bzw. einem ersten Punkte P' und P/ treffen. Enthalt das 
zwischen P' nnd P x ' liegende Sttlck des Treppenweges t' keinen Bestand- 
teil der eingescbalteten Rechteckseiten (so dafi es also nut dem ent- 
sprecbenden Sttlck von t identisch ist), so bleibt (abgeseben von even- 
tuell erforderlichen Verkleinerung des frtiheren 8) der zuvor festgestellte 
Zusammenhang von P' und P/ unverandert. Enthiilt dagegen das be- 
treffende Wegestiick die eingeschalteten Rechteckseiten ganz oder teil- 
weise, so laBt sich die zuvor bei Betrachtung des Treppenweges t an- 
gegebene Eonstruktion eines 1 m Abstande 8' benachbarten Parallelweges 
auch auf diese neu hinzutretenden Teile ausdehnen, da ja deren auBere 
Nachbarschaft ausscbliefilich aus Punkten des frtlheren Obergebietes be- 
steht: man hat ledigkch bei der Bestimmung der zuvor mit 8 bezeich- 
neten Zahl auch die dort naher bezeichneten Abstande von den neu hin¬ 
zutretenden Bestandteilen des Treppenweges mit in Rechnung zu ziehen 
Hiernach bildet also auch die durch den Treppenweg t' von dem unteren 
Gebiet abgetrennte Punktmenge ein (zusammenhangendes) oberes Gebiet. 

Damit ist aber auf Grand der vorausgeschickten Bemerkungen die 
Gflltigkeit des ausgesprocbenen Satzes III allgemein bewiesen 

9. Ein (emfaches) Treppenpolygon erschemt m dem vorliegenden 
Zusammenhange als (einfach) geschlossener Treppenweg, d h ale ein 
solcher, bei dem Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Aus dem so- 
eben bewiesenen Satze ergibt sich nun mit Leiohtigkeit der folgende 

Hauptsatz Jedes Treppenpolygon % gerlegt die Ebene in 
ewet getrennte Gebiete, ein (im Endlichen liegendes) inner es und 
ein (ins Unendliche sich erstreckendes) aufieres 

Beweis Es werde vorlaufig angenommen, daB unter den horieontalen 
Seiten von % nur eine am tiefsten gelegen ist Wir macben ihre beider- 
seitige Yerlangerang zur Abszissenacbse, legen den Anfangspunkt 0 weit 
genug nacb links und wahlen zugleich eine Abszisse X. groB genug, dafi 
% in das Innere dee von den Vertikalen x — 0 und x — X begrenzten 
ParallelstreifenB f&llt Nun werde jene tiefste Horizontalseite von %, deren 
Eckpunkte mit A und JB bezeichnet werden mogen, ausgescbaltet und 
sodaup das auf diese Weise ge5fihiete X durch Hinzufhgung der Strecken 
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OA und BX in einen die beiden Grenzvertikalen des Parallelstreifens 
verbindenden Treppenweg fibergeffthrt Dieser zerlegt dann nach Satz Ill 
den Parallelstreifen in ein oberes und ein unteres Gebiet. Duroh Wieder- 
einscbaltung der Strecke AB zerfallt das letztere in die untere Htilfte 
des Parallelstreifens (vollstandig charaktensiert durcb die Bedinguugen: 
0 < x < X, y < 0) und als Restgebiet das Innere des Treppenpolygons X 
Durcb Beseitigung der beiden Vertikalen x =» 0 und x =— X, sowie der 
borizontalen Verlangerungen yon AB werden dann schlieBlich alle auBer- 
balb X gelegenen Punkte zu einem einzigen Aufiengebiete vereinigt. Damit 
ist der ausgesprocbene Satz zunachst unter der in bezug auf X gemachten 
Einschrankung erwiesen 

Betracbten wir jetzt ein Treppenpolygon X mit beliebig vielen auf 
gleiober Horizontale tiefstgelegenen Seiten, deren eine wieder mit AB 
bezeicbnet werden moge, so fiibren wir dasselbe durcb Ansetzen eines 
Rechtecks (mit beliebig kleiner HBhe) langs der Seite AB in ein solcbes 
fiber, welches der yon gen Bedingung genfigt und somit die Ebene in 
zwei getrennte Gebiete zerlegt. Dieses Ergebms bleibt aber besteben, 
wenn man das angesetzte Hilfsrecbteck wieder beseitigt, indem man seme 
Punkte (bis auf die Strecke AB) dem Aufiengebiete zuteilt 

Zusatz. Wird eine Durcblaufung des Treppenpolygons, die yon dem 
zuvor mit A bezeichneten Punkte in der Bicbtung AB beginnt, als positive 
bezeicbnet, so ist das Innere des Treppenpolygons dadurcb charakterisiert, 
daB seine an die Begrenzung anstoBenden Punkte bei jenem positiven 
Umlauf stets zur Linken liegen In der Nabe der Ecken erster Art (siebe 
Nr. 4, S. 71) gehoren dann die Punkte zwisoben den Scbenkeln des rechten 
Winkels, m der Nabe der Ecken Bleeder Art diejenigen zwiseben den 
Scbenkeln des uberstumpfen Winkels dem Innem an Die Ecken erster 
Art werden in diesem Zusammenbange als konvex (sc. nacb aufien) oder 
ausspnngend, die Ecken sweiter Art als konkav (sc. nach auBen) oder ein- 
springend bezeicbnet 

10. Mit Rticksicht auf eine spaterbin zu machende Anwendung fflgen 
wir nocb die folgenden, fibrigens aucb an sicb des Interesses niebt ent- 
bebrenden Bern erkun gen binzu. 

Ein monotoner, horizontal begiunender und horizontal endigender 
Treppenweg bat genau so yiele Ecken erster wie Bweiter Art (da dieselben, 
bestfindig abwechselnd, paarweise auftreten). Da jeder beliebige, nui’ gleich- 
falls horizontal beginnende und endigende Treppenweg durcb Abscbneiden 
freier Endstttcke auf emen monotonen (erentuell auf erne horizontale Ge- 
rade) reduziert werden kann (s Satz II, S. 74) und bei dieser sukzessiren 
Reduktion ungleichartige Ecken stets paarweise verloren geben (s. Satz I, 
S. 74), so folgt: 
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Jcder horizontal beginnende vndhorieontal endujende Treppen- 
weg besitzt ebmsoviele Ecken erster wie eweiter Art*) 

Um dieses Ergebnis auf ein Treppenpolygon anzuwenden, denken wir / 
una eine am tiefsten gelegene horizontale Seite AJB (gleichgtiltig, ob sie 
die einzige ist oder nicht) nach links und rechts um je eine beli ebig 
kleine*) Strecke verlangert, sodann durcb AusschaHung des Stiickes AB 
das Treppenpolygon in einen horizontal beginnenden und ebenso endi- 
genden Treppenweg verwandelt, der also gleichviele Ecken beider Arten 
besitzt Werden sodann die beiden Verlangerungen wieder beseitdgt, da- 
gegen die Polygonseite AB wieder eingeschaltet, so fallen zwei konkave 
Ecken weg, wahrend ewei konvexe hinzukommen Mithin ergibt sioh: 

Jedes Treppenpolygon hat einen tlberschufi von vier glrnch- 
artigen and zwar nach aufien konvexen Ecken. 

Ein treppenformiges 2w»-Eck hat also m — 2 konkave und m + 2 
konvexe Ecken Seine Innentoinkel liefem daher die Summe von 

(w — 2) • 270° -+■ (m + 2) • 90° = (m — 1) • 360° oder 4(» - 1) 
Bechten. 


§ 10. s ) Zyklisch zusammenhttngende Punktmengen. — Approxi- 
miemng der ftufteren Berandung eines 1m Endlichen gelegenen 
Bereiohes durch Treppenpolygone. — Charakterisiernng dleser 
Berandung als linienhaftes Kontinuum, das aus einer zyklisch zu- 
sammenh&ngenden Punktmenge mit Hinzunahme ihrer H&uftmgs- 
pnnkte besteht. — AuBere Berandungen eines zusanunenhangen- 
den Bereiches, welch e die Ebene -in mehr als zwei getrennte Oe- 
biete zerlegen. — Ein- und mehrfhch zusammenhingende Bereiche. 

1. Um den Gang der Untersuchung spaterhin nicht zu unterbrechen, 
schicken wir znnaohst die Definition einer Kategorie von Punktmengen 
voraus, die wir als eyklisch eusammenhdngend bezeichnen werden. 

Es sei eme unendliche Folge endlicher Punktmengen mit bestandig 
zunehmender Gliederzahl gegeben: {} , { P^} , , { P^ },. ..bub- 


1) Der Satz beh9.lt selbstverst&ndlich Gfiltigkeit, wenn man „horizontAl“ doroh 
„vertikal“ eraetzt 

2) D. h jedenfalls klein genug, dafl dieae Verl&ngerungen keine etwa auf 
deraelben Horizontale liegende Polygonseite erreiohen kQnnen 

8) Der Anf&nger wird gnt tun, die beiden Paragrapben 10 und 11 (etwa ab- 
gesehen von den in § 11, Nr 2/8 gegebenen Definitionen und dem Wortlaut dea 
Haupteatzes von Nr. 6) bei einem ereten Stadium zu flberachlagen und sich erst all- 
m&Hlich mit ihrem Inhalte vertraut zu maohen, wenn dieser spaterhin benfitzt wird. 
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fiihrlicher geschiieben: 


und zwar soli sold: 


p(°) 

p(0) p(0) 

, x 8 J x 3 , . 

p(0) 

•• X "o > 

p(l) 

p(l) p(0 

pO) 

• •» n, } 

p[ v) 

pW p(») 

, rj , Jr ,s , • 


p(°) 

x 1 

pt 1 ) 
x l 

= p(») = 


W 


so daB also jede dieser Mengen mit demselben Punkte Pt°> begmnt. Feruei 
soil eme jede aus der unmittelbar vorangehenden lediglich durch Ein- 
schaltung bzw Anfugung neuer Punkte bei gleichzeitager Festhaltung der 
ftir die bereits vorhamdenen Punkte bestehenden Ordnung hervorgehen 
und somit alle vorhergehenden als Teilmengen entbalten. Es gibt dann 
erne unendhche und zwar abeahlbare Menge, welcbe alle moglichen Mengen 
{ Pny } (v ■= 0, 1, 2, . ) enthalt, die wir als deren Veremigungsmenge , in 
Zeichen: lim {P^l, bezeicbnen. 

r->® 1 ¥ 9 9 

Wird sodann ftir bmlangbcb groBes v der Abstand je zweier kon- 
sekutiver Punkte \ Pi + i beliebig Mem , etwa: 

P^Pi+i < e v w, X = 1, 2,. , n v — 1, 


so ist jene Veremigungsmenge eusammenhangend und man hat: 

limPfrjjT-O, 


nicbt nui ftir jedes einzelne X, sondem aucb fur beliebig ms Unendhche 
wacbsende X n v — 1. 

Kommt nun zu diesen Bedingungen noob die folgende binzu: 
lim = lim — 0, 

V->oe r *->oo v 


so soli jene Veremigungsmenge als eyMisch eusammenhangend bezeichnet 
werden. Sie laBt sicb damn, ohne ibren Charakter zu andern, in dei Weise 
zyklisch permutieren, daB sie mit emem beliebig vorzuschreibenden ibrei 
Punkte, etwa \ begmnt Um dies zu erzielen, bat man nur die obige 
Mengenfolge nach Weglassung der ersten (i Zeiten mit der folgenden 
Menge zn beginnen: 


pftpfSi,. , p£>, rf’, pV, . ,r!ru, 


und jede der folgenden Mengen gleichfalls zyklisch so zu permutieren, 
daB sie mit demjemgen Gliede beginnt, welches den Punkt vorstellt 
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2. Nun sei S3 ein im Endlichen gelegener dbgeschlossener und m- 
sammenhangender Bereich. Seine Berandung kann dann keinesfalls einen 
isoherten Punkt enthalten (s. § 8, Nr. 5, Fufin 2), S. 65) 

Eb werde zunacbst S3 in ein Quadrat JQ, etwa von der Seitenlange l 
eingeaoliloBaen, grofl genug, dafi alle RandpunMe von S3 in das Innere von 
O fallen und somit, da sie eme dbgeschlossene Menge bilden (s §8, Nr 5), 
einen gewissen Minimodabstand f 0 von der gleiohfaUs erne abgeschlossene 
Menge bildenden Greuze O besitzen. Wurd jetzt erne natiirlicbe Zabl «i 0 

so gewahlt, dafi: 8 0 = — < « 0 und darauf Qinoij Teilquadrate yon der 

Seitenlange d 0 zerlegt, so warden alle an die yier Seiten you Q angrenzen- 
den Teilquadrate weder im Innern, nooh auf der Begrenzung einen Ra/nd- 
punJct von S3 entbalten, also durchweg aus Aufienpunkten von S3 bestehen 
An den auf diese Weise entstandenen qmdralischm Ring von randpmkt- 
freien Teilquadraten scbliefien wir alle vorbandenen x ) gleichfalls rand- 
punktfreien Quadrate des nach innen angrenzenden eiceiten quadratischen 
Binges, sodann von den etwaigen randpunktfreien Quadraten des dntten 
Binges nur diejenigen, welobe longs einer Setie an ein randpunktfreies 
Quadrat des eweiten Binges angrenzen odor mit einem aus diesem Grunde 
bereits angescblossenen Quadrate des dntten Binges in gleicher Art zu- 
sammenbangen. Dieses Verfahren soli fortgesetzt werden, solange nach 
randpunktfreie Quadrate vorhanden smd, die mit einem bereits ange- 
schlossenen Icings einer Seite zusammenbangen. 

Die Zusammenfassung aller dieser Teilquadrate mit der aufierbalb 
D liegenden Punktmenge liefert ein ins Unendliche sicb erstreokendes 
Gebiet SI 0 von Aufienputikten des Bereiobes S3, welobes, wie sogleicb ge- 
zeigt werden soil, von einem einzigen (ernfaeb geschlossenen) Treppen- 
polygon begrenzt wird. 

3. Wir betracbten irgendeine der Begreneung von SIq angeborige 
Teilquadratseite, etwa die (nur bebufs Fixierung der Ausdrucksweise) 
horizontal angenommene Strecke AB, die also die Trennungshnie zwi- 
scben einem (zu geborigen) randpunktfreien und einem randpmkt- 
halbgen Quadrate oder, wie wir von jetzt ab zumeist ktirzer sagen wollen, 
zwiscben einem & - Quadrate und emem 91 - Quadrate bildet Das erstere 
(in Fig. 7, I—IVa mit a bezeicbnete) mag, um eine (an sicb wiederum 
gleicbgflltige) Festsetzung zu treffen, unterhalb, das letetere (ebendaselbst 
mit b bezeicbnete) oberhalb AB angenommen werden Ftir die beiden 
nacb rechts benacbbarten Quadrate sind dann beztlglich lhrer Zugebdrig- 

1) Sollte kein aolehea randpunktfreiea bei der getroffenen Wahl von vor¬ 
handen sein, ao mufl der im Text angenommene entgegengeBetzte Fall bei pasaen- 
der Yerkleinemng von S 0 richer eintreten. 
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keit zu den St- oder ftt-Quadraten die vier verschiedenen, durch die Fi- 
garen 7, I—IV dai gestellten Falle denkbar: die 21-Quadrate sind dabei 
durch Schraffierung gekeunzeichnet, die Quadrate weifi gelassen 

Man erkennt unmittelbar, dafi es in den Fallen I—III stets eine und 
nur eine Quadratseite gibt (namlich die mit BG bezeichnete), die als Be- 
grenzungsstQck des Gebietes 3I 0 sich an AB anschlieBt Eine Schwierig- 


I a m nr IV a 



Fig 7 

keit wtirde sich dagegen im Falle der Figur IV ergeben, m dem ja eine 
jede der drei an AB sich anschlieBenden Quadratseiten der Begrenzung 
yon 2I 0 angehoren miiBte Dieser Fall kann nun aber in Wirklichkeit 
memals emtreten Denn jedes der beiden mit a und c bezeichneten ST- 
Quadrate gehort ja zu 2l 0 und hangt daher mit dem anderen zusammen 
(wie in Fig IVa durch die punktierten Linien scheraatisch angedeutet 
ist) Da aufierdem der Punkt B kem Randpimkt yon 23 ist, so besitzt er 
auch eine gewisse randpunktfreie Utngebung, die also aus lauter Aufirn- 
punkien yon 23 bestehen muB Hiernach wtirde also das mit d bezeich- 
nete Quadrat, das mmdestens einen Randpunkt von 23 enthalten miiBte, 
yon emeni aus lauter Aufienpunkten yon 23 bestehendem Gebiete yoll- 
standig umschlossen und yon dem gleichfalls remdpunkthalUgen Quadrate 
b abgetrennt werden, was der Voraussetzung des Zusammenhanges yon 
23 widerspricht Damit erscheint also das Emtreten jeder anderen Mog- 
lichkeit, als der in Fig 7, I—HI dargestellten ausgeschlossen 

Da die analoge SchluBweise auf die in Fig 7, I - III mit BC be- 
zeichnete Quadratseite anwendbar ist (d h muiaids mutandis , wenn die 
letztere, wie in Fig I und II, verUkal liegt), ebenso auch in bezug auf 
die Fortsetzung der Quadratseite AB nach links, so erscheint als Be- 
gienzung yon 2f 0 em an die Strecke AB nach rechts sich anschliefiender 
Treppenweg, der sich mentals vereweigen und memnls dbbrechen kann, also 
schlieBlich bei A wieder emmiinden muB und so zu einem einfach ge- 
schlossenen Treppenpolygon 5C 0 wird Dieses letztere zerlegt die Ebene 
in zwei getrennte Gebiete, deren mneres den Bereich 23 und zwar wegen 
des Zusammenhanges yon 23 voUstandig enthalt, wahrend das aufiere (ein- 
schheBlich seiner polygonalen Begrenzung) lediglich aus Aufienpunkten 
yon 23 besteht and ein , } luckenlos ul ) ms Unendliche sich erstreckendes, oben 
bereits mit 2l 0 bezeichnetes Gebiet bildet. 

1) Das soil in dem vorliegenden Zasammenbange besagen Es kann nicht 
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4. Die an % 0 nach innen anhegenden') 9?-Quadrate haben tails erne 
Seite, tails nur amen Eckpunkt *) miteinander gemem Liegt ein Band- 
pwnlet von S3 im Innem ernes solcben Quadrats, so muB das letztere deren 
unendlich mde entbalten, da ja jeder Bandpwikt zugleioh Hdufungspunkt 
von Bandpmkten ist. Liegt er dagegen anf einer Quadratseite (die dann 
selbsfrverstandlicb eme mcht zu SE 0 gehorige sein mufi), so kann er fill 1 
das betreffende Quadrat und, wenn er ein Eckpunkt ist, aucb fttr ewei be- 
nachbarte (s. Fig. 8,1), ja sogar fiir drei in diesem Eckpunkte aneinander 
stofiende Quadrate (s. Fig 8, II) der einzige sem Es besteht daher im 

auBersten Falle die Mdglicbkeit, dafi 
die Qesamtheit der Bandpunkte, welche 
den an % 0 anliegenden 97-Quadraten 
angebdren, eine endliche Menge bilden 
Im allgemeinen wird aber diese Menge 
eine unendlwhe sem Mit Rdcksicht 
auf das folgende ist es wichtig, fdr 


jr 




'J i! 


J 
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diesen Fall eine gnnz bestimmte endliche Menge daraus zu isoliereu. 
Hierzu beben wiv hus jedem der an % 0 anliegenden 97-Quadrate je einen 
solcben Punkt beraus, der von einer der zu X 0 gehorigen Quadratseiten 
den Tcleinsten Abstand bat, d b., da ja em 97-Quadrat bocbstens drei zu 
gebbrige Quadratseiten entbalten kann, bocbstens drei solcbe Punkte, 
die aber ancb teilweise oder msgesamt und zwar sogar gleichzeitig fiir 
swei oder dm benacbbarte 97-Quadrate m einen emeigen zusammenfallen 
konnen (s. Fig. 8, I und II). Sollten andererseits fflr iigendeine Quadrat¬ 
seite mehrere bzw unendlich vide „nachstgd,egene li Bandpunkte vorhanden 
sein, so soli es freisteben, einen bdiebigen davon auszuw&blen 

5 Wir Bxieren nun irgendeins der an anhegenden 97 - Quadrate 
als Hr. 1 und denken uns, von diesem ausgebend, einen vollstandigen 
Umlauf langs % Q etwa m positiver Ricbtung 8 ) ausgefuhrt, zugleich jeder 
emednen zu S£ 0 gehorigen Quadratseite bzw Folge von tswei oder drei 
solcben Quadratseiten (wie m Fig. 8, I und II) den oben berausgehobenen 
ndchstgdegenm BandpunM zugeordnet und der Reibenfolge entsprecbend 
numenert 

Eine scheinbare Scbwiengkeit konnte bierbei eintreten, falls em 97- 


etwa ein eweitea Treppenpolygon von der Art dee mit % 0 bezeicbneten lrgeudem 
Teilgebiet ans 9I 0 ausachneiden, da desaen Existenz wieder der Vorsuaaetziing dea 
Zusammenhangea von S3 widersprecheo wurde. 

1) „Anhegend“ bedeutet lmmei* 18,nga einer Seite zuaammenhlngend 

2) Einen Eckpunkt nftmlich dann, wenn dieses den Scheitel ernes emspnngen- 
dm. Winkela von $ 0 bildet 

8) VgL § 9, Nr D, Zusatz (S 79) 



Nr 6. 


§ 10 AuBere Berandung ernes andliohen Bereiches. 


85 


Quadrat, das b wei parallde Seiten (oline verbmdende dntte) mit 2 0 ge- 
mein hat und daher bei Umlaufung von £ 0 sweimal passiert wird, nur 
emen einzigen Randpunlct enthielte Dieser Fall kann aber wiederum in 
Wirklichkeit memals eintreten, wie die folgende tTberlegung zeigt An- 
geuommen, es gabe ein Quadrat von der fraglichen Beschaffenheit, etwa 
das in Fig 9 mit ASHA' bezeichnete Die beiden anliegenden schraf¬ 
fierten Quadrate sind dann als randpunktfrei und (wie 
durch die punktierten Lrnien wieder schematisch an- 
gedeutet wird) bu 8I 0 gehorig anzuseheu, wahrend jedes 
der beiden anderen anliegenden, mit a und b bezeich- 
neten Quadrate Randpunkte von S3 enthalten mufi. 

Der hypothetische einzige , dem Quadrate ABHA' an- pig 9 

gehorige Randpunlct milfite auf AB oder A'H liegen, 
so daB die ganze Flache des Quadrats ABBA' mit Ausnahme dieses 
einzigen Punktes aus lauter Aujienpunktm von S3 bestehen und durch 
Vermittlung der beiden schraffierten Nachbarquadrate mit Sf 0 zusammen- 
hangen wurde. Dann lagen aber die beiden randpunkthaltigen Quadrate 
a und b in zwei vollstandig von Aufienpunkten umschlossenen getrennten 
Gebieten, was wiederum der Voraussetzung des Zusammenhanges von 
S3 widersprechen wurde Das gleiche wtlrde aber sogar schon dann ein- 
treten, wenn das Quadrat ABH A' irgendein, die beiden schraffierten 
Nachbarquadrate verbindendes Gebiet (z. B emen beliebig schmalen Strei- 
fen ) von Aufienpunkten enthielte Es mttssen daher im Innem des Qua¬ 
drates ABBA' Bandpunkte, also auch Innenpunkte von S3 liegen und 
aus dem letzteren Umstande geht insbesondere hervor, daB die betreffende 
Randpunhtmenge hemes falls aus Funkten emer einzigen zu A A! parallelen 
Strecke bestehen kann. Daraus folgt aber, daB es zu jeder der beiden paral¬ 
lelen Seiten A A' und BH emen besonderen nachstgdegenen Randpunlct gibt 
und daB der am naehsten zu A A' liegende von BH entfemter ist, als dei 
zu BH nachsUiegende 

Hiernach lafit sich also in der Tat nach der angegebenen Vorschrift 
eine bestimmte, eindeutig geordnete endliche Folge } ,ausgeBeichneter“ Rand- 



punhte. 


p(°) p(o) p(o) p(o) 

■*■1 J *8 } ■*8 j • ) »t 0 j 


deren Gesamtheit mit { P ^} bezeichnet werden mBge, aus der Menge 
derjenigen, die den an anliegenden $R-Quadraten angehoren, heraus- 
heben. Der Abs tand swe ier JconsekuUver Randpunkte dieser Kategone, 
also die Strecke Pj 0) Pj°+ 1 (X = 1, 2, . » 0 — 1) ist dann im auBersten 
Fall 1 ) mcht grower als 2 ■ ]/2d 0 . Dies gilt auch fllr P£?P^\ da ja der 


1) N&mlich, wenn , zwei 5R - Quadraten ongehtiren, die nur emen 
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beim SchluB des Umlaufs als leteter vor P[® auftretende Punkt Pj^ dem 
Nacbbarquadrat des Quadrats Nr 1 oder allenfalls dem nachst- 1 ) bzw. 
iibernacbst- s ) vorangebenden angebort. 

6 Die Menge aller derjenigen Randpunkte, welche mcht nur den 
(bisher ausschlieBlich in Betracht gezogenen) an anhegenden, sondern 
auoh den nur in emem Eckpunkt am anstofienden 8 ) SR - Quadraten an- 
gehoren, besitzt wiederam einen gewissen Minimaldbstand yon X 0 , etwa 
d 0 ' (wo d 0 ' < d 0 sein kann) Wird jetzt eine natiirliche Zabl m 1 ^ 3 bo 

angenommen, daB. d, = < d Q ' [bo daB also eo tpso ■ ^ — — = — d 0 J, 

sodann jedea der von X 0 eingescblossenen Quadrate in wq 8 Teilquadrate 
yon der Seitenlange zerlegt, bo bilden die an X 0 langs einer Seite oder 
aucb nur in einem Eckpunkt anetoBenden Teilquadrate einen lediglich 
aus AuBenpunkten yon SB bestebenden Rmg, der auBer yon yon einem 
lm Abstande d t parallel zu X 0 verlaufenden Treppenpolygone X 0 ' begrenzt 
wird Entbalt dann irgendein an % 0 ' anbegendee Quadrat einen der aus- 
gezeicbneten Randpunkte P/ 0) , so ist diesei wieder ein nachstgelegener in 
bezug auf diejenige Quadrateeite, welcbe jetzt an die Stelle der frtlher 
dem Punkte P/°) zugeordneten (ibr parallelen) groBeren Quadratseite ge- 
treten ist Es bestebt dann die Moglichkeit, daB scbon alle Punkte P/°) 
(X = 0, 1 , . , w 0 ) auf diese Weise wieder zum Vorscbein kommen Mb 
konnen aber auob Punkte P ^ (moglicberweise sogar alle) infolge der 
Yerkleinerung der Teilquadrate durch ein oder aucb mebrere (einen 
Streifen von der Breite bildende) Zwischenquadrate von % Q ' getrennt 
sein. Alle diese Zwiscbenquadrate mogen dann an das Treppenpolygon 
nocb angesetzt warden*), ebenso aucb alle Quadrate, die etwa m>,i 

Eckpunkt gemein haben Andernfalls ist 

*. taw < 1/5 # 0 , 

je nachdem PW j demselben taw zw«i (msmauderliegenden dl-Quadiatan 
angehttren 

1) N&mlich, wenji jenea Naohbarquadrat den Punkt P[ 0) mit dem Quadrat 
Nr 1 gemeiniam hat und keinen weiteren enth&lt 

3) VgL Fig 8, Q Nirrnnt man daaelbst das Quadrat a aU Quadrat Nr. 1, 
■o wUrde bei der duroh die Pfeile angedeuteten Umlaufsnchtung weder b, noch c, 
vieimehr erst d den Punkt P®) hefern 

t»o 

8) S i B. in Fig 7, Q das nut c bezeioknete Quadrat Daaelbst wilrden 
nur die Quadrate b und d frir die Auswahl der ausgeeeichneten Randpunkte Pj^ 
in Betracht kommen. Andererseita kdnnte aber daa Quadrat c einen Randpunkb 
enthalten, der ntiher an dem Eckpunkt B liegt, ala die ausgczetchneten Randpunkte 
der Quadrate b und d an den Seiten AB und B 0 , was dann bei der Bestimmung 
dea im Texte nut 9 0 " bezeichneten AbBtandes auaschlaggebend wilie 

4) Sollte einer dei Punkte zwei benachbarten Zwiachenquadraten an- 
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zwei senki-echt zueinander verlaufenden zusammenstoBenden Streifen nnd 
einem Toil Ton % 0 ' eingeschloBsen werden ‘) Alsdann tritt an die Stelle 
des Treppenpolygons % 0 ' jetzt ein nenes: 2^,", dessen AuBeres wieder aus 
einem Uickenlosen Gebiete von Aufienpunkten des Bereiches © besteht, 
wahrend das lnnere diesen letzteren enthalt. Zugleich besitzt daaselbe 
die Eigenschaft, dafi bei poBitiyem, mit dem Quadrate, welches den Punkt 
P/ 0) enthalt, beginnenden Umlauf in den Quadraten, welche an 2 0 " nach 
mnen anliegen, samtliche Punkte der Menge {P^} und zwar genau in 
dor frttheren Reihenfolge auftreten 

Andererseits konnen aber unter den an % Q " nach innen anhegenden 
Quadraten noch weitere randpunktfreie yorhanden sein. Auch diese fQgen 
wir noch zu dem yon 2 0 " begrenzten Eomplexe hinzu, ebenso auch alle 
diejenigeu, die mit diesen oder einem anderen bereits angesohlossenen 
langs einer Seite zusammenhangen sollten, und setzen dieses Verfahren 
so lange fort, bis jedes der aufiersten angeschlossenen, randpmldfreten 
Quadrate an ein randpunkthalhges anzuliegen kommt Als Begrenzung 
alier so zusammengefafiten SI-Quadrate erschemt dann auf Grand der 
zum Existenznachweise des Treppenpolygons 2 0 bereits beutitzten SchluB- 
weise ein (emfach geschlossenes) Treppenpolygon 2^, welches nach innen 
den Bereich © enger umschlieBt, als jedes der Treppenpolygons 2 0 , % 0 ', 
2 0 " (falls es nicht mit dem letztgenannten bzw. mit den beiden letzt- 
genannten identisch ist), und nach aufien wiederum ein UicJcmloses Gebiet 
SIj yon Aufienpunkten begrenzt, welches das zuvor mit Sl 0 bezeichnete 
als Teil entbalt Aus jedem der nunmehr an 2^ anhegenden , durohweg 
rmdpmkthdUigen Quadrate (unter denen auch alle bereits an 2 0 " an- 
liegenden 91 Quadrate, insbesondere die P^-baltigen yorkommen) heben 
wir wieder genau nach den zuror getroffenen Festsetzungen eine (nur 
zum Teil neue) endliche Menge ausgeeeichneter Bmdpunkte heraus, welche 
die Menge {p£f} als Teilmenge enthalt. Die ihr angehorigen Punkte 
mogen in derjenigen Reihenfolge, welche bei positirem, mit der dem 
Punkte Pj( 0) zugeordneten Quadratseite beginnendem Umlauf um 2^ zum 
Vorschein kommt, mit: 


PA PA PA, 


(wo: Pf) = P^), 


ihre Gesamtheit mit {Pj^} bezeichnet werden. Ftir den Abstand je 
zweier konsekutiver Punkte besteht jetzt die Beziehung: 


gehBiend auf deren Trennungslime liegen, ao mBgen diese betden bzw ein St) eifen 
yon der Breite 3d x an % 0 ' angesohloasen werden 

1) Solche Quadrate Bind sicher randpunktfre i Denn die entgegengeBetzte 
Annahme wilrde wiederum auf den bereits mehrfach yorgeKommenen Widenpruch 
gegen den vorauageaetzLen Zuaammenhang von 58 fflhxen. 



gg Abschnitt I Kap I Reelle Ver&nderhohe und Funktionen Nr 7. 

JPifti ^ 2 Y'2-i, (-1 = 1,2, 

nnd die analoge Beziehung gilt auch fiir 

7. Wir behaupten nun, daB die innerhalb der Folge {Pj t) } voll- 
s tan dig enthaltene Menge der Punkte P^°\ abgesehen yon EinBchaltungen 
weiterer Randpunkte wieder genau in der ursprunglichen Anordnung 
auftritt, wie dies ja bei der Umlaufung von SE 0 " noch der Fall war und 
offenbar bestehen bliebe, wenn jetzt nur diejenigen neuerdvngs ausgezeick- 
neten Bandpunkte dazwischen gescbaltet wilrden, welcbe an anliegen- 
den 9ft-Quadraten angeboren Es erscheint abei zunachst fragbcb, ob bei 
Aufzahlung aider moglichen bei Umlaufong von SE X auftretenden ausge- 
eetckneten Bmdpunhte nicht lrgendeiner der Punkte P/°> sicb mvischen 
zwei Punkte P x (0) und Pj^ emschiebm konnte. Das ist allerdings aus- 
geschlossen, wenn P^ und Pj^ demselben oder zwei (wenn auch nur iu 
einem Echpmkt) anemanderstofienden Quadiaten angehoren. Es kommt 
daher nur der Fall in Betracbt, daB P® L emem Quadrate angehort, das 
bei Umlaufung von nicht wnmittdbar dem mit P x (0) besetzten folgt. 
Wird das zwiscben diesen beiden Quadraten verlaufende Stbck des Trap- 
penpolygons von lauter 9ft-Quadraten begrenzt, so gebort dasselbe auch 
dem Treppenpolygon an, so daB in diesem Abschnitt der Umlaufung 
von jE x gegen friiher keme Anderung emtritt Eine solcbe erscheint erst 
dfl.nn moglich, wenn langs des fraghcben Stuckes von % Q " durchweg oder 
wemgstens teilweise St-Quadrate anliegen Sei dann etwa das (aus einer 
oder mebreren Quadratseiten bestebende) Wegstbck A B von % 0 " das 
erste, an welcbem durchweg St-Quadrate anliegen Um aus % 0 " her- 
zustellen, wird zunachst an jede zu A . B gehonge Quadratseite ein 
St-Quadrat angesetzt und mit Hinzufbgung weiterer St-Quadrate so lange 
fortgefabren, bis der entstandene Komplex, abgesehen von dem Wegsttlck 
A ... B, durchweg von 9ft-Quadraten begrenzt wird. Seme Begrenzung 
entsteht aus zwei Treppemoegen , die bei A und B beginnend schlieBlick 
zu einem eimsigen, die Punkte A und B veibmdendem Treppenwege t zu- 
sammenlaufen mbssen. 1 ) Denn keiner jener beiden Treppenwege kann 
abbrechen oder an lrgendemem mcbt zu A B geborigen Punkte von 
5E 0 " bzw 3^ einmbnden, da m diesem Falle das betreffende Treppenpoly- 
gon m zwei solcbe zerfallen wbrde, das eme den Ba/ndpunkt PJ°\ das 
andere Pj®> x entbaltend, was wiederum den Zusammenhang von SB zer- 
reiBen wurde Der von A nach B fbhrende Treppenweg t tritt dann bei 
positiver Umlaufung von SE X an die Stelle des Wegstbcks A . B bei ent- 
sprechender Umlaufung von % Q ". Dabei werden Bich eine Anzabl der neuer- 

1) Die Begegnung der beiden Treppenwege kann auch in emem zu A . B 
jyehBncen Eoknunkte stattfmdnn 
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dings ausgeeeichneten Rcmdpmikte zwischen P x (0 ) und Pj^ emschieben Soli 
nun die gleiche Moglichkeit filr einen der alteren Sene angehoiigen Punkt 
P^ 0) bestehen, so muB der Treppenweg t erne Serie mit demjenigen an 

anliegenden 91 -Quadrate Q* gemem haben, welches den Punkt P^ 
enthalt. Dies ist aber, da t, wie bemerkt, aufier Punkten yon A .. B 
keinen weiteren Punkt mit 5E 0 " gemem haben kann, einzig in der Weise 
moglich, dafi nur erne zu 5E 0 " gehorige Seite besitzt und der Rand- 
punkt P/°) als nachstgelegener lhr zugeordnet ist, wahrend die lhr paraUele 
Seite zu t gehort Filr diese mufl aber auf Grund des zuvor im Anschlufi 
an Fig. 9 gesagten em newer nachstgelegener Punkt P^ vorhanden sem 
und nur dieser letztere scbiebt sich (mit anderen neugeschaffenen) zwi- 
schen P}^ und Pj^ x ein, w&hrend P^°) aucb bei Umlaufung yon erst 
hinter P x ( ^ x an die Reihe kommen kann. 1 ) 

Hiermit ist also der Nachweis erbracht, dafi in der Punktmenge 
{Pj 1 *} alle Punkte von { P ^} genau in ihrer urBprfmglichen Reihen- 
folge, lediglicb durch eingeschobene Zwischenpunkte getrennt, ent- 
halten smd. 

8. Da auf 3^ selbst wieder hem Randpnnkt von © liegt, die Menge 
der letzteren also wieder durch einen gewissen Minimalabstand von SE X 
getrennt ist, so lafit sich das Verfahren, welches yon % Q aus zur Her- 
stellung von ^ flihrte, wiederholen und zwar unbegrenzt oft wieder- 
holen. Man erhalt also auf diese Weise eine unbegrenzt fortsetzbare 
Folge meinanderliegender , aus lauter Aufienpunkten von SB bestehender 
Treppenpolygone 

£ 0 , S x , . , 

welche nach aufien eine entsprechende Folge luclcenloser, sich gegenseitig 
umfassender und ins Unendliche sich erstreckender Qebiete van Aufien- 
punkten : 

Sto, • 

begrenzen, wahiend sie nach innen den Bereich © immer enger urn- 
schliefien. Diese letztere Tatsache findet ihren praziseren Ausdruck in 
der nachgewiesenen Existenz einer unbegrenzten Folge endlicher, durch- 
weg mit demselben Punkte P X W beginnender, durch Bukzessive Binschal- 
tung bzw. Anfiigung neuer Punkte auseinander heryorgehender, fest ge- 
ordneter Randpunldm engen ■ 

(wo: P X M == PjW fCLr v = 1, 2, 3, ), die mit unbegrenzt wachsendem 

1) Dieae ganze Betrachtung bleibt auch gQltig, wenn an die Stelle von P^\ 
P{°), die im evkltschen Sinne konsekutiven Punkte Pj°\ P-/ 0) treten 
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v sich unbegrenzt verdichten und deren Vereimgungsmenge lun {P ^} 
durch die Treppenpolygone % v unbegrenzt approximiert wird. Diese letz- 
tere ist also zusammenhdngend und zwar, da mit unbegrenzt 

wachsendem v beliebig Idem wird, zyklisch zusammenhangend Durch Hin- 
zunaJhme lhrer Haufungspunkte, die ja ale Haufungspunkte von Rand- 
punkten gleicbfalls Randpunkte sind, wird sie zu emer abgeschlossenen 
und zwar, da sie ale Menge von Randpunkten keuie mneren Punkte ent- 
halten kann, zu emein hm&nhaften Kontmuum 2 

Dieses Kontmuum & bildet die Begrenzung zweier verschiedener 
Punktmengen, namlich erstens der Vereimgungsmenge aller AuBengebiete 
2L (v = 0, 1, 2, .. ), die wir mit St — lim ?L bezeichnen wollen und die 

T \ 111 /? 7 

ein luchenlos zaB&mmeahangendes, sich ms Unendliche erstreckendes Gcbiet 
yon Aufienpunkten des Bereiches S3 bildet; zweitens der Menge aUer 
ubngen Punkte, die wir, soweit sie mcht zu 2 gehoren, als vnnere Punkte, 
ktLrzer 3-Punkte von 2, deren Menge als 3 bezeichnen wollen. Diese 
letztere enthalt msbesondere die Innenpunkte des Bereiches 93, da das 
Gebiet St keinen Punkt von 93 enthalt Da ferner jeder St-Punkt aufier- 
halb eines % y von hinlanglich grofiem (und um so mehr von noch groBerem) 
Index v, jeder 3-Punkt mnerhalb aller % v liegen muB, so flndet zwischen 
je einem Punkte der einen uud der anderen Kategone kein Zusammen- 
hang statt Denn jeder einen Sl-Punkt und einen 3-Punkt verbindende 
Streckenzug mufi mit jedem % v von hinlanglich grofiem Index v emen 
Punkt P v} also jeden Hdufungspunkt dieser Punkte P y mit 2 gemein 
haben Es ist somit 2 identisch mit der vollstandigen Begrenzung der 
beiden Punktmengen St und 3 und bildet msbesondere in dem Sinne die 
aufiere Berandung des Bereiches 93, dafi sie lhn von denjenigen Aufien- 
punkten trennt, welche das liickenlos ms Unendliche sich erstreckende 
Gebiet St bilden (moglioherweise freilich auch noch von am deren Aufien- 
punkten, wie m der folgenden Nu miner gezeigt werden soli). 

Das Gesamtergebms der vorstehenden Betrachtungen laBt sich zu 
dem folgenden Baupisatz zusammenfassen- 

Die Berandung ernes im Endlichen gelegenen abgeschlossenen 
und zusammenhdngenden Bereiches 93 enthalt em linienhaftes Kon- 
ttnuum 2, welches die Ebene in zwei getrennte Punktmengen zer- 
legt, namlich ein ins Unendliche sich erstreckendes Uickenloses Gebiet 
St von Aufienpmkten des Bereiches 93 und erne vnnere Punktmenge 
3, welche den Bereich 93 enthalt Dieses als dufiere Berandung 
von 93 zu bezeichnende Kontinuum erscheint als GrenzgebUde emer 
Fclge ineinanderhegender Tre/ppewpolygone und besteht aus einer 
zyklisch zusammenhangenden abzaMbaren Punktmenge mit Hinzu- 
ndhme ihrer Hdufungspunkte. 
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9 Zum genaueren Verstandms des vorstehenden Ergebmsses ist noch 
zu bemerken, dafi die Haufungspunkte der Menge lim { P*} } von zweierlei 
Art sein konnen Die eme (stets vorbaudene') Eategorie macbt jene ledig- 
licb abzahlbare Menge der } ,ausgeeeichneten“ Randpunkte oder einen lhrer 
Abscbmtte in der Weise zum Kontinuum, daB dieses kem von ausgezeich- 
neten Randpunkten freies Teilkontmuum enthalt (in der Art, wie bei 
Hinzuftigung der irrationalen Zablen zu der abzahlbaren Menge der ra- 
tionalen des Intervalls [0, 1]) Die mdere (welcbe auch gdnzlich fehlen 
kann) liefert Kontinua, welche, allenfaUs abgeseben von einzelnen Punkten, 
ilberhaupt kerne Punkte der Menge lim { P^ }, sondern nur Haufungspunkte 
enthalten und demgemafi als Haufungskontmua bezeicbnet werden mogen 

Ein emfacbes Beispiel fOr das Auftreten ernes Kontmuums der letz- 
teren Art liefert die in FuBn. 1), S 68 zunachst fiir das Intervall 0 < x<L 1 
defimerte Funktion, die wir uns fiir das Intervall 0> x^ — 1 symmetnsch 
fortgesetzt und fiir die Stelle x = 0 nach der Yorschrift am Schlusse von 
Fufin 1), S 65 erganzt denken wollen Das geometrische Bild diesei 
Funktion besteht dann aus zwei Folgen gleicbschenkliger Dreiecke von 
der Hohe 1, deren Grundlinien von den Punkten (x — ± 1, ± - g -, ., 

± ^r> »2/ = ®) begrenzt weiden, und aus der Verbindungslime der 

Punkte (0,0) und (0,1) die als Ort der Haufungspunkte der bei Annabel ung 
an x — 0 immer spitzer werdenden Dreiecke den betreffenden Strecken- 
zug zu einem hnienhaften Kontinuum vervollstandigt. Dieses letztere bilde 
•emeu Teil der auBeren Berandung von S3 (die lm libngen etwa aus einem 
die Punkte x ■=> — 1 und x — 1 verbmdenden, abwarts gencbteten Halb- 
kreise besteben mag) Die von auBen approximierenden Treppenpolygone 
% v ziehen sich mit wachsendem v immer tiefer und zugleich weiter nach 
dem Nullpunkt zu in die Wmkelraume zwiscben den Dreiecken hinein, 
deren Setilm die ausgeeeichneten Randpunkte Pn} liefem, wahrend von der 
Strecke 01 nur der einzige Punkt (0,1) den Mengen { P ^} angehoren kann, 
alle anderen Punkte lediglich als Haufungspunkte der Menge lim { P ^) 
zum Vorschem kommen, also in der Tat ein Kontinuum der oben be- 
zeichneten Art liefem 

10 Wabrend bei dem vorhergehenden Beispiel das zu der ilbrigen 
auBeren Berandung von S3 binzutretende Haufungskontinuum aus einer 
emfachen Strecke besteht, so kann auch der Fall emtieten (and zwar bei 
deiselben Beiandung beliebig oft), dafi em solches Kontinuum } also eiu 
Teil der auBeren Berandung von S3, zugleich die vollstandige Begrenzung 
eines endlichen (also zu St, nicht zu SI gehongen) Oebietes von Aufieti- 
punkten des Bereiches S3 bildet. 
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Um diese Moglichkeit an emem Beiepiel deutlich zu machen, wollen 
wir fiir das als auBere Berandung von S3 dienende lmienhafte Kontinuum 
fi eine Form wahlen, welche dessen Charakter als Grenzgebilde emer 
Folge von Treppenpolygonen m hesonders anschaulicher Weise zum Aus- 
druck brmgt, namlich ein Treppenpolygon mit einer abzahlbar unendlichen 
Menge von Seiten, das wir als ein asymptotisches bezeichnen wollen und 
folgendermaBen konstruieren Wir gehen aus von zwei konzentrischen 
Quadraten, deren Seiten etwa horizontal und vertikal angenommen warden 
mogen. Zwischen diese dehken wir uns von aufien nach mnen eine unendliche 
Menge gleichfalls konzentrischer Quadrate eingeschaltet, deren Abstande be- 
standig abnehmen und zwar so, daB lhre Sumrne (einschlieBlich des Ab- 
standes zwischen dem hufieren Quadrate und dem ersten eingeschalteten) 
gegen den Abstand der beiden Anfangsqnadrate konvergiert Femer denken 
wir uns die untere Horizontale ernes jeden der eingeschalteten Quadrate 
soweit nach links verlangert, bis die linke Vertikale des vorhergehenden 
Quadrats getroffen wird, und sodann das Sttick dieser Vertikale vom 
Treffpunkt bis zum lrnken unteren Eckpunkt ausgetilgt Auf diese Weise 
entsteht em zusammenhangender polygonaler Streckensug (ein Treppenweg), 
der vom lmken unteren Eckpunkt des aufiereten Quadrats beginnend das 
innerste Quadrat in unendlich vielen Windungen „spiralf6rmig“ umlauft 
und sich diesem unbegrenzt („asymptotisch il ) nahert, gegen dasselbe kon¬ 
vergiert. Ein dieBem n aufierm lt Treppenwege parallel verlaufender „innet'er“ 
werde in der Weise hergestellt, daB seine Seiten den Zwischenraum zwi¬ 
schen je zwei Windungen des ersteren halbieren. Werden dann schlieBlich 
die Anfaugspuukte der beiden Treppenwege (durch teilweise Wieder- 
herstellung einer frtiher getilgten Strecke) geradlinig verbunden, so hat 
man das oben angekiindigte „asymptotische il Treppenpolygon, das durch 
Hinzunahme des Innenquadrats zu emer ahgeschlossenen Punktmenge und 
damit zu einem linienhaften Kontinuum S wird Versucht man, dasselbe 
nach dem zuvor beschriebenen Verfahren von auBen her durch Treppen- 
polygone % v zu approximieren, so werden diese mit wachsendem v immer 
tiefer und weiter m die Zwischenraume zwischen den Wmdungen des 
Treppenpolygons emdrmgen. Die sukzessive zum Vorschein kommenden 
cmgeeetchnetm Bandpunkte werden ausschliefihch von den Seiten des 
asymptotischen Treppenpolygons geliefert, das Innenquadrat bleibt dabei 
ganzlich nnbeteihgt und erscheint erst als Ort ernes Toils der Bauftmgs- 
punkte von lim {}. Das lmienhafte Kontinuum fi zerlegt hier die 

Ehene in drei getrennte Gebiete, namlich das ins Unendliohe sich er- 
streckende Aufiengebiet SI, das Innmgebiet S3 des asymptotischen Treppen¬ 
polygons (welche beide das ganze 2, einschlieBlich des Innenquadrats, als 
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Berandung erfordern) und das (nui duicli emeu Ted von 2 begrenzfce) 
Innere S3' des Innenquadrats *) 

In der zur Veranschaulichung des vorstehenden dienliclien Fig. 10 
ist fQr die Seiten des mnersten und 
aufiersten Quadrats das Verhaltms 1:5 
gewahlt Betrachtet man die. Seite 
des Innenquadrats als LaDgenemheit, 
so hat der Abstand zwischen den beiden 
Quadraten den Wert 2 Ftir die Ab- 
stande der Wmdungen des aufieren 
Treppenweges konnten daher die Werte 
1? Y, -j, •, , gewahlt werden 

oo 

(wegen: = 2) : die Wmdungen 

'o' 
dieses (und selbstverstandlich auch die- 

jemgen des zweiten Treppenweges) 
miissen also dem Innenquadrat beliebignahe kommen, ohne dasselbe je- 
m als zu erreichen 

Es ist leicht ersichtlich, dab man durch geeignete Kombmationen 
solcher asymptotischer Treppenpolygone auch Konhnuen 2 herstelleu 
kann, welche fiir die gemeinsame Begrenzung der bisher mil SI und S3 
bezeichneten Gebiete vollstcmdig in Anspiuch genommen weiden, nichta- 
destoweniger die Ebene in eine behebtge Ansa Id von Teilgebietm zerlegeu 
Auch ist dabei die von uns nur der besondeien konstruktiyen und rech- 
nenschen Emfachheit halber getioffene Wahl deB tieppenpolygonaleu 
Typus selbstverstandhch unwesentlich. 

11. Emen beliebigen zusammenhangenden Abschmtt der auBeien 
Berandung 2, welchei Icem Haufungslcontinuum enthiilt, wollen wir als 
primdren Bogen bezeichnen a ) und hieran anknupfend den Hauptsatz yon 
Nr. 8 durch den folgenden wichtigen Zuspis vervollatau digen 

1) Es gibt noch wesentlich kompliziertere Mflglichkeiten dieser Art, auf dm 
abei mcht naher eingegangen zu werden braucht, da die beiden lm Text an- 
gefuhrten Beispiele genii gen, um die besondere Nolle, welche die Haufungspunkte 

der Menge lim { PnJ } in dem vorliegenden Zusammonbange Bpielen, deutlich zu 
> -> 00 

machen 

2) Em solcher prtmdrer Bogen mufi also die ausgzzeichneten Randpunkte 
liberal! dicht enthalten Andererseits sei darauf hmgewiesen, daO ein prtmarer 
Bogen fur einen Bestcmdteil von S auch gletchzeihg die Bolle eines Hhufungskon- 
tmuums spielen kann Um sich dies deutlich zn machen, braucht man das Bei- 
spiel von Nr 9 nur in der Weise abzu&ndern, daB man den Bereich fi links vom 
Nullpunkt durch die Schenkel des rechten Winkels begrenzt, welcher die Punkte 



Fig 10 
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Jeder zu £ gehonge, d h. m der Mange lim ( P„j } mit ikren 
Haufungspunkten enthaltene prrnare Bogen kotnmt damn mtr em- 
mal vor, d h die obige Mange enthaM mcht zwei verschtedene Ab- 
schmtte 1 ), uelche den Bogen uberall dicht erfullen 
Beweis Angenommen, es enthielte £ einen primaren Bogen i\P' 
in dem angegebenen Sinne zweimol, so mflfite jede der Punktmengen 
{P^} znm mindesten bei hinlanglich grofiem v je ewei verschiedene aus 
den obengenannten Abschnitten der Vereimgungsmenge lim { P „]} her- 

r->BQ 

yorgehende Teilfolgen ausgezeichneter Eandpunkte enthalten, die auf Pp' 
liegen, etwa: 


p( ,f ) 

r x v j 


pM 

*v + 1 > 


pi? 


und. 


pM p(’) 

Pv t Jr ?r + 1 > 


®W 

; o v f 


wo: 


*v<K£Qr< <S v') 


Das Treppenpolygon % v liefert dann zn den obigen zwei Teilfolgen 
ein Paar „zugeordneter u Treppenwege, in deren (dem Innem yon % v an- 
gehorenden) Zwischenraume jene verlaufen mftAten Die Annaherung der 
aus lauier %-PunJcten bestehenden, immer enger werdende Kanale bilden- 
den Treppenweg-Paare an den Bogen PP r nimmt mit wachsendem v 
nnbegrenzt zn, und es mflBte schliefilich Pit*' yollstandig in em Gebiet 
yon 91-Punkten eingebettet sein, was unmogbch ist 

12 Wir wollen jetzt den Fall betrachten, dafi das Ivnienhafte Kon- 
tinuum £, welches die aufiere Berandung eines abgeschhsscnen Bereiches 
18 bildet, diesen vdlstandig begrenzt, dafi also im Inneren yon £ nicht 
noch andere Randpunktmengen liegen, welche irgendwelche Punktmengen 
als Aufienpmkte yon 93 ausscheiden (dagegen konnten immerhin Teile, 
yon fl, wie in der yorigen Nummer gezeigt wurde, solche Aufienpunkte 
begrenzen). Alsdann soil gezeigt werden, da/3 £ auch von innen , und zwar 
durch eine Folge sick, gegenseitig umschliefiender Treppenpolygone approxt- 
miert warden kann und zugleich imeder m erne dbzahlbare , zyhhsch zu- 


(—1,0), (0,0), (0,1) verbindet. Die Verbindungsrextik&le (0, 0), (0,Tj apiejt dann 
far die rechts gelegenen Randpankte die Rolle ernes E&ufungskontinuums, w&hrend 
bei der Ann&herang von links jeder lhrer Pankte als ansgeeeichneter Randponkt 
dienen kann, sie selbat also der Definition ernes pnmdren Bogena gentlgt 

1) Infolge des zykhschen Zusammenhanges der Menge lim [ j mutt man hier- 
bei, am alle Mtiglichkeiten za berfloksiohtigon, die Bezeichnnng „AbBohnitt“ aach 
auf den Fall sweier im Pankte P 6 (0> zasammenetoflender TeilabBohnitte aoa- 
dehnen. 

2) Fiir den beaonderen in der von gen Fafinote angefiikrten Fall kommt zu 

der. zweiten Teilfolge noch eine von der Form P^ ] , , hinzn, wo jetzt 

0 <:*, <tf. 
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sammenhangende Punktmenge und die Menge der esugehorigen Haufungs- 
punkte stch gerlegen lafit. 

Um dies einzusehen, denke man sich em Quadrat D,, das ganz aus 
Innenpunkten von S3 bestekt, von einer gewissen Seitenlange X Man be- 

2 , 

stimme sodann erne natilrliche Zabl m 0 so, dafi d 0 = — lelemer ist als 

der Minimatabstand des Quadrats D von der Begrenzung £, teile D in 
m 0 s Quadrate yon der Seitenlange d 0 und flberziehe daran anschlieBend 
den Bereicb S3 mit einem Netz solcber Quadrate Von diesen vereimge 
man alle an O unmittelbar anliegenden (offenbar randpunktfreien , also 
ausBchliefilich aus Innenpunkten von S3 bestebenden) mit JQ, ebenso alle 
gleicbfalls randpunktfreien, die mit den letzteren oder mit bereits au- 
geschlossenen langs einer Seite zusammenhangen, und setze dieses Ver- 
fahren so lange fort, bis es durch Auftreten anbegender randpunkl- 
haltiger Quadrate gebemmt wird Man gewinnt auf diese Weise ein erstes 
von Innenpunkten des Bereiches S3 begrenztes und erfiilltes Treppen- 
polygon j£ 0 , das rmgsherum von daran anliegenden randpunkthaltigen 
Quadraten umgeben ist Aus den betreffenden Randpunkten kann man 
dann wieder, geradeso wie beim Beweise des Hauptsatzes von Nr 8 
(ygl. insbesondere Nr. 4, 5), eine m bestimmter Weise geordnete endliche 
Menge ausgezeichneter Randpunkte herausheben, und das in dieser Weise 
begonnene Verfahren laBt sich in ganz analoger Weise, wie m Nr. 6—8 
ausftlbrlich beschrieben, unbegrenzt fortsetzen Daraus ergibt sich dann 
unmittelbar die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 

13 Bildet das als aufiere Berandung des abgeschlossenen Bereiches S3 
dienende linienhafte Kontinmm fl ntcht dessen vollstandige Begrenzung, 
so mtlssen wn Innem yon £ noch Aufienpunkte yon S3 yorhanden sein 
Da zu jedem Aufienpunkte auch eine Umgefoung yon AuBenpunkten gehort 
(ygl. § 8, Nr. 4, 11, S. 64), so zieht die Existenz eines solchen Aufien- 
punktes unmittelbar diejemge mindestens eines gewissen Gebietes von 
AuBenpunkten nach sich. 1 2 ) Soldier Gebiete konnen dann beliebig viele, 
auch unendlich vide lm Innem yon £ liegen s ) Jedes Gebiet dieser Art 


1) Emfaohes, in der Funktionentheone besonders h&ufig vorkommendes Bei- 
spiel ernes entsprechenden Bereiches 93: ein von zwei konzentnschen Kreisen be- 
grenates Ringgebiet (ein „ Krewnng"). 

2) Der Bereich 93 bestehe z B. bub einer Kreisfl&ohe, aus der eine endliche 
oder abzShlbare Menge von Fnnktumgebnngen durch Kreise ausgeschieden Bind. 
Als Beupiel der zweiten Art nehme man etwa einen EreiB um den Nullpunkt vom 
Badms r ^ 1 mit Ausschlufl der Kreisfl&ohen um die Mittelpunkte 


mit den Radien 


1 _ 1 1 
4 ’ 8 ’ 10’ 


1 

+1 ’ 
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muB dann wiederum durcli em gewisses limenhaftes Kontmuum gegen 
die Innewpmkte von 99 abgegrenzt sein, was sich in ganz analoger 
Weise begrtinden laBt, wie zuvor die Existenz der mit 2 bezeichneten 
auBeren Berandung von 99; man brauckt nur alle dem fraglicken Gebiete 
von AuBenpunkten mcht angehongen Punkte zn emer einzigen Menge zu- 
sammenznfassen, welche jetzt die Rolle des fruheren AuBengebiets flber- 
nirmnt Dabei bildet em solches zur „innerm Berandung “ von 99 gehorigea 
limenhaftes Kontmuum allemal die vollstandige Begrenzung des betreffen- 
den Gebietes von AuBenpunkten, da m dessen Inneren wegen des Zu- 
sammenhanges von 99 keme Innenpunkte, also auch kerne weiteren Band- 
punkte liegen konnen. 1 ) 

JSangen mehrere derartige Kontmua punktweise mtsammen, so sind 
sie anf Grund der Defimtionen IV, V von § 8, Nr. 5 (S 65/6) als em emeiges 
limenhaftes Kontmwm anzusehen Diese Aussage gilt auch fCir den Fall, 
daB ein punktweiser Zusammenhang mit der aufieren Berandung 2 vor- 
handen ist: die aufiere Berandung bildet dann mit entsprechenden inneren 
Berandmgen zusammengenommen em eineiges Kontinuum s ) 

Ist der (lm Endlichen gelegene) Bereich 99 em offener , so ist seine 
aufiere Berandung 2 identisch mit derjenigen auBeren Berandung, welche 
zum Yorschein kommt, wenn man ihn zu emem dbgescMossenen mackt 
Der Hauptsatz von Nr 8 behalt also nnveranderte Geltung Dagegen 
konnen kier mnere Berandmgen in Gestalt isoherler Punkte oder Punkt- 


Je zwei konsekutive dieser Ereise haben keinen Punkt gemem Derm es ist 

2 *— 1 1 2 * + * —6 
2 V 2 v + t 2 ’' + "' ’ 

, , 2*-- 1 — 1 , 1 2 11 + 1 — 3 2 ,l + * — 6 2* +i 6 

andereraeits —- T - + ^ = —jr+i- &Ti~ < “"aT+ “ 

Der HELuftmgspunkt der Ereismittelpunkte (bzw der Ereise selbst), n&mlioh der 
Punkt (1, 0) gehOrt dann auoh im Falle r > 1 zur Begrenzung von 58. 

1) Dagegen kOnnen auoh hier wieder Tetle jenes linienhaften Kontinuuma 
(analog wie in Nr 10) noch besondere Gebiete von AuBenpunkten begrenzen 

2) Es bestehe z B. die vollst&ndige Begrenzung von 58 aus zwei meinander- 
liegenden, sioh benlhrenden Ereisen Die Innenpunkte des Tcleineren Excises sind 
dann Au/ienpunkte von 58 Die dufierc Berandung von 58 besteht aussohlioBlicb 
aus dem grbj&erem Kxeise, sie bildet aber mit dem Tcleineren zusammen etn emziges 
Konttnu/um (wie noch ansohaulioher wird, wenn man sioh dieses letztere an der 
Stelle des Benlhrungspunktes durchsohnitten denkt) Statt ernes solchen Ereises 
kann auoh eme endliohe oder abzkhlbare Menge von Ereisen vorhanden Bern, welche 
keinen Punkt gemein haben and s&mtlich emen grOfieren Kreis von innen beriihren 
Oder man denke sich ale Begrenzung von 58 eme gescblossene krumme Lime (im 
landlduhgen Sinne), die nach innen eme endliohe oder abzihlbare Menge von 
Schletfen bildet 
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mengen, auch solchei hmenhafter Kontinua auftreten, die keinen Bereich 
von AuBenpunkten begrenzen, und zwar in endlioher 1 ) oder abz&hlbarer 
Menge *) 

14. Ein (abgeseblossener oder offener, zusammenhangender) Bereich 
99 heifit einfach ssusammenhangend, wenn seine vollstandige Begrenzung 
aus einem eineigen linienhaften Kontmwm besteht. Dnter diese Kategorie 
fallen also msbesondere diejenigen Bereiche, deren vollstandige Begrenzung 
schon durch die imfiere Berandung gebildet wird 8 ) (z. B. Treppenpolygon, 
Kreis), wobei aber keineswegs ausgesohlossen ist, daB Tetle der auBeren 
Berandung noch besondere Bereiche begrenzen kSnnen, wie bei dem 
asymptotischen Treppenpolygon von Nr. 10, dessen Inneres nichtsdesto- 
weniger einen einfach misammenhdngenden Beieich bildet. Des weiteren 
gehoren hierher Bereiche wie die in Fufln 2), S. 98 angefdhrten. 

Der Bereich lieiBt n-fach msammenhangend, wenn seine Begrenzung 
aus n getrennten Stflcken besteht (dabei werden isolierte Randpunkte, wie 
sie ja bei offenen Bereichen vorkommen kSnnen, als vollwertige „Stficke“ 
gezahlt). Zweifach msammenhangend ist z. B. em Kreisnng oder eine 
Kreisflache, deren Mittdpunkt als Randpunkt ausgeschieden ist Die ge- 
gebene Definition schlieBt auch den Fall n — oo nicht aus (vgL die Bei- 
spiele in FuBn 2) 

§ 11. Jordansche Kurren. — Zweiteilimg der Ebene durch jede 
geschlossene Jordansche Knrre („Jordanscher Kurvensatz“). 

1. Die Untersuchnngen des vorigen Paragraphen haben ergeben, daB 
die Berandung eines einfach zusammenhangenden Bereiches Eigenttim- 
lichkeiten, ich mochte sagen: unerwartete Abweichungen yon den tlb- 


1) Beispiel* Eme Kieisfl&che, von weloher aufler der Pei'ipherte nooh einzelne 
Innenpunkte oder die Funkte eines ganzen Radius als Randpunkte fixiert sind. 

2) Beispiel Der offene Bereich §9 bestehe aus dem Inneren des Quadrats 
fiber der Streoke 0 1 unter Ansscheidung der folgenden isolierten Punktmengen 
bzw Streckenmengen als Randpunkte (a, y), n&mliob: 


oder 


(b) o<x<(±y 


v_ /« =* i, a, h, 

y “ 2" U — 1, 2, 8, 


2 " 


0 


1m Falle (a) besteht die Menge der betreffenden Randpunkte aus den Punkten, 
welche die Vertikalen mit den Abszissen (n — 1, 2, 8, ...) und der Hfihe 1 

in 2" gleiche Teile zerlegen; im Falle (b) aus den horizontalen Strecken, welche 
von den Uufieisten der zuvor bezeichneten Punkte bis an die Grenzvertdkale ® 0 

reiohen (Die letztere, welche als Ort der JR&ufungspunkte in Betracht kommen 
wfirde, bildet ja flberdiea einen Teil der kofidren Berandung.) 

8) Die &ufiere Berandung wird also in diesem Falle zur Berandung sehlechihin. 
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lichen Vorstellungen, aufweisen kann, welche day on herrflhren, dafi die 
Haufungspunkte der zur Charakterisiemng dee betreffenden Imienhaftm 
Kontinuums dienenden zyldisch zusaminenhangenden Punktmenge auf dessen 
endgtiltige Gestaltung einen maBgebenden EinfluB ausflben. Da ein grofier 
Toil der fflr die Funktionenlehre unentbehrhchen SchluBfolgerongen auf 
dem Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten beruht, so erscheint es m dem 
vorliegenden Zusammenhange notwendig, die als wirklich vorhanden er- 
wiesene Erentualitat zu beseitigen, dafi die Berandwng eines einfach zu- 
sammenhangenden Bereichea aufier desaen Innenpunkten und dem ins Un- 
endliche sich erstreckenden Oebiet von AufienpunUen noch andere Ge- 
biete begrenzt. Es handelfc sich also darum, ana der Gesamtheit der 
Itnienhaften Kontinua, welche als dufiere Berandungm eines nn Endhchen 
liegenden Bereiches vorkommen kttnnen, emen besonderen und doch m6g- 
lichst aUgcmeinen Typus herauszuheben, der die Sicherheit gewahrt, dafi 
der aoeben bezeicbnete ungflnstige Fall niemals eiutreten kann, und der 
ala Berandung eines Bereiches nur diesen und das unendliche Aufiengebiet 
begrenzt, mit anderen Worten, die Ebene in zwei und nur zwei getrennte 
Gebiete zerlegt. 

Dieses Ziel wird erreicht, indem man' den fraglichen Typus hnien- 
hafter Kontinua durch eine zugleich einfache und dennoch sehr ailge- 
meine ancdytische Definition charaktensiert, wie im folgenden gezeigt 
werden soli. 

2. Es seien zwei ftir ein bestimmtes Intervall der reellen 

Veranderlichen t, etwa: t 0 ^ T, emdeutig definierte und stetige Funk- 
tionen x ) von t, welche iiberdies die Eigenschaffc besifczen, dafi nicht gleichzeihg: 

(1) (pfo) — tpfa), wenn: ^. 

Definiert man sodann eine Punktmenge {x,y} durch die Beziehungen: 

( 2 ) »-*(0 

so soli diese als eine die Punkte und (tp(T), ip(T)) yerbin- 

dende Jordansche Kurve & bezeichnet werden *) Die Veranderliche t 
pflegt man in diesem Zusammenhange als Parameter, die Beziehungen (2) 


1) „Funktion B in der allgemeinen Bedeutong von $4, Nr. 2 (8. 88). Inabe- 
■ondere kOnnen qp(Q, i/j(t) in yeraohiedenen, eino endliche oder abz&blbar unend- 
liohe Menge bildenden Teilintervallen dnroh verschiedene anthmetieche Auadrflcke 
definiert aein. 

2) Einfachate Beiapiele: Eine Streoke, ein Kreisbogen — aber, mit Rttcksicht 
auf Fofin. 1), anch ein Streokenzng, der aogar ana abz&hlbar nnendlich vielen (be- 
hnfs Wahrnng der Stetigkeit echhefibch unendlioh klein werdenden) Strecken be- 
■teben kann (vgl das in Fufin. 1), 8 69 angefflhrte Beispiel) 
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als Pa/rameterdarstellung der Kurve, diese selbst tils stetige Parameterkurve 
zu bezeichnen. 

Flihrt man zur Abkriirzung ftir den zu irgendeinem Parameterwerte t 
gehorigen Kurvenpunkt die Bezeichnung P(t) ein, so dafi also: 

P(t) — (V'®), 

and versteht man unter t' } t" lrgend zwei dem Interval! [$ 0 , T] angehorige 
Zablen (etwa: t' < t" ^ T), so wird infolge der Stetigkeit von <p(tf), 

ip(i) der Abstcmd von P(f), P(t") gleicbzeitig mit t" — t' bdiebig Mein: 
die Menge der Kurvenpunkte {x,y} = { P(t) } ist also zusammenhangend 
Aus der Bedingung (1) folgt, dafi jeder Kurvenpunkt nur einmal er- 
zeugt wird, wenn man der Veranderlichen t alle Zablenwerte des Inter- 
valls [rf 0 , T] beilegt: die Kurve geht also mcht mebr als einmeA dnrch 
denselben Punkt, sie bat Tceinen yyDoppebpunkt 1 * 

Umgekebrt gehort zu jedem Punkte P(f) ewe undnw eine bestimmte, 
dem Intervall [tf 0 , T] angeborige Zahl, die gleicbzeitig mit der Lage von 
P(t) sicb stetig andert. Snbstituiert man fflr die Zahlen des Intervalls 
ft,, T ] die Punkte der Si/recke t 0 T , so kann nach dem Gesagten die 
Jordansche Kurve (£ cbarakterisiert werden als ein umkehrbar eindeuitges 
and stetiges Abbild der Strecke t 0 T (die man flberdies nocb durch die Sub¬ 
stitution t=*t 0 + (T — t 0 ) t' auf die Emheitsstrecke 0 <£ t' 1 reduzieren 
kann). Daraus folgt insbesondere, dafi die Punkte dei Jordamchen Kurve 
erne dbgeschlossene Menge bilden mflssen. 

Versteht man ferner unter t' } t" zwei bebebige Punkte des Intervalls 
ft,, T\ und hebt man aus dem Intervall ft, t"] eine die Punkte t', f r enthal- 
tende abmMbare und susammenha/ngende Menge { t 9 } heraus, so liefert diese 
eine gleichfalls abzaMbare und zusammenhangende Menge von Kurven- 
punkten Pft), die sich vom Punkte P(f) bis zu Pft") erstreckt. Er- 
ganzt man sodann die Menge ft r } durcb Hmzufflgung ibrer Haufungs- 
punkte zum Kontinuum , so kann der entsprechende, die Punkte Pft) und 
Pft') verbindende Kurvenbogen kein Kontinuum enthalten, welches a/us- 
schUefilich aus Hdufmgspunkten der Pft) (diese selbst ausgescblossen) 
bestebt Denn diesem mflfite ja ein von Punkten t v freier und zugleicb 
stetiger Bestandteil des Intervalls ft, t"] entsprecben, was unmoglich ist, 
da die t v daselbst iiberaU dtcht begen 

3. Bestebt in bezug auf die Bedingung (1) die erne Ausnahme: 

(1 a) tp ft) $ ( t 0 ) 

so dafi also Pft) = P(P), bo soli die Kurve aucb nocb als Jordansche 
bezeicbnet werden. Sie kehrt in diesem Falls, wenn t das Intervall ft 0 , T] 
durcblauft, schliefibcb in den Anfangsmnkt zurflck und wird infolge- 
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dessen als eme geschlossene, dem gegentiber in dem zuvor ausschliefilich 
betrachteten Falle als eine offene (oder auch als Jordamcher Kurven- 
bogeri) bezeiobnet. Man erkennt nun leioht die Biehtigkeit des folgenden 
Satzes: 

Eine Jordansche Kurve ©, die einen im Endlichen gdegenen 
JBereich voUstcmdig begrenet, ist eme geschlossene. 

Denkt man sich namlich die fragliche Begrenzrmgskurve © nach 
dem beim Beweise des Hauptsatzes yon Nr 8 des yorigen Paragraphen 
entwiekelten Yerfahren durch eine Folge yon Treppenpolygonen yon 
aufien approximiert und faBt einen beliebigen Abschnitt der dort (S. 90) 
mit lim bezeichneten abz&Mbaren und ( zykhsch ) zusamm enhdngm- 

den Menge der ansgezeichneten Bandpunkte ins Auge, so folgt aus der 
am Schlusse der yorigen Nummer gemacbten Bemerkung, dafi derselbe 
nach Hinzunabme seiner Haufungspunkte Icein Haufungskontinuum liefern 
kann. Jeder Bogen der Kurve © ist somit ein primarer und sie selbst 
mufi daher auf Grand des „Zusatzes a yon Nr. 11 des yorigen Paragraphen 
(S. 93/4) eine geschlossene sein. Derm, ware sie eine offene, so mtlfite die 
zyklisch zusammenhangende Menge lim { Pn v }, urn yon dem Anfangspunkte 
P Q W ausgehend zn diesem zurflckzukehren, irgendeinen Abschnitt yon © 
eweimal ilberstreichen. Es wilrde also im Widerspruche mit dem angefdhrten 
Zusatze derselbe primare Bogen zweimal in der Menge lim !P«) Tor- 
kommen. 

4. Dem Beweise fiir die (als Hauptziel dieser ganzen Betrachtung 
anzusehenden) Umkehrung des vorhergehenden, dafi namlich jede ge- 
schlossene Jordansche Kurve stets einen und nur einen im Endlichen 
gelegenen Bereioh begrenzt, schicken wir noch den folgenden Hilfssate 
voraus: 

Eine zusammenhangende Pmktmenge wdche ausschliefi- 
lich aus Pmkten einer die Punkte P(t 0 ) und P(T) verbmdenden 
(offenen) Jordanschm Kurve © besteht und Punkte in bdiebiger 
Nahe von P(t 0 ) und P{T ) enthalt, ist nach JBRnzunahme ihrer 
Haufungspunkte mit © identisch. 

Be weis Es sei wieder Gl. (2) die Gleichung der Kurve © und daher: 
(3) P(* 0 ) = (<p(fo), MJ ), P(T) = (cp(T), 

Infolge der Stetigkeit von (p(t), if>(t) gehdrt auch jeder Hdufungspunkt von 
Punkten der Menge $ der Kurve © an, so dafi also auch die aus $ durch 
Hinzufttgung der Hdufungspunlcte hervorgehende ahgeschlossene Menge ljp 
ausschliefilich aus Punkten von © besteht 

Es bleibt nun zu zeigen, dafi auoh umgekehrt jeder Punkt von © 
der Menge $ angehort. Dies gilt zunachst ohne weiteres von den Punkten 
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P(t 0 ) und P(T), da sie ja auf Grand der Yoraussetzung Raufungspunkte 
der gegebenen Menge $ sind 

Es bedeute sodann r einen ganz beliebigen , dem Intervall t 0 <i < T 
angehongen Parameterwerfc, von dem noch nicbt feststehen soil, ob er 
einen zu gehorigen Punkt liefert, und es m5gen andererseits diejenigen 
Parameterwerte, denen diese Eigen schaft mit Sicherheit zukommt, gene- 
rell mit t' bzw. mit f bezeiohnet werden, je nachdem sie Teleiner oder 
grofiet' als x smd, so daB also: 

(4) x<t"£T 

Die t' haben dnnn eine obere Grenze P, die t" eine untere Greuze und 
zwar folgt aus Ungl (4), daB: 

( 5 ) r<x<:f. 

Da die Punktmenge erne dbgescJdossene ist, so mQssen die Punkte 
P(P), P(j[') ibr angehSren. Da sie zugleich eine eusammenhangmde ist 
und andererseits auf Grund derBedeutung von V und /' zwischen V und/' 
keine Parameterwerte existieren, welohe Punkte von ^ liefern, so mttssen 
jene beiden Punkte eusammenfallen}) Daraus folgt aber vermSge der 
Bedingung (1), dafi P—J" sein mufi und dafi daher mit Berticksicbti- 
gung von Ungl. (6) sich ergibt: 

(6) p-T-f", 

d h. dafi m der Tat jeder bdidbige Punkt (tp (t), sofem t 0 < r < T, 
der Menge $ angehort. Die letztere ist somit, wie bebauptet, mit der 
Kurve (J identisch 

5 Hauptsatz. Eine geschlossene Jordansche Kurve S eer- 
legt die Ebene in ewei und nwr swei geirennte Gebiete 
Beweis Es sei A ein am weitesten nach links, Bern am weitesten 
nach rechts gelegener Punkt von (S Diese beiden Punkte zerlegen die 
Kurve in zwei Bogen, einen unterm und einen oberen, die wir durch An- 
setzen beliebig (insb esondere beliebig klein) zu denkender horizontaler 
Strecken A A', BW nach links bzw. nach rechts verlangeni. Hierdurcli 
wird der Obarakter der beiden Bogen als offene Jordansche Kurven nicbt 
geandert. 

Wir denken uns nun durcb die Punkte A' und B' zwei nacb beiden 
Seiten unbegrenzte Yertikalen t) 1 , t> 3 gezoge n und gehen darauf aus zu 
zeigen, dafi jeder der beiden Kurvenbogen A!A . BB', die wir mit 

1) AndemfaUa mflflten die BOgen P(t 0 )P(t') und P(i' / )P(2 1 ) als abgesohlosBene 
Mengen ohne gemeinsamen Punkt einen von Null versohiedenen Minim alabetand 
haben, und $ wire nicht zusammenhingend 
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(S 8 ' bezeichnen wollen, den so entstandenen unendlichen Parallel- 
streifen in zwei getrennte Gebiete zerlegt Hierzu soil dasjenige Yer- 
fahren, welches in § 10, Nr. 2—8 zur Approximation der ftuBeren Be- 
randung eineB Bereiches durch erne Folge lhn umschlieBender Treppen- 
polygone diente, auf einen jener beiden Korvenbogen, etwa den unteren 

angewendet werden. 

Wir schlieBen also den letzteren zunachst in ein Quadrat , dann m 
einen guadratischen Ring von Teilquadraten und, von diesem ausgehend, 
m ein Treppenpolygon % 0 ein, dem wir wieder eine m bestimmter Weise 
geordnete endliche Menge {P“|’} von „cmsgezeudineten u Randpunkten, d. h 
von Punkten des Bogens zuordnen Bei weiterer Fortsetzung des 
a a. 0. beschriebenen Verfehrens ergibt Bich dann wieder erne unbegrenzte 
Folge ineinanderliegender Treppenpolygone % v (v => 0,1,2,...), welche den 
Eurvenbogen (£/ immer enger umschlieBen und diesen zugeordnet eme 
gleichfalls unbegrenzte Folge sich bestandig verdichtender endlicher Mengen 
J Piil j von Pmkten , denen jene Treppenpolygone unbegrenzt naher 

rflcken, ohne jemals einen dieser Punkte zu erreichen Wir treffen nun 
die weitere Yerfttgung, dafi bei alien moglichen % v die beiden auBersten 
Vertikalseiten deijenigen Teilquadrate, welche die Strecken A'A, BB' 
enthalten, durch entsprechende Stflcke der beiden Grenzvertikalen bj, b s 
ersetzt werden sollen Dadurch gelangen die beiden (S/-Punkte A' und 
B' auf die Begrenzung aller X„, wahrend lm tibrigen keinerlei wesent- 
liche JLnderung eintritt. Werden jetzt die beiden (neu geschaffenen) 
auBersten Yertikalseiten der X r ganzlich ausgeschaltet, so zeriallt jedes 
% v in zwei Treppenwege, einen unteren t v und einen oberen t v Zugleich 
zerfallt auch jede der Punktmengen {Pi^} (v — 0,1,2,. ) in zwei solche, 
deren eine dem Treppenwege t„, deren andere dem Treppenwege t v zuge¬ 
ordnet ist und die beide zwischen t„ und t v verlaufen. Die Vereinigungs- 
menge emer jeden dieser beiden Punktmengen mit Hinzunahme ihrer 
Hmfmgspwnkte (zu denen auch A' und B gehoren) muB dann nach dem 
Hllfssatze von Nr. 4 mit 5/ identisch sein. Da andererseits jedes t v und 
jedes t v den von b 1} b 8 begrenzten Parallelstreifen in zwei und mr zwei 
getrennte Gebiete, ein Unter - und ein Obergebiet, zerlegt, bo gilt das 
gleiche von (5^' Denn, wie auch v angenommen werden mag, so muB 
jeder Streokenzug, der einen Punkt des Untergebiets von t„ und des Ober- 
gebiets von t v verbindet, mit jedem _t„ und jedem tj, von groBerem Index 
v mindestens je einen Punkt und daher als Haufmgspunkt aller dieser 
Punkte auch mit (S/ mindestens einen Punkt gem ein haben Da flberdies 
auf Grund des Satzes von Nr. 3 bereits feststeht, dafi nicht etwa ein Teil 
von (£/ ein Sondergehiet begrenzen kSnnte, so folgt in der Tat, dafi 
den Parallelstreifen in genau zwei getrennte Gebiete zerlegt: ein Unter- 
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gebiet als Vereinigungsmenge aller Untergebiete der t v und ein Obergebtet 
als Vereinigungsmenge aller Obergebiete der t,,. 

In derselben Weise ergibt sicb, dafi aueb der (abgesehen von den 
Strecken A A und BIT) vollst&ndig dem Obergebtet von E/ angehonge 
Eurvenbogen E/ den Parallelstreifen in zwei Gebiete zerlegt. Dabei 
konnen die beiden durch E/ und Ej' hervorgebrachten Zerlegungen nicht 
identisch sein, da sonst (£/ und E 8 ' idenbisch sein mfLBten Es mufi daher 
ein Teil des Obergebietes von E/ mit einem Teil des 27wfergebietes von 
E 8 ' zusammenfallen und es wird somit der Parallelstreifen durch die 
beiden Bogen E/ und E 8 ' in drei Sttlcke zerlegt, von denen die beiden 
aufieren sich ms Unendliche erstrecken, wahrend das mitHere, gleichzeitig 
von E/ und S 8 ' begrenzte, ganz im EndUehen liegt Denkt man sich jetzt 
die beiden Ansatzstflcke A A und Biff, sowie die beiden Yertikalen toj, t> 8 
ausgeschaltet und die beiden BBgen von E, die nach Wegnahme der 
Strecken A A und BB' mit E 1? E 8 bezeichnet werden mSgen, zu der ge- 
scfdossenen Kurve E zusammengefafit, so zerlegt die letztere die Ebene 
in genau ewei getrennte Punktmengen, eine aufiere, von der bereits fest- 
steht, dafi sie ein lttckenlos zusammenhangendes (iibrigens ins TJnendliche 
sich erstreckende) Gebiet bildet, und eine itrnere, von der noch zu zeigen 
ist, dafi sie gleichfalls ein einziges zusammenhangendes Gebiet bildet. 
Dazu ist nor der Nachweis erforderlich, dafi zwei beliebige, im Innem 
von & liegende Punkte P, P' durch einen ganz im Innem von E ver- 
laufenden Streckenzug verbunden werden konnen. 

Wir bemerken zunachst, dafi durch die vorstehende Betrachtung fttr 
jeden der beiden Eurvenbogen E 1? E a eine bestimmte Seite (d. h. an- 
liegende Punktmenge) als untere bzw. obere festgelegt ist. Insbesondere 
hat diejenige Seite des (unteren) Kurvenbogens E x als obere zu gelten, 
an welche die im Innem von © liegenden Punkte (im folgenden kurz 
als Irmenpunkte von E bezeichnet) angrenzen. 

Da der Funkt P einen gewissen von Null verschiedenen Minimal- 
dbstand von E aufweisen mufi, so lafit er sich mit einem ganz aus Innem - 
punkten von E bestehenden Quadrat umgeben, von dem ausgehend man 
nach der Vorschrift von § 10, Nr. 12 eine unbegrenzte Folge ganz von 
Innenpunkten der Kurve E erffillter und begrenzter, sich gegenseitig um- 
schliefiender Treppenpolygone % v (v — 0,1,2,...) nebst einer entsprechen- 
den Folge endlicher Mengen { PnJ } von „ausgezeichneten lt Rcmdpunkten, 
d h. Punkten, herstellen kann, denen jene Treppenpolygone unbegrenzt 
naher rtlcken. Als Vereinigungsmenge der von den begrenzten Po- 
lygonflachen erscheint em bestimmtes Innengebiet 3 der Eurve E, die auf 
Grand des Satzes von Nr. 3 in ihrer gesamten Ausdehnung dessen aufiere 
Berandung bilden mufi Immerhin ist die Moglichkeit nicht ohne weiteres 



104 


Abachnitt I. Eap. I. Reeile Ver&nderliche und Fnnktionen 


Nr 1 


von der Hand zn weisen, dafi & nock andere Innengebietc begrenzen 
kdnnte, so dafi der am Schlusse des vorletzten Absatzes postulierte Nach- 
weis dnrob die oben gewonnene Erkenntnis keineswegs entbehrlich ge- 
macht wird. 

Bei dem obigen Verfabien mafi unter den ausgeeeichneten Qi-Punkten 
einmal ein erster auffcreten, der (von A und B verschieden) dem imteren 
Bogen (£} angehort. Er werde mit P 1 , der auf der mgeordneten Quadrat- 
seite des betreffenden Treppenpolygons, etwa % m , ibm gegeniiberliegende 
mit Q bezeichnet Die Strecke QP X liegt dann, abgeseben von dem 
Punkte P lt ganz im Innem von £ Da andererseits der Punkt P mit Q 
durcb eine im Innem von % mJ also aucb von (£ verlaufenden Strecken- 
zug sich verbinden lafit, so liefert der Streckenzug PQP X eine %m Innem 
von (£ verlaufende Yerbindnng von P mit der oberen Seite von 

Genau in derselben Weise lafit sich auch ftlr den ganz bdiebig im 
Innem von £ (d h. nicbt von vornherein als Punkt von %) zu w&hlen- 
den Punkt P' eine analoge Verbindung PQ'P X mit einem Punkt P/ 
von und zwar wieder mit der oberen Seite von (S 1} herstellen 

Nun lafit sich aber die obere Seite von durch eine Folge der im 
ersten Teile des vorliegenden Beweises mit t y bezeichneten Treppenwege 
beliebig approzimieren Da das Bogenstflck P x P x einen gewissen Minimal- 
abstand von dem oberen Eurvenbogen £ g hat, so mufi bei hinlanglioh 
grofiem v der Treppenweg F v die Strecken QP 1 und Q'P X in zwei Punkten 
Q x bzw. Qi nahe bei P x bzw P x treffen, und das Wegsttlck Q x Q x dem 
CTwfergebiete von £ g angehoren, also m Innem von £ liegen Der aus 
mwi bestehende Streckenzug liefert dann eine im Innem von 
£ verlaufende Verbindung von P und P'. Die Innenpunkte von © bilden 
also ein einziges zusammenhangcndes Qdnet. 

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen, aus dem insbesondere 
hervorgehtj dafi die charakteristische, in § 9 zunachst flir Treppenpolygone 
erwiesene Eigenschaft auch jedem bdiebigen Polygon mit sich nicht durch- 
kreuzenden Seiteu und jeder ernfach geschlossenen Kurve der analytischen 
Geometrie zukommt. 


§12. Fnnktionen zweier reellen Ver&nderlichen. — Doppelliniites 
nnd iterlerte Limites. — Stetigkeit und dsiraus entspringende 

Folgerungen. 

1. Sind x und y zwei reeile Veranderliche, e eine dritte reeile Ver¬ 
anderliche von der Beschaffenheit, dafi jedem Wertepaare (x } y) eines 
gewissen Bereiches, also jedem Pwikte einer gewissen Punktmenge eine 
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bestimmte Zahl z zugeordnet ist, so heifit z eine m dem bezeichneten Um- 
fange eindeutige oder emwertige (reelle) Funktion von ( x , y), in Zeicben: 

(1) z => f(x, y) (bzw. nach Bedarf: — F(x, y), tp(x, y) ubw.), 

jene Punktmenge der Befinitionsbereich von f(x, y), jeder ihrer Punkte eine 
Sidle des letzteren. 

Gehoren zu jedem ( x, y) mehrere (<L h. zwei bis unendlich viele) 
Werte z, bo heiBt z eine mehrdeutige oder mehrwertige Funktion von (x, y). 

Wir beschranken uns hier auf den Fall, daB der JDefinitionsbereich 
von f(x t y) ein Gebiet, also ein (abgeschlossener oder offener) „Bereich u S3 
in dem engeren Sinne von § 8, Nr. 4, VI (S 65) ist, femer verstehen wir 
unter f(x, y), solange nicht das Gegenteil ausdrflcklich bemerkt wird, eine 
in dem gerade vorliegenden Zusammenbange eindeutige Funktion, d. h. 
eine schlechthm emwertige Funktion oder einen emdeutig definierten Be- 
standteil einer mehrwertigen Funktion (z.B -j- ]/xy (xy > 0), d.h. \Yxy\ 
als einen emdeutig bestimmten der beiden Funktionawerte | Yx | und 

(- Iv^yl))- 

Die fdr emen gewissen Bereich S3 definierte Funktion. e ■=* f(x, y), 
d. b die entsprecbende Zdhlenmenge {if} hat dann wiederum (vgl. § 4, 
Nr. 5, S. 31) eine gewisse obere und untere Grenze: @( 0 ) bzw ©(a), wo 
©(if), &(z) entweder bestimmte Zdhlen vorstellen oder aucb ©(*) — -f- oo, 
©($) ■= — oo sein kann. Im ersteren Falle heifit f(x, y) im Bereiche S3 
beschrdnkt 

Die niemcds negative (endliche oder unendlicbe) Bifferenz 
D - ©(*) - ©(*) 

wird wiederum als Schwankmg Ton f(x, y) im Bereiche S3 bezeicbnet 
In bezug auf die obere und untere Grenze yon f(x, y) gilt das fol- 
gende Analogon zu dem in §4, Nr. 6 (S. 31) fdr Funktionen einer Ver- 
anderlichen bewiesenen Satze: 

Ist ©(«) die obere, ©(if) die untere Grenze der in dem end- 
lichen Bereiche S3 eindeutig definierten Funktion z =» f(x, y), so 
gibt es mindestens je eine zu S3 gehorige oder (ohne zn S3 zu ge¬ 
horen) als Eandpunkt von S3 aufiretende Stdle , m deren Umgebung 
f(x,y) die obere Grenze ©(if), bzw die untere Grenze ©(m) be- 
sitzt (gleichgultig, ob diese Grenzen endlich oder unendlich ausfaUen). 
Der Beweis wird ganz analog'geftihrt, wie derjenige far den oben 
angefiihrten entsprechenden Satz von § 4, Nr 6. Nur tritt hier wiederum 
an die Stelle des dort als Operationsgebiet dienenden Intervalls em den 
Bereich 0 emschliefiendes Quadrat und demgem&B an die Stelle des 
linearen Teilungsprozesses ein quadraUscher, geradeso wie bei dem in 
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§ 8, Nr 2 (S. 61) gegebenen, aof die Emstenz mindestens einer Haufungs- 
stelle f(ir jede ebene Punktmenge Bich beziehenden Beweise, welcher als 
Vorbild yollstSudig gentigen diirfte. 

Aub dem obigen Satze folgt dann weiter (vgl § 4, Nr 8, S. 33): 

1st f(x, y) in dear Umgebung jeder eineelnen Stelle eines end- 
lichen dbgeschlossenen Bereiches S3 beschranlct, so ist f(x t y) im 
gesamten Bereiche S3 beschrankt. 

2. let (a, b) irgendeine Stelle des Definitwnsbereiches S3 von f{sc, y ) 
oder auob nur ein nicbt zu diesem geboriger Bandpunkt von S3, c eine 
beliebige Zabl, so gilt die folgende Definition: 

f(x } y) hat fur x-+a, y->b den Doppellimes c, in Zeickm ■ 

(2) lim f{x, y) a c, 1 ) 

a>-*-a,y-+b 

wenn eu jedem e > 0 eine Umgebung (p) dear Stelle (a, b) existiert , 
derart t daft: 

(3) \f(?,y)-c\<e 

fwr alle (x, y) jener Umgebung (abgesehen von {a, b) selbst), also fur 
aUe (x, y), welcke einer Bedwgung von der Form geniigen: 

(3 a) 0 < Y(x — a) s + (y — 6)* < p. *) 

Dabei kommt, wenn ( a, ft) ein Randpwnkt von S3 sein sollte, in dem. 
vorstehenden Zusammenbange als „ Umgebung“ von (a, b) nur der zu S3 
gehSrige Teil der vollen Umgebung (3 a) in Betraoht. 

Parallel mit der obigen Definition lauft die folgende: 

f{x, y) hat fur x —> a, y -+b dm Doppellimes + oo btsw. 
— oo, in Zeiehen: 

(2') lim f{x, y) — + oo bew. — — oo, 

®->o, y-Vi 

toenn eu jedem {noch so grofim ) C > 0 eine Umgebung nach Art 


1) Im Falle b — o achreiben wir etwas einfacher: 

lim /"(«, y) — c. 

«,!/->■ a 

3) Dieae Definition enth&lt alao wiederum (vgl. g 6, Nr 1, Fnfiu. 1, 8. 84) 
keinerlei Anaaage fiber daa Verhalben von f(x, y' 1 an der Stelle (o, 6) (ffir welche 
y ) fiberhaupt nioht deflniert zu aein brauoht Oder einen von c angebbar ver- 
■chiedenen Wert besitzen kann). Will man die fragliche „ Umgebung" atatt krcis- 
fSrmig, irie in Ungl (8 a), guadratisch begrenzen, also (x,y) den Bedingnngen 
nnterwerfen: 

0^|o5 —o|< ? , Og|y —6|<e, 
bo iet die Eombination a, yam b) auadrficklioh auazuacbliefien. 
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von Ungl (3 a) existiert, derart , dafi fur (die ihr angehotenden (x,y): 
(30 f{x, y)>C bziv. f(x, y)< — C 

Wir sagen gelegentlicb, der fraglicbe Doppellmes existiere im 
engeren Sinne, wenn er eine bestimmte Zahl vqrstellt, im weiteren Sinne, 
wenn aucb die Moglicbkeit eines Unendlichwerdens (mit bestimmten Yor- 
zeicben) zugelassen werden soil 

3 Mit Hilfe der Substitution: x = a-\-h,y=*b-)-k gebt die Be- 
ziebung (2) in die folgende fiber: 

(4) o f(a + h,b + k) = c, 

wahrend zugleicb die definierenden Ungleicbungen (4), (4 a) die Form 
annebmen: 

(5) \f{a + h, b + k) — c[ < e ffir: 0 <y7i 8 + k* < q. 1 ) 

Nun seien <p(t), ijj(t) irgend zwei ffir em gewisses Intervall t 0 ^t£T 
stettge und ffir t — t 0 verschwindende Funktionen von der Bescbaffenheit, 
dafi unter der Yoraussetzung If + t niemals gleichzeitig: <p(f) — (pit), 
WO ■= Die Punktmenge: 

[x — a-]-(pit), y — & + W0) 

bildet dann eine die beiden Punkte (a + <p(T), b + und (a, b) ver- 
bmdende Jordansche Kurve ©. Setzt man jetzt m Gl. (4): h = <p(t), 
k « bo wird: 

(6) Inn f(a + <p(f), b + WO) — c 

Wir sprecben den Inbalt dieser aus der Yoraussetzung (4) bervorgeben- 
den Beziebung in folgender Weise aus: Gleichzeitig mit dem Doppdlimes 
(4) und damit iibereinstimmend existiert der longs eines jeden nach {a, b) 
fUhrenden „Weges tl © genommene Grenzwert (6) 

Dabei soil von jetzt ab unter einem solcben Wege ein entsprechen- 
der Jordanscher Kurvenbogen verstanden werdern 

Es findet aber auob das Umgekebrte statt, d. h : Besteht die Bezie- 
hung (6) fWr jeden nach (a, b) fUhrenden Weg, so existiert damit uberem- 
stimmend der Doppellimes (4) (bzw. (2)). 

Denn, angenommen das letztere ware nicbt der Fall, mit anderen 
Worten, die Ungleicbung (3) liefie sieb nicbt ffir jedes s > 0 durcb pas- 
sende Wahl von q befriedigen, so mfifiten ffir ein bestimmtes (mfiglicber- 
weise sehr kleines) e > 0 m belidnger Nahe der Stelle (a, b), also jeden- 

1) Andere h&uflg tlbliche Schreibweise: 

|f(a + $ ?l & + ft)-c|<® fdr: 0<*» + £*<l 
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falls in unendlicher, zum mindesten abzahlbarer Menge, solohe Punkte 
(a + h r , b + 7c,) vorhanden sein, ftlr welche: 

\f(a + h yi b + h v ) — c\ ^ £ 

Ein diese Punkte yerbmdender, sich nicht durobkreuzender und der Be- 
dingung Inn /*, = lira = 0 gendgender 1 ) Streckenzug wiirde dann aber 
einen Weg liefern, fflr welchen der Grenjswert c mcht zum Vorschein kame, 
was der Voraussetzung widerspricht 

Die votstehenden Aussagen lassen sich, wie leicbt ersichtlich, auch 
auf den Fall flbertragen, dafi -f oo oder — oo an die Stelle der Zahl 
c trifct 

4 Trifft man m dem vorkegenden Zusammenbange die besondere 
Wahl: 

<p(£) =» at, «— fit, also: «-0, 


wo a, (i zwei bekebige reelle Zahlen bedeuten, deren erne auch Null sein 
kann, so wird der zuvor mit (5 bezeichnete Weg zu emem im Punkte 


(a, b) einmtindenden Hcdbstrahl, dessen Richtung durch das VerhSltnis 

a ** 

oder — bestimmt wird. Man hat alsdann wiederum unter der Voraus- 
0 1 

setzung, daB der DogpeUtmes (4) existiert: 


(7) lim f(a + at,b + pt)~c, 

d. h der fragliche Grenaioert kommt msbesondere lii/ngs eines jeden nach 
(a f b) ftlhrenden HcUbstrdhls, anders ausgesproohen, in jeder beliebigen 
Richtung zum Vorschein. 

Die wohl ziemkch naheliegende Vermutung, daB auch umgekehrt 
diese letztere Tatsache, also das Bestehen von G1 (7) fttr jede beliebige 
Wahl von a und /3, die Eiistenz des Doppdlimes (4) nach sich ziehen 
mttsse, erweist sich als irrig, wie das folgende Beispiel zeigen soil. Es ser 

(8) rt* y) - ^ 


und die fragliche Stelle (a, b) die Stelle (0, 0), ftlr welohe dieser Aus- 

druck die Form ^ anmmmt, so daB f( 0, 0) fiberhaupt nicht definiert 

ist. Dagegen l&Bt sich zeigen, daB f(x } y) daselbst m alien mog- 
lichen Richlungen den Qrenewert 0 besitzt. Da die Richtung des Halb- 

strahls: oc^at, y = (it (f^O), wie bemerkt, nur von ~ bzw -£■ abh&ngt, 

>o werden alle Moglichkeiten bereits ersohopft, wenn man a auf die 


i) Nur unter dieser Bedingung ist der Streckenzug ein Jordowsoher Kuxven- 
bogen. Vgl. § 11, S 98, Fufin 2) 
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Werte a — 0 und a =■ ± 1 beschrankt and fi ^0 annimmt. Man findet 
znnachst ftLr a =■ 0 und ^ =4- 0: 

/■(0, /Stf) — 0, also auch. lim f{ 0, fit) = 0 

Femer ftlr a => ± 1 tmd t + 0: 

( 8a ) f (± ^ fit) - ± - ± 

mithin: 

fit)-0, 

bo dafi also m der Tat in jeder bdiebigen Bichtung der Grenzwert 0 er- 
scheint. 

Wahlt man dagegen (bei fi ^ 0): 

* — ± V — fit (also: y* - ± fi*x), 
so wird fttr t + 0: 

f (± <*, fit) = ± ™ ± (! -/|}8)t» 

and daher: 

Jim/’Ci t*,fit) = ±oo 

Die Wege (£, welche diese Grenzwerte erzeugen, smd jetzt zwei (nach 
rechts bzw links sioh erstieckende) Scbaren von Parabeln mit dem 
Scheitel (0, 0), der as-Achse als Symmetrieachse und dem Parameter ^fi\ 
Zur genaueren Einsicbt in das Zustandekommen der fiirs erste dock 
wohl aufierst merkwQrdig erscheinenden Tatsaohe, dafi jene Funktion 
f(x } y) bei Ann&herung an die Nullstelle auf jedern Hatbstrahle gegen 0 
konvergiert, dagegen auf jeder der naher bezeiohneten Parabeln naoh 
+ oo oder — oo divergiert, mogen die folgenden Bemerkungen dienen. 
Wie aus Gl (8a) hervorgeht, nimmt fix, y) auf den Ealbstraklen: 

x — ± t, y — fit fttr t — js (also: x — ± ^, y — y) die Werte ± y 0* 

an, also ftLr verhaltnismafiig grofie Werte von fi (d. h. je mehr die Bich¬ 
tung der Halbstrahlen sich der vertikalen nahert) und demnach fiir sehr 
Ueme Werte von t (also sehr nahe an der Stelle (0, 0)) numerisch sdir 

gtofie Werte an. tTbrigens sind diese Werte ± ^ noch mcht einmal die 

numerisch grofiten, die f(x, y) auf den betreffenden zwei Halbstrahlen m 
der Nahe des Nullpunkts annimmt, diese Bind vielmehr, wie eine bekannte 

Methode der Differentialrechnung zeigt: ±-j-f // 27/3 s und treten ein 

• y, also noch etwas naher am Null- 

pun kte Erst langs der mit diesem Punkte beginnenden und mit unbe- 
grenzt wachsendem fi unbegrenzt abnehmenden Strecke nimmt dann \f(x, y) | 
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aufierst jab. gegen Null ab. Die J£onvergenz von f(x, y) gegen 0 langs 
der yerBchiedenen in den Punkt (0, 0) einmtindenden Halbstrablen er- 
scbeint biernach als eme ungleichmafiige, es gibt Tceine noch so Meine Uin- 
gebung Yx* + y s < q von der Beschaffenheit, dafi f(x } y ) innerhalb der- 
selben auf dUen Halbstrablen einen gewissen Kleinheitsgi ad erreicht 
Abnlich liegen die Verhaltnisse langs der Parabeln beztiglich der 
Divergent von f(x, y) ins Unendliche. Allerdings wachst , wie GL (8 b) 
zeigt, | f(x, y)\ bestandxg und zwar proportional mit Aber die Schnelbg- 


keit dieses Wachsens hangt wesentlich von dem Proportionalitatsfaktor 
1 ^ 7^ 6 ab, der wegen: 


l + P 9 


</3 4 , 


sowohl fttr relativ grofie, als fflr relaMv Meine Werte von |/3| sefit Mein 
ausfallt Wird insbesondere /? verbaltnismafiig Mem angenommen und 
sodann t — |/3| gesetzt, so dafi die zugehongen Parabelpunkte (namhch: 
x “ ± V ™ ± 0 s ) sehr nahe am NuUpunkte begen, bo findet man als 
zugehorigen Absolutwert von f(x, y) aus Gl. (8 b): 

\f( x >y)\ =■ T+p < 

also trotz bestandigen Wacbsens nocb sehr Mem. Ein starkeres und 
scbliefilicb rapides Anwaohsen von \f(x } y) | findet erst auf den noch 
merklicb jenseits der Punkte (^t /9*, ± /3*) zum NuUpunkte sicb erstrecken- 
den sehr Meinen und gleicbzeitig mit /3 unbegrenzt abnebmenden Parabel- 
bogen statt. Wenn also aucb ein beliebiger Halbstrahl, mag er sicb nocb 
so sebr der Vertikalen nahem, atte Parabeln der einen Scbar scbneiden 
mufi, so gescbiebt dies schUefilich, d. b bei den Parabeln mit hinlanglich 
kleinem |/3| (also hinlanglich kleiner Oflhung) in solcben Punkten, f(ir 
welche | fix, y) | immerhin sehr Meine Werte annimmt, bo dafi bieraus fiir 
die Konvergenz von f(x, y) gegen Nidi bei weiterem Fortscbreiten auf 
dem Halbstrahle kein Hindernis erwaohst. 

5. Von dem in Nr 2 definierten, offenbar dem DoppeUimes einer 
Doppdfolge: lim (vgL Ij, § 40, Nr 1, S. 253) nachgebildeten Doppd- 

limes: lim f(x } y) wohl zu unterscbeiden sind die beiden Uerierten Limttes: 

*->a, 


( 9 ) 


lim bm f(x, y) (deutUcher geschrieben: 

b 0->a 


lim lim f(x, y) ( 

«->a y->b 


lim (Urn f(x } y)) 

y->b »->a 

bm (bm fix, y)), 

®->a y-*b 


welche das Analogon zu den iterierten Limites einer Doppdfolge bilden 
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(vgl. Ij, § 42, Nr. 1, S 271), iibrigens keiner weiteren Erklarung be- 
dilrfen, da sie ja auf zwei nacheinander auszufEthrenden Limesbildungen 
in bezug auf eine einzige Veranderliche beruben *) Sie reduzieren sich auf: 


lim lim f(x, y), lim lim f{x, y), 

n-Va »->a i 


wenn die inneren Hauptlimites in emen Limes zusammenfallen. DaB 
iibngens, aucb wenn dies nicht der Fall ist, die beiden vtenerten Limites 
(9) nichts destoweniger existieren und iiberdies zusammenfallen konnen, 
mag das folgende einfache Beispiel zeigen. 

Es bedeute <p(x) die in § 4, Nr. 2 (8. 28) angefflhrte DinchletBche 
Funktion: 


und es sei: 


<p{x) 


a Ptir alle rationalen x, 
b fUr alle irrationalen x, 


fix, y) - c + <p{y) ■ & + <p(x) • y 9 , 
so ergibt sioh, falls a <6: 


hm K x , y) — c + ay*, lim f(x, y) - c + by 9 

£->0 x -*0 

also versckieden, nichtsdestoweniger: 


und ebenso: 


lim lim f(x, y) — c 

J /->0 B ->0 

lim ljm f{x, y) =» c. 

ar->0 y-*0 


6. Bezilglich des Zusammenhanges zwischen den beiden iierierten 
Limites (9) und dem Doppellimes (2) gilt der folgende Satz: 

Es ist: 


lim Urn fix, y) 
lim Urn f{x, y ) 

*->a y-V 6 


- lim /"(a:, y), 


/aZZs ier Doppetttmes (im weiteren Sinne) eodstiert. 

Beweis. Es sei zunaohst: lim fix,y) — c, so dafi also zu jedem 

rt-Vo, y->6 

s > 0 ein (im allgemeinen gleicbzeitig mit s gegen 0 abnehmendes) p > 0 
existiert, fttr welches: 

| f( x t y) — c| < e, wenn: 0 < ]/(s — a) 9 -f (y — b) 9 < q, 


1) Eb erscheint vielleioht zweokxn&fiig, an die Bedeutang der Sohreibweise 
lim zu erinnem, welche (nach I,, § 86, Nr. 8, 8 218) beBagt, dafi in dem betreffen- 
den ZuB&mmenh&nge die Wahl zwiBohen dem nnteren und oberen Limes (falls 
diese verschieden Bind) vollst&ndig frei steht. 
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anders geschrieben. 

c - s < f(x, y) < e + a (0 < V(x - a)* + (y - b) 2 < q) 

Daraus folgt ffir x — ► a 

c-£^Kmf(x,y)£hmf(x,y)^c+s ftlr: 0 < |w — 6|<p 

x-ya i->a ' 

Kflrzer geschneben: 

ll™ f(x, y) — c\ s fiir 0 < |«/ - b\ < p 

x-y-a 

Diese Beziehung ist aber gleichbedeutend mit der folgenden: 

lim lim f(x, y) — c, 

(wie man. soforfc fibersieht, wenn man hm f(x, y) =» F(y) setzt). 

In gleicher Weise ergibt sich: 

lim hm f(x, y) =• c 

x-ya y -> J 

Geht man von der Voraussetzung ans: lim f(x, y) =■ + oo, so hat man 

*-v«, jcV6 

bei beliebig grofiem <7 > 0. 

f(x,9)>C far: 0 < y(* - a)' + (y - b)' < f, 

und daher: 


lim f(x, y) lim f(x t y)^C (0 < \y - b| < p). 

x-ya x-ya 

Da es freisteht C nnbegrenzt zu vergrofiem (bei gleiohzeitig unbegrenzt 
abnehmenden p), so folgt: 


Ebenso: 


lim hm f(x } y) = -f oo 

y-yb *-»■ a 


lim hm f(x, y) — + oo. 

x-ya y-yb 

7. Aus dem eben bewiesenen Satze geht hervor, dafi der Doppellimes 
sioher mcht existieren kann, wenn die beiden iterierfan Limites verschxeden 
ausfallen. Setzt man z. B.: 

«*.»)-;r^r + * + y, 

so findet man: 


fttr y + 0, 

dagegen: 


^ "" x ^ x + lim lim f{x , y) — 0. 

Setzt man, um uich fiber das Verhalten von f(x } y) auf den ver- 
schiedenen in den Nullpunkt einmtindenden Halbstrahlen zu orientieren, 
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y = fix, so folgt: 

fix, fix) - + (1 + P)z } also- kin f(x, fix) = ^7 , 

der fragliohe Grenzwert hangt also wesentlich yon dem Richtungskoeffi- 
zienten fi ab 

Andererseits darf aus der Existenz und dem Znsammenfallen dei 
beiden itenerten IAmites noch keineswegs auf die Existenz des Doppel- 
hmes geschlossen werden. Es sei z B.: 

f( x > y) - ( X _[ y y+ X * y *+ x - y 

und daher: 

lim fix. y) -= 1 — y, also: lim lim fix. y) = 1 

g + O 1 ''’*' 91 y+ou+o 1 ' }9J 

lim fix, y) = 1 + x. also: lim lim fix, y) — 1. 

y + 0 ' v 1 »+o y + o' K ’ 

Die beiden itenerten Limites fallen somit zusammen. Dafi nichtsdesto- 
weniger fllr x, y —► 0 kein Doppellvmes existiert, erkennt man sofort, 
wenn man y = x setzt. Alsdann wird n&mlich: 

f(x t x) =■ 0 , also auch: lira f(x, x) = 0 

8 Wie m Nr. 2, Fufin 1 , S 106 ausdi iicklich bemerkt wuide, gibt 
die Existenz eines bestimmten lim f(x, y) allein noch keinerlei Auskunft 

a+atr, y+b 

fiber den Wert von f(a, b). Bestehen nun aber die $wei Bedingungen- 

(I) f(a, b) =» c (d. h. eine bestimmte Zahl) 

(II) lim f(x, y) - f{a, b), 

x + a, y + b 

so heifit f(x, y) stetig an der Stdle (a, b), ausffihrlicher gesagt, eme stetige 
Funktion der beiden Veranderlichen x, y fiir x — a, y — b. 

Auf Grfind der Definition des DqppeUimcs (2) (S. 106) durch die Un- 
gleichungen (3), (3 a) kann die Bedingung (II) durch die folgende ersetzt 
werden: 

(IIa) \f(z,y)-f(a,1>)\ < s fur 0 £ V(x — a) 3 +~(y — b) % < p, 

(welche durch ihre Fassung die Bedingung (I) schon implizite enthalt: 
ygl. § 6 , Nr. 1, Fufin. 2), S. 46), anders geschrieben: 

(Ha') jf(a + b + gp) — f(a, b) j < e fur. 0 ^ <0-* + 6 s < 1 

Schreibt man m Ungl (Ha) statt c und ersetzt die offene kreis- 
fSrmige Umgebung durch eine abgeschlossene quadratische, so nimmt 
die betreffende Stetigkeitsbedingung die Form an: 

\f(x,y)-f(a,b)\<Y fiir: 0 ^|j^_“|j^p 


V.iltMik.l. Vn.1. 
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und, wenn (x, y) gleichfalls irgendeine Stelle der bezeichneten Um- 
gebung bedeutet: 

r«r: 

DarauB ergibt Bich: 

Qlh) \f(x,y)-f(x,y')\<e 

zunachst ala notwendige Stetigkeitsbedingung, die aber sofort auch als 
hinreichend erkannt wird, wenn man sf = a, yf ™ b aetzt. Wird sodann 
die Schwankung von f(x, y) ftir die bezeiohnete TJmgebnng mit be- 
zeichnet, so ersobeint um so mehr die Beziebung: 

(He) 

als hmreichende Stetigkeitsbedingung, wahrend ihre prmzipielle Notwen- 
digkeit (genau genommen in der Form < 2e) gerade so erkannt wird, 
wie in § 6, Nr. 1, Ungl. (lib) ftir Funktaonen emer Veranderlichen. 

9. Aua der Definitionsbedingung (II a) folgt mit Riicksiobt auf die in 
Nr 3 als Inbalt von GL (6) erorterte Eigenschaft des Doppellimea, daB 
die an der Stelle (a, b ) stebige Funktion f{x, y) auch stetig in den Wert 
f(a, b) tibergebt, wenn das Wertepaar (x, y) die Punkte eines beliebigen 
naob (a, b ) ftlhrenden Weges durchlauft. 

Dies gilt insbeBondere langB aller m (a, b) einmfindenden Halbstrahlen, 
wahrend umgekebrt die Stetiglceit longs aller dieser Saft>strdhlen nocb 
keineswegs diejenige an der Stelle (a, b) naob sicb ziebt. 

Vervollstandigt man namlinh die Definition der in Nr. 4 diskutierten 
Funktion G1 (8): ( 

f(X, y) — yB ' 
durcb die Zusatzbestimmung: 

f(0 ,0)-0, 

bo wird in often mogliehen (geradlinigen) Richtungen (vgl. Gl. (8 a)): 

lim f(x, y) - f{0, 0), 

»| y ->0 

wahrend im Anschlusse an GL (8 b) sicb ergibt, daB f(x, y) an der Stelle 
(0,0) nicht nur nicht stetig, sondem Bogar m der Umgebung nicht emmcd 
beschrdnkt ist 

Da die an der Stelle (a, b) stebige Funktion f(x, y) in often Richtungen 
stetig sein mufi, so gilt dies besonders Idngs der vier m den Achsen paral- 
Jden HatbstraMen, mit anderen Worten, es mufi f(x, b) eine stetige Funk¬ 
tion von x ftir x = a, ebenso f(a, y) eine stetige Funktion von y f£lr y = b 
seih, in Zeicben: 

J a ) |/*(a + &q, b) -f{a,b)\<e ftir: |*| < 1, 

^ (b) \f(a,b + gp) -f(a,b)\<e fur: |g| < 1. 
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Selbstverstandlich sind diese fflr die Stetdgkeit yon f(x } y) an der Stelle 
(aj b ) notwendigen Bedingungen noch sehr viel welter davon entfemt 
hinreichende zn sein, da sie ja der Funktion bei der Annaherung an die 
Stelle (a, b) im Innem der vier durch die bei den Aohsenparallelen er- 
zengten Qnadranten noch voile Freiheit lassen 

Man kann indessen je eine der beiden Bedingungen (10) bo abandern, 
dafi sie mit der anderen zusammen filr die Stetigheit von f(x } y) an der 
Stelle (a, b) hmreichend wird, bo daB auf diese Weise die Stetdgkeit von 
f(x, y) in bezug auf die beiden Veranderlichen zuriickgeftthrt wird auf die- 
jemge m bezug auf je eine Veranderhche. Man hat hierzu nur die Be- 
dingung (10 a) durch die folgende zu ersetzen: 

\f(a + y) - f{a,y)\ < e filr: b — q < y < b + p, 
anders geschrieben: 

(10A) |/-(a + & h- g^) — /■(«, & g p )| < fur: < i- 

bzw/die Bedingung (10b) durch die folgende: 

!/■(>,& + 5 ?) — &)| <S fur. a — Q<x<a + Q, 

anders geschrieben: 

^10B) \f(a + &q, & + gp) — f(a + &Q f 6)| < £ filr: |d|<l. 

Die erste dieser Bedingungen verlangt die Stetigheit von f(x, y) in bezug 
auf die eine Veranderhche x an der Stelle x = a nicht nur fwr y — b, 
sondern } £leichmafiig u fwr alle y des Intervalls b — q <y <b + q Das 
Entsprechende gilt beziiglich der zweiten Bedingung. 

Durch Kombination von (10A) mit (10b) bzw von (10B) mit (10a) 
ergibt sich die Beziehung: 

!/■(« + &q, b+ gp) — f(a,b) < 2s fwr - {**'}< 1 , 

welche dem Smne nach mit (II a') gleichwertig ist, also die Stetigheit von 
f{x } y) an der Stelle (a, b) nach sich zieht. 

Das vorstehende Ergebnis liefert u a den folgenden niitzlichen 
Spezialsatz: 

1st <p(x) stetig fur x — a, if>(y) fur y = b, so ist das Produkt 
f(x, y) = (p\x) if>(y) eme an der Stelle ( a , b) stetige Funhtion der 
beiden Veranderlichen x, y 

Man findet zunachst zur flerstellung der Beziehungen ( 10 A), (10 b): 

/!!% fl/( a + ' 9 '9>^ + §(>) —/’(®»& + fp)| — lv(®+ frp) — v(«)| ■ |V'(& + £(>)| 
^ %(a,& + gp)-fta,&)M9>(«)l |*(ft + gp) - *(6)|. 

Man kann nun zu gegebenem s > 0 em p'> 0 so fineren, dafi: 

( 12 ) + W - ^(&)l < £ fur: |£|<1 
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und daher: 

(12») \i>(b + Ml <l*(i>)l + 

sodann ein g ^ p' ? derart, dafi: 

(13) | tp(a + #(>) — <p(a)\ < y f ur: I® 1 ! < 1 
und, falls | qp (a) | > 1 sein sollte, zugleich: 

(14) 

Da Ungl (12) bestelien bleibt, wenn man q' dnroh Q ersetzt, so geben 
durch Einsetzen von Ungl. (12) |mit der Abandoning q statt p*], (13) 
und eventuell (14) in die Gleichungen (11) diese letzteren in die Bezie- 
bungen (10A), (10b) iibei, worait der ausgesprocbene Satz bewiesen ist. 

Hieraus folgt z. B., dafi x m y n (wo m, n naturliche Zahlen ) an jeder 
im Endlicben gelegenen Stelle erne stetige Funktion von (x } y) ist. 

10 Die Analogic der Stetigkeitsdefinition filr Funktionen eweier 
Yer&nderlicben mit derjenigen fflr Funktionen ewer Veranderlicben ist 
ausreicbend, nm gewisse dort daraus gezogene Folgerungen obne weite- 
res auf den jetzt vorliegenden Fall zu libertragen Danacb ergibt 
sicb insbesondere: 

1st f(x, y ) stetig an der Stelle (a, b), so gilt das gleiche fiir 
den dbsoluten Betrag \ f(x, y) | (vgl. § 6 , Nr 3, S. 50). 

Die Summe und das Produkt beUebig vieler an der Stelle 
(a, b ) stetiger Funktionen von (x, y) ist dasdbst gleichfalls 
stetig .*) Dassetbe gilt fur den Quotienten eweier solcher Funktio - 
nen, vorausgesetet dafi der Nenner fur x =* a, y —= b von Null 
verschieden ist (vgl. § 6 , Nr. 4, S. 61). 

Sobreibt man femer in Nr. 3, 01. ( 6 ) it(t) an Stelle von a + <p(t), 
b + so daB also: qp(/ 0 ) — a, V’W ™ und n i mm t man an, 

dafi (p(t), il>(t) ftir < — ^ n ^dit nur, wie in Nr. 3 angenommen wurde, 
vorwdrts, sondem scHechthin stetig sind, so folgt aus der Yoraussetzung: 

lim f(x , y) - f{a, b) 

x ->a, y 

naob Analogic von Gl. ( 6 ) die Beziebung: 

(16) lim f((p®, ltd)) “ f(a, b) - f(<p(t Q ) } it(tj), 

* "►*0 

deren Inbalt folgendermafien ausgesprocben werden kann: 

1) Daraus folgt z B. mit Rflcksioht auf die letzte Bemerkong der vorigen 
Ntuxuner obne weiteres, dafi jede game rationale Funktion 'Sa f ,„x fi y v an jeder 
im Endliohen gelegenen Stelle eine stetige Funktion von (a;, y) ist 
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1st f{x , y) stetig an der Stdle (a, b), sind femer (pit), ip(t) 
stetig fur t — und ist ■ <p(tf 0 ) — a, ip(t Q ) =*b, soist f{q>(t), ip(t)) 
eine fur t = t 0 stetige Funktion von t 

In analoger Weise ergibt sich der folgende Satz: 

1st f(x, y) stetig m der SteUe (a, b), sind femer <p(w, v), 
if>(u, v) Bwei cm der SteUe (w 0 , v Q ) stetige Funktionen der beiden 
reeUen Vermderlichen {u, v) und ist <p(w 0 , v 0 ) = a, ^(m 0 , v 0 ) = b, 
so ist f{<p{u,v ), ip(u, v)) als Funktion von (w, v) stetig an der 
Stdle (w 0 , i? 0 ). 

11 . Es sei jetzt f(x, y) (eindeutig definiert und) stetig ffl xjede Stelle 
ernes endlichen eusammenhangenden und abgeschlossenen Bereiches SB 1 ) 
oder, wie man in diesem Falle kiirzer zu sagen pfiegt, im Bereiche SB. 
Die Funktion ist dann an jeder einzelnen Stelle endUch und far eine ge- 
wisse TJmgebung aucb beschrankt, mitlun nacb dem letzten Satze von 
Nr. 1 dieses Paragraphen (S. 106) im gesamten Bereiche SB beschrd/nkt . 
Sie bat also daselbst eine endliche obere Grenee G und eine endliche im- 
tere Grenze g. Dariiber hmaus lafit sicb zeigen, dafi die eine als reales 
Maximum, die an der e als recites Minimum auftritt, d. h. es gilt der Satz: 

Ist f(x, y) stetig in dem endlichen , eusammenhangenden und 
abgeschlossenen Bereiche SB, so gibt es daselbst mmdestens je eine 
Stelle ( A , B) bm. (a, b), derart , dafi. f{A, B) — G, f(a, b) — g. 

Der Beweis wird im einzelnen gerade so gefahrt, wie der entspre- 
cbende fQr Funktionen emer Teranderlichen (vgl § 7, Nr. 1, S. 52), 
l&Bt sicb Ubngens im wesentlicben folgendermafienzusammenfassen: Nach 
dem vorletzten Satze von Nr. 1 dieses Paragraphen gibt es m SB minde- 
stens eine Stelle (A, B) bzw. (a, 6) in deren beliebig kleiner TJmgebung 
fix, y) die obere Grenze G, bzw. die untere Grenze g hat Infolge der 
Stetigkeit von fix, y) muB dann f(A, B) dem Werte G, f(a, b) dem Werte 
g „beliebig (t nahe kommen, was nur so moglich ist, dafi: f[A, B) — G, 
f{a, b)-g 

12 Auch der in § 7, Nr 3 (S. 64) fflr Funktionen f(x) bewiesene 
Satz fiber die gleichm&fiige Stetigkeit lafit sich auf Funktionen f{x, y) 
fibertragen. Wir schicken hierzu die folgenden Bemerkungen voraus: 

Besitzt f{x, y) in lrgendeinem Gebiete die Schwankung D, so ist 
die Schwankung in emem beliebigen Teilgebiet hochstens D, da ja die 
obere Grenze bei Beschrfinkung auf ein Teilgebiet niemals steigen, die 
untere niemals fallen kann. 


1) Fflr die Feststellung der Stetigkeit in einem Bandpwnkte (as, y) kommt 
lediglioh der zu $8 gehOrige Teil der vollen TJmgebung als „Umgebung" in Be- 
trboht — ygl Nr. 2 dieses Paragraphen (S 106) 
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Hat ferner f(x, y) in zwei abgeschlossenen Gebieten, die mindestens 
in einem Punkte (a, b) zusammenhangen, die Sehwankungen D 1 und D i} 
so ist die Schwankung in dem ans beiden Gebieten zusammengesetzten 
Bereicb hochstens D i -f- D t . Denn, bedeuten ( x , y), (x v yf) zwei beliebige 
Punkte der Gesamtmenge, so hat man in jedem Falle: 

I f(v, y ) - f(Pv Vi) I - I (f&> y) - fin, 6)) + (/*<«, b) - f(x v yj) | 

^ I f{x, y ) - f(a, b) 1 + I f(a, b ) - f{x i} yf) | 

5s + Z) 2 

Ebenso findet man, wenn n abgeschlossene, zum mindesten punkt- 
weise zusammenhangende Gebiete mit den zugehorigen Sehwankungen 
D 19 i) 2 , , D n vorhanden sind: 

( 16 ) \f{x,y)-f(*»y,)\£Di + i>,+ ■■ + -»„ 

als obere Sohranke flir die Schwankung von f(x, y ) mnerhalb der Gesamt¬ 
menge, wie auf Grand des zuvor erledigten Falles n = 2 sich leicht durch 
vollstandige Indnktion bestatigen lafit. 

13. Dies vorausgesetzt, beweisen wir jetzt den folgenden Satz: 

Ist f{x, y) stetig in dem endlichen, zusammenhangenden und 
abgeschlossenen Bereiche 99, so ist f{x,y) m S3 gleichmafiig stetig, 
d. Ji. zu jedem s > 0 gibt es evn 3 > 0, derart, daft m jedem dem 
Bereiche 0 angehortgen Quadrate von der Seitenlange 3 die Schwan- 
kung von f{x, y ) Tdeiner als e ausfdllt 

Beweis: Um einen behebig ausgewahlten Innenpunkt (x 0 , y 0 ) laBt 
sich nach Nr. 8 dieses Paragraphen (s. Ungl. (He), S 114) em Quadrat 
von einer gewissen Seitenlange 2q legen, so daB die Schwankung D von 
f{x, y) fill' die Punkte dieses Quadrats einschlieBlich der Begrenzung 
einen gegebenen Kleinheitsgrad erreicht, wir wollen sagen, kleiner als -j- 
ausfallt. Nach dem Muster dieses Quadrats und allseitig daran anschhe- 
Bend werde nun der ganze Bereich *03 mit einem quadratischen Netz tlber- 
zogen, dessen einzelneQuadiate, soweit sie nicht vollstandig aus 99-Punkten 
bestehen, Bruchsttlcke von 99 enthalten werden Es karrn dann zunachst 
der Fall eintreten (und dieser wird sogar bei einigermaBen klemem q die 
Hegel sein), daB auBer in dem Anfangsquadrate noch in anderen die Be- 
dingung D < ^ erftillt ist. Alle diese Quadrate gelten als erledigt Die 
etwa (ibrigbleibenden werden durch Mittellmien m je vier kongruente 
Teilquadrate zerlegt, von den letzteren diejenigen, welche der Bedingung 
D < gentigen, wieder als erledigt ausgeschieden, die tlbrigen dagegen 
dem analogen TeilungsprozeB unterworfen und in dieser Weise nach Be- 
darf fortgefahren. Es wird nun behauptet, daB nach einer begrenzten An- 
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wondung des beschnebenen Verfahrens das gewfinschte Ziel ausnabms- 
los erreicht warden muB. Ware dies namlich nicht der Fall, so miiBte 
jedesmal mindestens ein Teilquadrat vorhanden sein, welches die fragliche 
Bedingung nicht erfullt nnd bei weiterer Fortsetznng des Teilungspro- 
zesses wieder mindestens em Teilquadrat von gleicher Art liefert Es 
wlirde also auf diese Weise mindestens eine Folge ineinander geschach- 
telter, unbegrenzt kleiner werdender Quadrate und ein alien diesen ge- 
meinsamer, dem Bereiche 8 angehonger ^Grenzpunkt" 1 ) (a, 6) von fol- 
gender Beschaffenheit resultieren: umgibt man den letzteren mit einem 

noch so Ideinen Kreise, so wilrde in diesem D -r ausfallen, was der 

==4 7 

Voraussetzung der StetigJceit von f(x } y) widersprache. 

Hiemach wird also, wenn die Lange der Teilquadrate ein gewisses 

endliches Minimum 8 erreicht hat, die Bedingung JD < durchweg er- 

filllt sein. Dies bleibt, wenn man nachtraglich auch alle die grofieren 
Quadrate in solche von der Seitenlange 8 zerlegt, auf Grand der ersten 
Bemerkung von Nr. 12 auoh in bezug auf diese Teilquadrate bestehen 
Mit anderen Worten, der Bereich 8 lafit sich mit einem Netz kongruen- 
ter Quadrate von der Seitenlange 8 iiberziehen, derart dafl m jedem der- 

selben die Bedingung D < erfflllt ist. 

Da em bel/iebiges } nicht mit einem der Netzquadrate zusammenfalien- 
des Quadrat von der Seitenlange 8, das ganz oder teilweise aus 8-Punkten 
besteht, hochstens iib&r vier in einem Punkte y. nHnmmftHH tnB ftn dp Netz¬ 
quadrate sich teilweise erstrecken kann, so muB dasselbe auf Grund der 
zweiten in Nr 12 gemachten Bemerkung der Bedingung D < e genhgen, 
woinit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

14. Auch der fQr stetige Fnnktionen f(x ) bewiesene Ztoischemoert- 
satz (s. § 7, Nr. 5, S. 57) lafit sich auf Fnnktionen f(x, y) fibertragen 
und zwar in folgender Fassung: 

Sind (x lf f/j), (x if y s ) ztvei Punkte ernes endlichen , zusammen- 
hangenden und abgeschlossenen SteHgJceitsbereiches 8 der Furiktion 
f(x, y), so ni»mtf(x } y ) im Innem von Wjeden zwischen z i =f(x v y t ) 
und z^ = f(x j, y t ) hegenden Wert unendlich oft an 
Beweis. Die Punkte (x lf yf), (x^ #,), die zumichst beide im Innern 
von 8 liegen mogen, lassen sich durch unendlich viele ganz aus Innen- 
punkten von 8 bestehende Wege: x => <p(0» V “ verbinden, Langs 
eines jeden dieser Wege wird f(x, y) «= nach Ni. 10 dieses 

Paragraphen (S. 117) erne stetige Funktion von t, die an den beiden End- 

1) Vgl. § 8, Nr. 2 (S 62) 
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punkten die Werte z 1 and und somit longs jedes solchen Weges, also 
schliefilich unendlich oft jeden Zwischenwert annehmen LaBt man die 
Voraussetzung, daB die Punkte (x 1} y t ), (x i} y 2 ) Innenpunkte von 93 sem 
sollten, fallen, so mag der erne der beiden Punkte, etwa {x lt ij x ) als 
auf dem Rande liegend angenommen werden (was offenbar pnnzipiell 
vollstandig genilgt). Infolge dei Stetigkeit von f(x , y) laBt sick dann em 
Innenpnnkt (x' f y') so annehmen, daB jer' = f(z' t y) sich von 0 1 =f(x tt y x ) 
beliebig wemg unterscheidet. Dann folgt aber, daB f(x, y) jeden Zwischen- 
wert zwischen z und £ s , also, da z dem z x beliebig nahe kommt, auch 
zwischen e x und # 2 lm Innern von 93 unendlich oft annimmt. 

Die Verbindung des Ergebnisses von Nr 11 mit dem eben bewiese- 
nen Satze liefert noch den folgenden: 

The m einem endlichen, zusammenhangenden and abge^chlos- 
tienm Bereiche 93 stetlge Fimkiion fix, y) mmmt daselbat emen 
gewissen Minimal - und Maximalwert mmdesten s ye emmal, 
jeden Zwischenwert unendlich oft an. 


§ 13. tlberraschende Tragweite des Begriffs „arithmetisclier Aus- 
druck“, selbst bei BeschrUiikung auf Grenzwerte rationale!' Fuuk- 
tionen. — Yorl&uflger Begriff einer „analytischen“ Funktion. —- 
Motivierung der Beschr&nkung auf „Potenzreihen“ bei gleich- 
zeltiger Ausdehnung des Deilnitionsbereiches auf das komplexe 

Gebiet. 


1. Die nachstliegende Defmitionsform f{ir eine emdeutige Funktion 
einer reellen Veranderlichen x liefert, wie bereits in § 4, Nr 2 (9. 27) 
bemerkt wurde, ein begrenzter rationcder Ausdruck in x. Em solcher laBt 
sich, wie er urspriinglich auch ausgesehen haben mag, durch Anwendung 
der elementaren Rechnungsregeln auf die Form einer gebrochenen raMo- 
nalen Funktion bringen. 


(i) 


/■(*) 


6 0 -f &i a + -f- 6 H aj“ 

+ + +c,X i ’ 


die sich, falls x schliefilich nicht im Nenner vorkommt, auf eine game 
rationale reduziert: 

(2) g(x) - a 0 + \x + • ■ + a n x*. 


Will man mit Hilfe der Definition einer Funktion durch emen ahn- 
lichen „anihmetischen A.usdruckf { , d. h. eine formale Verbindung der 
VerSnderlichen x und lrgenwelcher Konstanten vermittelst gewisser wohl- 
defimerter Rechnungssymbole, fiber den Ereis der ra/tionalen Funktionen 
hinaus gelangen, so muB zu der Anwendung dei vier Spezies in begrena- 
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tr Anzahl irgendein neues Hilfsmittel hmzukommen. Das Vorbild fiir 
die Wahl dieseB Hilfsmittels findet sich bereits in dei Zaldenlehre. Wie 
dort die Absiclit, den Zahlvorrat tiber die rationalen Zablen hinaus zu 
erweitern, dazu fiihrte, von den endhchen System briiclien zu den soge- 
nannten unendlichen , d h schlieBlich zu Gremwerten von unbegrenzten 
Folgen cndhcher Sysiembruche iiberzugehen (s. I 1? § 20, S 119; § 21, S 124), 
>0 liegt hiei der Versuch nabe, von einei unbegrenzten Folge rationaler 
FunJdwnen. f 0 (x), f^x), ..., f(x), . ausgebend, eme neue Fmktion 

f{x) durch eme Beziebung von der Form. 

(3) f(x) = hm f tl (x) 

J/ -► 00 

zu definiereu, was oifenbar fiir alle Zablen deijenigen Menge [x'} ge- 
lingt, fiir welche die Zahlenfolge (f w (x')) konvergiert 

Ubrigens haben wir auf diese Metbode bei EmfiLbrung des Funktions- 
begnffes bereits lnngewiesen (§ 4, Ni 2, S 27) und weiterhin mebrfacb 
davou Gebrauch gemacht (s z B § 4, Ni 7, S 32/3; § 5, N. 4, S. 37), 
namlich allem al da, wo es sicb darum handelte, Beispiele fiir Fnnktionen 
zu gewinnen, die lrgendein beeonderes, bei rationalen Fnnktionen nickt 
vorkommendes Verhalten zeigen Auch sei m Erinneiung gebraobt (vgl. 
I 3 , § 88, S. 6(38, FuBn 2)), dafi man emem Grennwert von der Form (3) 
stets auch die (dem „unendlichen“ Systembruche fiir einen Grenzwert von 
A. 

der Form ^irn^ adaequate) Form einer konveigenten unendlichen Beihe 

geben karni Auf Grand der Identitat: 

« 

fM “ fo(x) + 2 (/» ~ f v -lW) 

1 

ergibt sich namlich: 

00 

(3a) f(x) - Uip) + 2 (/» - f v -t(x)) 

i 

Es entsteht nuii die Frage, ob die Funkhonen vom Typus lim f n (x), 

ailenfalls abgesehen von einzelnen Unregelmafligkeiten, m emem sogleich 
noch genauer festzustellenden Srnne einen ahnlichen Charakter besitzen 
miissen, wie die rationalen Fnnktionen. Es wird sich zeigen, dafi zwi- 
schen den beiden Kategorien ein tief greifender prmzipieller Unterschied 
besteht. 

2. Wenn eine ganze Funktion n tea Grades g{x) (s. Gl. (2)) fiir lrgend- 
eme Stelle x «= verschwmdet, so lafit sie sich, wie schon in dei „Zahlen- 
lehre“ (I x , § 25, Nr 4, S. 154) gezeigt wurde, in die Form setzen: 

g{x) - (x - a\) • g x (x), 
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w° g x (x) erne mit dem Gliede a n ic n-1 endigende gauze Funktion (n — l) 1 ® 11 
Grades bedeutet. 1st dann x^ eine zweite Stelle, filr welche g(x) zu Null 
wird, so muB offenbar g x (x s ) => 0 sein, so dafi sicb in analoger Weise wie 
zuvor der Faktor (x — a? s ) aus g t {x) abspalten lafit und daher: 

g{x) - (x - *0 (x - x a ) g s (x), 

wo g 9 (x) mit dem Gliede a endigt Wird also angenommen, dafi 
g(x) auob noch ftir die Stellen x = x if ..., x n zu Null wird, so findet 
man durch Fortsetzung dieser SchluB weise’ 

(4) g(x) - a n {x - x x ) (x - x t ) • (*-*„)■ 

Bxistiert jetzt noch eine (n l) te Stelle x -= x n + 1 , derart, dafi 
g(pr n+ i) — 0, so folgt aus Gl. (4), dafi: 

0 = u n (x n+l — x x ) (x n+x a? s ) • ■ (#„ +1 x n ) f 

was nur mtiglich ist, wenn ct n = 0. Ftir die g&nze Funktion (w — l) 1 ® 11 
Grades: a Q -f a x x + ■ ■ + a n _ x xi n ~ 1 , auf welcbe sieh numnehr g(x) 
reduziert, folgt dann in derselben Weise, dafi a n _ x ■=» 0 und ebenso. 
a H _ s — • ■ == Oj — a 0 — 0 Hiernach gilt also der folgende Satz: 

Fine game rationale Funktion n tm Grades , welche fur mehr 
a Is n Stellen x m Null wvrd, ist identisch Null , d. h. jedet 
ihrer Koeffieienten ist Null, und sie selbst hat daher fur jedes x 
den Wert Null 

Dies vorausgescliickt, sei jetzt f(x) = ©in© beliebige rationale 

Funktion, die wir von vornberein als ^redueiertf 1 , d. b. von gemeinsamen 
Faktoren (s. Gl. (4)) des Z&hleis und Nenners befreit annebmen wollen 
(so dafi also g(x) und g x (x) niemals gleicheeitig zu Null werden). Ist 
dann x x eme beliebige Stelle, ftir welche g x (xf) + 0, so bat f(x ) nicbt 
nur ftir x =»» x 1} sondem infolge der Stetigkeit aucb ftir cine gewisse 
Umgehmg der Stelle x x einen bestimmten Wert. Angenommen nun, es 

sei eine zweite (gleicbfalls ^eduzierte**) rationale Funktion, die ftir 
eme abzahlbare unendliche Menge von Stellen diesdben Werte besitzt, 
wie g^y 80 hatte man in diesem Umfange - 

0 (?)_ _ r@L = 0(«) vAb)-y(x) g t (g) _ q 

was nur in der Weise moglich ist, dafi: 

(5) g(x) - y x (x) - y(x) g x (x) - 0 

ftir jene abzahlbare Menge von Stellen x. Aus dem obigen Satze folgt 
alsdann, dafi die ganze Funktion g (x) • y x (x) ~y(x)- g x (x), wie hoch auch 
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deren Grad sem mag, ftir jedes x den Wert Null haben muB, mid es be- 
steht daher die Beziehnng: 

£(?!t „ yW 

^ ' 9 Ax) Vl (x) 

zunachst ftir jedes x , ftir welches g^ix), also auch 1 ) y t (x) von Nutt ver- 
schteden ist, schlieBlich auch fiir diejenigen (hochstens in endlicher An- 
zahl vorhandenen) Stellen x 7 ftir welche g^x), ft (a) zu Nutt werden, in 
dem Sinne, daB dort beiden Seiten von GL (6) der Wert oo beizulegen 
ist (s § 5, Nr. 4 am Ende, S. 38). 

Die vorstehende SchluBweise erleidet offenbar keine Anderung, wenn 
eme der beiden Nennerfunktionen g t (x), ft (a?) oder beide sich auf Kon- 
stanten reduzieren. Hiemach ergibt sich: 

Zwei rationale Fmktionen, deren Werte fur eine abzahlbare 
Menge von Stellen iibereinstimmen, smd in ihrem ganzen Verlqufe 
einander gleich 
Oder auch: 

Der gesamte Verlauf emer rationalen Funkbion ist durch die¬ 
jenigen Werte , welche sie fiir eine abzaMbare Menge von Stellen 
ernes (eventual bdiebig Tdeinen) IntervaUs annimmt, vollstdndig 
bestimmt 

Wir wollen vorlaufig, d. h. unter dem Vorbehalt, die folgende Defi¬ 
nition spaterhin noch anderweitig zu umschreiben, eine Klasse von Funk- 
tionen als „ancdytisch u bezeichnen, wenn jede ihr angehorige Fnnktion 
durch die Werte, die sie ftir eine abzahlbare Menge von Stellen eines 
(eventuell beliebig kleinen) Intervalls annimmt, in ihrem ganzen Verlaufe 
bestimmt ist. Mit Benutzung dieser Ausdrucksweise laBt der vorstehende 
Satz sich kurz folgendermafien aussprechen: 

Jeder rationale Ausdruck m x ist eine analytische Funktion 
3. Es soli nun gezeigt werden, daB es im Gegensatz hierzu, Grenz- 
werte von rationalen Ausdriicken auBerst einfacher Art gibt, die sehr 
weit davon entfernt sind, jenen „analytischen“ Charakter zu besitzen, die 
insbesondere in verschiedenen Intervallen verschiedene (z. B. willkdrlich 
vorgeschriebene) rationale Funktionen darstellen. 

Es sei z eine reelle Veranderliche und es werde gesetzt: 

(?) 

also: 

1) Aub y x (x) -= o wfirde n&mlioh fo\gen y («) -|» 0 und daher nach G1 (6) : 
9i («) — 0. 
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( 8 ) 


M = 'SL /!.(*) 


1 ftir: — 1 < e < + 1, 

s' » ^ = 

0 „ *< — !,*> +I. 1 ) 


Um das LntervaU [— 1, + 1] in ein solches zu transformieren, das von 
zwei ganz beliebigen Zahlen o' < a begrenzt wird, ftthren wir an Stelle 
von b eme neue Veranderliche x dnrch die Substitution em: 

g a _^ a > a ^also: x =■ ((a — a')B + a + flO)- 

Alsdann wird: 

x -» a' bzw. = a ftlr: b “ — 1 bzw. =» + 1 (vice versa ), 
und da x and b gleiclizeitig Bit- bzw. a&nehmen- 

a'<x<a, wenn: — 1<*< + 1, 

dagegen: 

x<a' bzw. > a, wenn- b < — 1 bzw. > + 1. 

Hiernach geben die Beziehungen (8) in die folgenden fiber: 


= 1 

ffir: 

a' <x < a 

_ l 

2 

» 

x => a', x ■= a 

= 0 


x < a f , x > a. 


I + (, ■-*-?-) 

Verstebt man jetzt nnter: 

a o < a i < ’ < a m +1 

beliebige reelle Zahlen, nnter: 

9>o04 9>i(*)» • • i ?■(*) 

m + 1 verschiedene, behebig vorzuschreibende rationale Funktionen und 
setzt man' sodann: 

m 

(10) I t- " -) »» 

0 \ “>+1 > ' 


so ergibt sicb, 


1 9»«(») 

V a f ,+i- a „ / 


l) In Beihenform geachneben- 


m 


4+^ (r^ - rr^rs) - 4+2 


.2v-a 


(I-**) 


(!+»•-*) (!+.*•) 
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(11) Fix) 


= 0 ftir: x < a 0 , x>a m+l 

»» <*„ <*<«„+! (f*-1, 2, . 

- + «P„(®)) fQr: *-«„ » 

- > Vo(*) » ^ “ «o 

"T<Pm+lW » + l 


Der durch GL (10) als Grenzwert einer verhaltnismafiig sehr einfachen 
rationalen Funktion definierte arithmetische Auadruck F{x) §tellt also 
im Innern von m anemanderstofienden Intervallen m verschiedene, willkiir- 
licla. vorgeschnebene rationale Funktionen, aufierhalb des Gesamtintervalls 
die Null vor. 1 ) Das Yerhalten von F(x) in irgendeinem dieser einzelnen 
Intervalle gestattet also nicht den geringsten Schlufi auf das Verhalten 
aufierhalb 

4 Ehe wir das vorstehende Ergebnis in bezug auf seine prinzipielle 
Bedeutung welter verfolgen, wollen wir den arithmetischen Ausdruck 
(10) zur Herstellong von Beispielen flir gewisse frtlher besprochene Mog- 
lichkeiten benfitzen Wir setzen speziell: 

% “ (i, wo: /t — 0, ± 1, ± 2, .. (*n infinitum ), 

+ oo 

m-2 k 2 * - 2 /* - 1 ) • »>„(*),*> 

— n 

J F{x) — y^x) fitr: p < x < p + 1 

\F(ii) - i(sv_» + g> M (fi)). 

tTber die noch willkilrlich vorzusehreibenden Eationalen Funktionen q^(x) 
verfttgen wir jetzt in der Weise, dafi wir setzen: 

(13) x tpu(x) = — <Pu_i(x) ™ x — 21, 

so dafi der arithmetische Ausdruck (12), wenn wir die Glieder mit un- 


also. 
( 12 ) 
d. h: 
(12a) 


1) An den Stellen aj — a,* (p = 0, 1, . tn + 1) iat, wie die letzten ctrei 
Gleiohnngen (11) zeigen, F(x) im allgem einen unstettg 

2) Der Dbergang von der endUehm Reihe (10) zn der unencRichen (12) bietet 
keine Schwierigkeit, da ja, wie die Gleiohnngen (12a) zeigen, fur jedes endliche x 
alle Glieder bis auf eina Oder zwei verschwtnden 

Ein analoger Auadruck kann auoh zur Darstellung der in Fufln 2, B 68 
erwfthnten Funktion dienen Man hat nur zu aetzen. 

1 8 

a zi + i =21+1 (*“0,1,2, ) 

und fQr qp 2i (<e), g) Si+1 (a;) die linearen Auadrtloke fflr die Ordinaten der entipre- 
ohenden geraden Linien einzofflhren 
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geraden fi = 2 A — 1 und mit geradem p = 2 A trennen, die Form an- 
nimmt: 

+ « 

(14) F(x) - ^ (ft 2 * - 41 + 1) - f{2x - 41 - 1)) • (21 - x), 


wo: 


(14a) 


f{ 2x — 41 + 1) 

__ l 

= .si i h- (2fc —4A +i?~« 
f(2x - 41 - 1) 

_ i- _i_ 

l + (2»—41—1)*» 




Dabei ist insbesondere nach Gl. (13) 


fdr: 21 — 1<£<21 
„ a; = 21 — 1, a; = 21 
„ £<21 — 1, #>21 
fdr: 21 <£<21 +1 
„ £ = 21, £ = 21+1 
„ £<21, £>21+1. 


(14b) 9.»-!(21) - ftjfSl) o, 9sl (21 + 1) - V „ +l (21 + 1) - 1, 

so dafi F(x ) auch an den Stellen £ = 21 und x = 21 ± 1 wird 

(und zwar = 0 fdr x = 21, dagegen = 1 fdr £ = 21 + 1). Man findet 
also schliefilich: 


(15) 


f jF(£) = 21 — £ fOr: 21 —1<[£<21 

1 jF (£) = £-21 „ 21 <£<21 + 1 . 


Hiemach ist .F(£) erne fttr: — oo < x < + oo stebige Funktion, die an 
alien Stellen x = 2v das reale Minimum 0, an alien Stellen x = 21 ± 1 
das reate Maximum 1 besitzt. 

Da die Gleichungen: y = 21 — x und y = x — 21 zwei Gerade dar- 
stellen, welcbe die Abszissenachse lm Fnnkte x = 21 in der Weise 
schneiden, daft die erste mit der negaMven , die zweite mit der positiven 
Abszissenrichtung emen Winkel von 45° bildet, so erscheint als geome- 
trisches Bild der Funktion y = F(x) eme aus rechten Wmkeln gebildete 
Zickzacklime, welche die Fnnkte 0, + 2, + 4, . mit der Abszissenachse 
gemein hat und fdr die Abszissen ± 1 , ± 3, + 6 , . .die Hohe 1 erreicht. 

Wir betrachten jetzt die Funktion: 

•m-'G) 


Dieselbe ist nach dem Satze von § 6, Nr. 5 (S. 51) eine stetige Funktion 
von x, so lange * stetig ist, d. h. fdr jedes £ mit Ausnahme der Stelle 
£ = 0, fdr welche F(J^ als mcht definiert erschemt. Wir konnten also 

zur Definition von 3>(0) lrgendeme besondere Festsetzung treffen, indem 
wir z. B. setzen: d>(0) = 0. Doch lafit sich, falls man Wert darauf legt, 
diesen Schonheitsfehler zu beseitigen, auch leicht eine emheitliche Defini- 



Nr. 4 g 13. Merkwtirdiges Verhalten von Grenzwerten rationaler Funktionen. 127 


tionsformel herstellen, deren Brauchbarkeit auch die Stelle x = 0 umfafit 
Hierzu stellen wir zunachst einen Ausdrack &(x) her, der fttr x =• 0 den 
Wert 1, fQr alle anderen x den Wert 0 hat. Dies wfirde z. B der Aus- 

drnck x i ) l®isten, falls man dem Funktionszeichen JE die m FuB- 

note 1, S. 42, aAgegebene Bedeutung beilegt Oder auch ; mn das in dem 
vorliegenden Znsammenhange fremdartige Funktionszeichen dnrch den 
Grenzwert einer (sehr einfachen) rationalen Funktion zu ersetzen: 

, , , l f- 1 fttr x - 0 

(16) •M-£srps.(_ 0 „ * + o-) 


1) Wir wollen die gelegentlicbe Erwahnung dieser Funktion benfitzen, tun 
litran noch em charakteristisohes Beispiel fflr die iiberrascbende Leistungsf&hig- 
keit anthmetischer Ausdrflcke zu kndpfen Bedeutet a eine ganz beliebige Zahi, 
so hat man. 

1 f -= i (a; —i a) 

6(x — o) = hm -—7—r-| 

v ' n-+ool -|- n(x — fl)* (=0 (aj + a) 


Denkt man siob die abz&hlbare Menge der rationalen Zahlen in eine Folge a 0 , 
•,«*,. geordnet (vgl. I,, g 26, Nr 8, S 162) und setzt’ 


(1 

SO folgt 


»(«)— — ay), 

u 


ip(a P ) = 1 (v <= 0, 1, 2, . .) 


d b ip(x) = 1 fQr jedes rationale x Dagegen 


ip(x)*mQ, falls x =f= a v 

d. b. fdr jedes vrrabionale x Bezeichnet man sodann mit y x , y, zwei ganz be¬ 
liebige Konstanten Oder aucb Funktionen von x und setzt 


(2) *P(x) = (yi — &)*(») -f y,, 

so wird W{x) **■ y x fdr jedes rationale x , W(x) = y, fiir jedes irrattonale x. Es 
lafit rich also selbst eine so ^phantastische** Funktion, wie diese Dinchieteohe 
(vgl g 4, Nr. 2, S 28) durob einen aritbmetisoben AuBdruok darstellen — Qbrigeni 
auob noob durob merklich anders konstruierte, z. B. mit Hilfe der un Text mit 
F(x) bezeichneten (s Gl. (14), (16)). Ersetzt man n&mlich x duxch x +1, so wird- 


und daber allgemein. 
Darans folgt weiter 


F(x -j- 1) = 1 fdr x => 
F(jc + 1) — 0 „ x = 

0 ^ F(x +1) < 1 faUs 

(=1 fUr ■ 
lim {Fix + l)) m l „ 

*-*■<* 1=0 „ 


2% 

21—1 
<E + 21 

a; = 21 
x-Jf°2l. 


1st x rational, so wird w! x fQr binldnglicb grofles n erne ganee und zwar sogar 
eine gerade Zabl. Fdr jedes emeelne rationale x wird also bei passender 'Wahl 
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Definierfc man jetzt: 

( 17 ) 

so wird: 0(0) = F(0) = 0, im Ubngen: 0(x) = ftir x + 0. Man 
hat nun nach Gl. (15)- 

HsT - f )--^ 2 *- 1 )- 1 (^-°.± 1 -± 2 > •) 

(18) v1 

®(n)-^( 2 ^)-° (1 - ± 1, ± 2, ± 3, .)• 

Die Funktion &(x) nimmt also bei unbegrenzter (lmks- oder reclits- 
seitiger) Annaherung von x an die Stelle x = 0 die Werte 0 und 1 und 
infolge der Stetigkeit auch alle Zwischenwerte uribegrenzt oft an Man 
bezeichnet dies mit dem Ausdrucke, die Funktion habe in der Umgebung 
von x ■= 0 unendlich viele Maxima und Minima oder mache daselbst wi- 
endlich mele OszUlationen , ktlrzer: sie osziUiere 

Diese Funktion 0 (x) gibt, vrie die in Fufln 2), S. 58 und am Schlusse 
von Fufin. 3), S 65 erwahnte, ein Beispiel fur den m § 5, Nr 9 (S. 43) 
behandelten „allgemeinen“ Fall des Verhaltens einer Funktion bei der 
Annaherung von x an lrgendeme (a. a 0. mit a bezeichnete) Stelle (hier 
fdr a = 0). Man hat im vorliegenden Falle- 

(19) km 0(x) = 0, lim 0(x) — 1, 

x-> + 0 x-y + o 

die Funktion ist also ftir x = 0 unstetig. Da andererseits 0(0) = 0 und 
0(x) in jeder noch so klemen Umgebung der Stelle x = 0, wie bereits 
bemerkt, aUe mbglichen Werte des Intervalls [0, 1] annimmt, also voll- 
standig luckenlos verlauft, so gibt diese Funktion zugleich ein weiteres 
Beispiel fQr die Richtigkeit der m § 7, Nr. 6 (S 58) gemachten Berner 
bung, dafi die Luekenlosigkeii einer Funktion noch keineswegs deren Stetig¬ 
keit nach sich zu ziehen braucht 

von n 

(8) lim [F(n 1 x 4- l)l m = 1, 

whhrend fdr jedes irrationcUe x, me gro/S auch n sein mag 
(4) Jim, [ F(n I x + 1)]"* =- 0 

TJm zn erreiohen, dafi auch das Besfcehen. von Gl. (3) fdr jedes beliebtge rationale x 
geBichert wixd, braucht man mu n die MOglichkeit unbegrenzten Wachsens zu 
verschaffen und dies gesohieht, m dem man setzt 

(6) iji(«) lim lim [.F(m! x -f- l)l m . 

Dieser neue Ausdruck fdr ip(x) leistet dann genau dasselbe, wie der in Gl. (1) an- 
gegebene. 
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;zt man schliefllich noch: 

q>(x) = x ■ &(z), 

liert auch diese Fonktion in der Umgebung der Stelle x =» 0, and 
ibegrenzt oft zwischen den Grenzen 0 und x Nichtsdestoweniger 
s Fnnktion ffir x ■= 0 stetig, da: 

lim <p (x) — 0 ■= <p (0) 

x -> + 0 

7, Nr. 6 am Schlusse und FuBn 1, S. 59) 

Kehren wir nach dieser Abschweifung zn dem am Scbluase von 
Lsgesprochenen Ergebnisse zurfick, so zeigt sicb dessen prinzipielle 
ung m der gewonnenen Erkenntnis, dafl Grenewerte von rationalen 
nen ejnen von diesen letzteren vollig abweiohenden Cbarakter 
connen (natfirlich mcbt haben miissen) und dafi sicb hieraus die 
digkeit ergibt, den Umfang der ffir die Grenzwertbildung m Frage 
uden rationalen Funktionen erheblich emznscbrenken, wenn man 
ausgeht, eine in dem oben angegebenen Sinne ala „analytisch u zu 
aende Funktionsklasse aus der Menge solcber Grenzwerte auszu- 
. Und da sich schon Grenzwerte von gebrochenen rationalen Funk- 
allereinfachster Art ffir den in Aussicht genommenen Zweck als 
i ungeeignet erwiesen haben, so wird man zunachst festzuBtelleu 
ob ganee rationale Fanktionen in dieser Hinsicht bessere Gewahr 
Das trifft mdessen noch keineswegs zn, sofern man die allgemem- 
iglichkeiten dieser Art in Betracht zieht 
bzt man etwa: 

9o(?) “ V 0) 

9t(x) = fl 0 (l) + OjWfl; 

g v {x) — + ai {v) x + • + a^x v 

Lann: 

00 

f{x) - lim g n (x) - g 0 (x) ■+-'Sj (g y (x) - g ¥ ^ i (x)) > 

fl ->00 MB 

1 

sich gezeigt (wie an dieser Stelle nur berichtet, nicht bewiesen 
soli), dafl em solcher Grenewert bzw die ihm gleichgeltende 
3 olynomen fortschreitende Reihe bei passender Bestimmung der 
ienten dazn dienen kann, jede beliebige stetige Funktion darzu- 
z. B wieder eme solche, die in verschiedenen Intervallen mit ver- 
ien willkfirlich vorgeschnebenen rationalen Funktionen zusammen- 
3a hiemach die Grenzwerte ganzer lationaler Funktionen von der 


130 


Abschnitt 1 Kap I Reelle Ver&nderliche und Fnnktionen. 


Nr. 6 


Form gjx) — a,J H) + a^ n) x + a^af, d h solcher, deren Koeffi- 
zienten als vom Index n abhangig mit diesem mriieren konnen, den 
Charakter „analytt$chet M Fnnktionen nicht zu besitzen brauchen, so wird 
man dazu geftihrt, sich anf den Fall lonstanter Koeffizienten zu be- 
schranken, also scblieBlicb Grenzwerte von folgender r orm: 

00 

(23) f(x) - limffl, + 0,3 + • + a B af) - x ' 

o 

den weiteren Betrachtungen zugrunde zu legen, d b. konvergierende, nach 
ganeen positiven Poteneen von x fortschreitende Re then, zumeist schlecht- 
lnn (gewohnhche) Potengreihen genannt, denen man nocb durch Einfflh- 

rung von x — # 0 (wo x 0 eme beliebige Konstante) an Stelle von x die 

00 

etwas allgemeinere Form ^»q,(a; — x 0 ) v geben kann DaB diese spezielle 

o 

Gattung von Grenzwerten rationaler Fnnktionen auch wirkhcb geeignet 
ist, die Grundlage fQr die Definition einer als „<mal/ytisch u zu bezeichnen- 
den Funktionsklasse abzugeben, wird sicb spater zeigen Hier sollte zu- 
nachst nnr deutlich gemacht werden, daB die getroffene Wahl keine zu- 
fallige oder willktlrliche ist, sondern als eine durch das Wesen der Sache 
wohl begrtlndete erscheint. Des weiteren ist abei noch auf eine prinzi- 
pielle Schwiengkeit hinzuweisen, die sich in dem vorhegenden Zusaramen- 
hange sehr bald-einstellt, und zu zeigen, wie dieselbe durch Ausdehnung 
des Bereiches der unabhangigen und abhangigen Veranderlichen auf das 
komplexe Zahlengebiet behoben werden kann 

6 . Eme Potenzreihe ^a v x v kann so beschaffen sem, dafi sie fQr 

jedes endliche x konvergiert (z. B. 8ie definiert alsdann fUr jeden 

noch so grofien endlichen Bereich eine eindeutige Funktion von x. Hat 
dagegen die Reihe x v nur ein beschrmktes Konvergenzintervall, so 
entsteht die Frage, ob bzw. in welchem Sinne von einer Fortseteung der 
zunachst nur filr jenen beschrankten Bereich defimerten Funktion die 
Rede sein kann. Betrachten wir z. B. die einfachste ttberhaupt existie- 
rende Potenzreihe, die unendliche geometrische Reihe ^Sx v Man hat 
(s. I„ § 44, GL (23), S. 301) fUr \x\ < 1: 


( 24 ) 

o 

Es steht also hier von vornherein fest, daB die fQr |#| < 1 in der Form 



o * 


x v darstellbare, in dem angegebenen 


Sinne jfCmcdytischef 1 (namlich 
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ittonale ) FunktioD auch fttr x ^ 1 existiert (fill* x = 1 als oo noch „un- 
igentlich“ definiert). Nehmen wir abei einmal an, dies sei uns mcht 

ekannt. Alsdann besteht die folgende Moglichkeit, eme , } analyfoschef l 
00 

? ortsetmng von ^ x' berzustellen Es sei x 0 lrgendeine von 0 vei- 
o 

ikiedene Stelle un Innern des lntervalls [—1, +1], also — 1 < x 0 < + 1, 
3 hat man identisch: 

• 00 00 

^jx v =2 (*0 + — x o)) v 

0 0 
00 

Oo v + GOj x o ~ 1 (3 — •*<>) + + <3 — x 0 Y) 

0 

Vird jetzt x so eingeschrankt, dafi mcht allein die Reihe (25), sondem 
uch diejenige mit dem allgemeinen Gliede: |a; 0 | + \x — x 0 \ konvergiert, 
'as offenbar dann und nur dann der Fall ist, wenn 

26 ) |a; 0 | + |a; — « 0 | < 1, also: |® — ® 0 | < 1 — |* 0 | 

l1. h fttr alle Punkte x, deren Abstand von x 0 kleiner ist, als die Strecke 
c 0 | 1, also, je nachdem x 0 > 0 bzw. x 0 < 0, fUr alle lm Innern deB Inter- 
alls [2a; 0 —1,1] bzw [— 1, 2a; 0 -f 1] gelegenen Punkte), so hat man: 
00 00 

+ 1®“^!)” + * — * 0 !H-ablO 

0 0 

nd da die recbts stehende Beihe, als aus lauter positiven Gliedern be- 
tehend, beliebig, insbesondere nach Potenzen von \x — a; 0 | geordnet 
rerden darf, so gilt das letztere unter der YorauBsetzung (26) nach dem 
og Oauchyachen Doppelreihensatze (s. I,, § 58, Nr. 4, S. 411) auoh fttr 
le Beihe auf der rechjben Seite von GL (25). Eine einfache Bechnung 
die wir an dieser Stelle ilbergehen, da es zweckmafiiger erscheint, sie 
rst spaterhin 1 ) unter allgemeineren Yoraussetzungen im einzelnen durch- 
uftthren) liefert alsdann das folgende Ergebnis: 



)er Geltungsb ereich dieser Beziehung ist durch die Bedingung (26) fest- 
;elegt, dagegen der Konvergewthereich. der rechis stehenden Beihe durch 
ie folgende: 

28) ” |a? —a^| <|1 — « 0 |. 



1) S § 44, Nr. 4. 


o* 
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1st nun Xq < 0, also x 0 «= — |a? 0 | (liegt demnach die Stelle x 0 links vom 
Nullpunkt), so wird: |1 — 8 0 | — 1 + |# 0 |, und die Eonvergenzbedingung 

(28) nimmt daher die Form an: 

(29) l-z-sJCl + | a?oU 

der Konvergenzbereich umfafit daher alle Punkfce, deren Entfernung vom 

Punkte x 0 kleiner ist als 1 4- \x Q \, d. h alle diejenigen, die im Innern des 

Intervalls [—(l + 2 | 2 0 |), 1] liegen, so dafi also seine linke Grenze um 

die Strecke 2|« 0 | fiber die ursprtlnglicbe Grenze (— 1) hmausragt, wah- 

rend als rechte Grenze wieder die Stelle 1 erscheint Die Reihe (27), 

deren Summe in dem engeren durcb Ungl. (26) bezeichneten Bereiche 

00 

mit derjemgen der Reihe flberemstimmt, ist dann geeignet, nach 

o 

links hin eine „analyti8chj‘ Fortsetmng der letzteren zu liefern x ), und wir 
wollen hiernach die durch die Gleicbungen (25), (27) gekennzeicbnete 
Transformation als die Methode der ancUyhschen Fortsetmng bezeicbnen. 
Diese Methode, die zur Herstellung der Reihe (27) gefilhrt hat, laBt sich 
dann wieder mit entsprechendem Erfolge auf diese anwenden und in 
analoger Weise nnbegrenzt wiederholen. 

Ist dagegen x 0 > 0, also x 0 => |:r 0 | < 1, so hat die Eonvergenzbedin- 
gung (28) dieselbe Bedeutung, wie die folgende: 

(30) |a? — a? 0 1 < 1 — \x 0 \, 

sie stimmt also genau mit der Bedingung (26) liberein, so dafi in diesem 
Falle keinerlei Erweiterung des ursprflnglichen Eonvergenzbereiches er- 
zielt wird 

00 

Es eiweist sich also als unmoglich, die Reihe ^fx r flber die 

o 

Stelle x —- 1 hinaus „analytisch" fortzusetzen, was ja seine natttrlicke 
Erklarung darin findet, dafi die Reihensnmme fflr x —► 1 monoton nach 
oo wachst.*) Niohtsdestoweniger steht ja im vorliegenden Falle fest, 


1) Man kann sich duroh Summation der geometrisohen Progression (27) flber- 
zengen, dafi diese fill den ganzen durch die Bedingung (28) bzw (20) deflnierten 

Konvergenzbereioh die Somme —-— liefert 

1 — 8 


ao oo 

2) Nimmt man statt der Reihe die folgende. (mit der Somme 


fflr |as/ < lj, so besteht sogar an den beidrn Grenzen 8 ■» — 1 and 8 = + i 

des Konvergenzbereiches die Unmfiglichkeit einer „analytisohen" Fortsetzong, wie 
schon daraos erschlossen warden kann, dafi die Reihe an diesen beiden Stellen 
nach + oo divergiert 
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da£ die analytische Fmktion , deren Wert links von der Stelle x ■= 1 

00 

mit der Summe der Reihe x v und deren Fortsetzungen ilbereinstmiint, 

o 

auch rechts von x =* 1 existiert Andererseits gibt es, wie leicht zu sehen, 
auch rechts von der Stelle x = 1 Jconvergierende Potenereihen mit der 

Summe —^ Man findet z. B ftir \x — 2| < 1, d. h ftir 1 < x < 3: 

(3D I? (- ')' +1 (* - 2)' - - r+(bT) - nb 
00 00 

Die beiden Reihen: ^*x v und ^ (— l)*" fl ( x — 2) v liefem also tat- 
o o 

sachlich Darstellungen dersdben analytischen Funktion, wir besitzen aber 
vorlaufig kemerlei MSglichkeit, die eine dnrch analytische Fortsetzung 
in die andere flberzufiiliren, da an der Stelle x — 1, wo ihre Konvergenz- 
bereiche aneinander stoBen, die eine nach + oo, die andere nach — oo 
divergiert. Die Erkenntnis, daB zwischen den beiden Reihen in Wahr- 
heit ein intimer Zusammenhang besteht, beruht hier lediglicb anf einer 
Art Gliicksfall, namlich anf dem Umstande, daB man in der Lage ist, ihre 
Summe durch ein und dieselbe rationale Funktion darzustellen. 

7. 1m AnschluB hieran betraohten wir nun aber zwei Reihen von 
der aualogen Form: 

00 00 

a y x y und: (— 1)*' +1 b v (x — 2) v , 

o o 

wo (a v ), (b v ) zwei Folgen posiiiver Zahlen bedeuten, von der Beschaffen- 
heit. daB lim Ya y = lim YK = 1 und daB die beiden Reihen 'Sa ... 

' v-t-co »->ao 

dwergieren Alsdann folgt aus dem Cauchyschen Fundamentalkriterium 
erster Art (s I,, § 50, Nr. 4, S 341), daB: 

2a v % v ftir \x\ < 1, also ftir: — 1 < x < + 1, 

2 (— l)*' +1 Z> y (a; — 2)” ftir \x — 2| < 1, also ftir: 1 < x < 3, 

konvergiert, wahrend ftir die Stelle a; =» 1, wo die Konvergenzbereiche 
beider Reihen aneinanderstoBen, wieder Divergene nach + oo bzw. — oo 
stattfindet. Dabei Tca/nn immerhin, wie der zuvor betrachtete Spegialfall 
a„ K — 1 zeigt, ein „analytischer <( Zusammenhang zwischen den beiden 
Reihen stattfinden: die Divergenzstelle x = 1 bietet aber ftir die Her- 
stellung eines solchen Zusammenhanges ein mit den verftigbaren Hilfs- 
mitteln nicht zu beseitigendes Hindernis Eme Moglichkeit, dasselbe aus- 
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zuschalten, wUrde sich ergeben, wenn man der Veranderbchen x die Frei- 
heit verschaffte, jene kritische Stelle x — 1 zu umgehen Dies gelingt, 
wenn man von dei Tatsache Gebrauch macht, dafi in beiiebiger Nahe der 
Zahl 1 aufier den reeUen anob unendlicb viele Icomplexe Zablen liegen 
Setzt man bieran ankniipfend a? =» I; + 17 *, d b debnt man den Bereich 
der Yeranderlichen x auf das Icomplexe Zahlengebiet aus, so lassen sich 
zwischen zwei Stellen x — 1 — $ und x — 1 4 - 8 mit Hilfe der beiden 
reeUen Vercmderlichen | und 17 (unendlich viele) stetige Wege berstellen, 
welcbe die Stelle x — 1 mcbt berdbren Damit 1 st zunachst jedenfalls 
die Moglichkeit gegeben, emen etwaigen Zusammenbang zweier Reiben 
von der Art der zoletzt betracbteten vermittelst der Methode der analy- 
tischen Fortsetzung berzustellen. Es wird sicb im Laufe unserer weiteren 
Betracbtungen zeigen, dafi die angedeutete Ausdehnung des Bereicbes 
der Yeranderlichen wirldicb auch ausreicht, am nach dem Yorgange von 
Weierstrafi and M&ra/y auf dem Prinzip der analytischen Fortsetzung 
eine befriedigende Tbeorie der „analytischen u Funktionen aufzubauen. 


Kapitel U 

Funktionen einer komplexen Ver&nderliclien. 

§ 14. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen und der 
vier Spezies in komplexen Zahlen. 

I. Da jedem reeUen ZaMenpaare (jj, if) eine und nur eine Icomplexe 
Zahl x “■ £ + rji entspricht 1 ), andererseits nut Hilfe ernes recbtwinkligen 
Koordinatensystems eine umkehrbar emdeutige Korrespondenz zwischen 
alien moglichen Zahlenpaaren (|, 17 ) und den Pmkten einer Ebene her- 
gestellt werden bann (s § 4, Nr 3, S 29), so 1 st damit zugleicb die 
namliche Art gegenseitigen Entsprechens auch fflr die Punkte einer Ebene 
und die komplexen Zablen gegeben. 

Der komplexen Zahl x = £ + 17 & wird als deren Abbdd derjenige 
Punlct ^Bildpunkt") x zugeordnet, welcher die Koordinaten g, 77 hat, and 

1) Wir bezeiohnen yon jetzt ab Zahlen, die auBdulckhch als leell charakte- 
risiert werden sollen, mit gricchiachm Buchstaben, w&hrend lateimsche im allge- 
meinen Icomplexe Zahlen vorstellen sollen (die sioh aelbstversttlndhoh unter Um- 
st&nden auch auf reeUe reduzier'en kttnnen) Nur ffLr den absoluten Betrag einer 
komplexen Zahl werden wir h&nflg die tjpiich gewordene Bezeiohnung r oder B 
(—Radius Yektor) bendtzen, auflerdem fflr natUrltche (zumeist als Indices Oder 
Exponenten auftretende) Zahlen gewisse besonders dafflr flblicb gewordene late>- 
msche Buchstaben, wie m, n, p uiw (vgl. I,, § 72, Nr l, S 651). 
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umgekehrt entspricht dem Punkte x mit den Koordinaten £, rj die komplexe 
Zahl x =• £ -\- r]i. Auf Grand dieses Zusammenhanges werden die redlen 
Komponenten einer komplexen Zahl auch schlechthin als.deren Koordi- 
naten , der reelle Teil als Abszisse, der vom Fahtor i befreite tmaginare 
als Ordinate bezeichnet und die Ausdrtlcke lcomplexe Zahl und Ptmlct (sc. 
in der Ehene, genauer gesagt: Koordmatenebene) als equivalent von uns 
gebraucht 

Den redlen Zahlen entsprechen als Abbilder die Punkte der Ab- 
sssissenachse („reellen“ Achse), den rem wnagmdren diejenigen der Ordi- 
natenachse („imaginaren“ Achse) Zwei konjugierten Zahlen, £ + <qi und 
| —i]i, entsprechen Punkte, die symmetrisch zur Abszissenach.se liegen, 
zwei entgegengesetoten, § -f v\i und — £ — i]i, solche Punkte, die auf der- 
selben durch den NuUpunkt gehenden Geraden zu jenem symmetrisch liegen. 

Der absolute Betrag der Zahl x = £ + r)i, also |a;| — ]/£* + (die 
Quadratwurzel in diesem Zusammenhange em ftir allemal postliv ver- 
standen), ist gleich dem Abstande des Punktes x vom Nullpunkte, also 
der Strecike Ox (dem „ Radius Vektor“) 

Die komplexen Zahlen gewinnen auf diese Weise iu demselben Sinne 
eine „reale tl (nfimlich geometrisch anschauliche) Bedeutung x ), wie die redlen : 
jede zwischen komplexen Zahlen bestehende Beetehung kann sofort in eine 
Beziehung zwischen Punkten iibersetzt werden und umgekehrt Konnen 
hiernach geometrische Wahrheiten aus Beziehungen zwischen komplezen 
Zahlen entnommen werden, so erweist sich andererseits (und das ist ftlr 
uns der eigentlich leitende Gesichtspunkt!) die in dem vorliegenden Zu- 
sammenhange ermoglichte Heranziehung der geometnschen Anschauung 
und einer zum Teil daran ankntipfenden Ausdrucksweise als ein aufierst 
forderliches Hilfsmittel ftir die Herleitung und Daratellung funktionen- 
theoretischer Erkenntnisse. Hierzu erscheint es zunachst erforderlich, 
die Ergebnisse der vier Spezies in komplexen Zahlen geometrisch dar- 
zustellen 

2 Addition. Es sei: 

(1) a — a + /3i, a' — «' /S'® 

und sodann: 

(2) c =* a + a' — (« «') + (/3 + P) 

so ergibt sich, wie die in Fig. 11 vorgenommene Konstruktion munittel- 
bar erkennen laflt, der Punkt c als vierter Eckpunkt desjenigen Parclldo- 
gramms, das durch die Strecken Oa und Oa' als anliegende Seiten be- 


1) Vgl hier»u (insbesondere flber das unzutreffende der Bezeiohnung „ima- 
ginfae" Zahlen) I,, g 70, Nr. 1, 8 632/8. 



136 Absohmtt I Kap U Fanktionen einer komplezen Ver&nder lichen. Nr 8. 


stimmt ist. Man ilberzeugt sich leicht, dafi dieses Ergebnis von der in 
obiger Figur getroffenen Wahl, dafi namlich beide Ftmkte a, <£ in dem- 
selben, und zwar un ersten Qnadranten liegen, durchaus unabhangig ist 

Da der absolute Betray von c also 
von a + a durch die Strecke Oc dar- 
gesteUt wird, andererscits der absolute 
Betrag der Summe zweier komplexer 
Zahlen, abgesehen von einem sogleich 
zu erwahnenden Grenzfall, stetskleinei 
ist, als die Summe der absoluten Be- 
trdge |a| + \a'\ l ), so dafi also: 



Oc < Oa + Oa' — Oa + ac, 

so ergibt sich auf diese Weise als 
erstes Beispiel fflr die oben gemaohte 
Bemerkung betreffs der MSglichkeit, 
geometrische Satze aus Beziehungen 
zwiscben komplezen Zahlen herzuleiten, ein Beweis ftir den bekannten 
elementaren Satz, dafi in jedem Dreieck jede Seite Tdeiner ist als due Summe 
der beiden anderen 

Der zunachst ausgeschlossene Grenzfall \a + a'\ ■= |a| -j- \a'\ (anders 
gescbrieben: Oa + ac —° Oc) tritt nur ein, wenn a' auf demselben durch 
0 gehenden Halbstrahl liegt, wie a, also das Parallelogramm, bzw. jedeB 
seiner beiden Teildreiecke sich in eine Gerade zusammenzieht 

Da eine der beiden Strecken a'c, ac fdr die Eonstrnktion des Punktes 
c ilberflilssig ist, so lafit sich diese in der Weise vereinfachen, dafi man 
die Strecke ac gleich und parallel mit Oa' an Oa bzw. a'c gleich und pa¬ 
rallel mit Oa an Oa' ansetzt. Und da sich dieses Verfahren beim Hin- 
zutreten ernes weiteren Summanden a" entsprechend wiederholen lafit, bo 
ist damit zugleich der einfachBte Weg zur Eonstrnktion der Summe be- 
liebig vider Summanden gegeben 

3. Subtrdktion. Da aus G1 (2) folgt: 


(3) a' — c — a (bzw a = c — a'), 

so ist mit der in Fig. 11 dargestellten Eonstrnktion zugleich diejenige 
fftr die jDifferent) zweier komplezen Zahlen gegeben Es erscheint dabei 
der Punkt a' t welcher die Differenss c — a vorstellt, wiederum als vierter 
Eckpunkt eines gewissen BaraUdogramms , namlich desjenigen, welches 
bestimmt wird durch Oc (also die den Minuendus c mit dem Nullpunkt 


1) Vgl 1,, | 72, Nr 2 (8. 658) 
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lende Strecke) ale Diagonale und durch Oa (die Subtrahendus- 
0 als erne der beiden Seiten. 

an kann aber auch mit Hilfe der Beziehung c — a = c + (— a) 
g'liche Konstruktion nach dem in Nr. 2 gelehrten Yerfahren als 
£e ffir die Summe von c und (— a) ausftlhren Da der Punkt (— a), 
chend einer bereits in Nr 1 gemacbten Bemerkung, auf der rbck- 
5 n Yerlangerung von Oa im Abstande Oa vom Nnllpunkt liegt, 
iieint hier der Punkt a '— c — a auf Grand der in Pig 11 durch 
t rich el ten Linien dargestellten Konstruktion. 
i die Konstruktion der Differenz zweier kompleien Zahlen kntipft 
a folgende wegen ihrer haufigen Anwendung nfltzliche und wich- 
merkung. 
is: 

c — a = a 

inaohst, dafi: 

\c — a\ =» \a\ — Oa'. 

ererseits: 

Oa = Ac, 

bt sioh: 

|c — a| = etc (selbstverstandlich auch: | a — c\ ■» oc), 

der absolute Betrag der Differenz zweier Ttomplexer Zahlen ist gleich 
dem Abstande der betreffenden Purikte 
JkZtUtipWcation. Jede von Null versebiedene komplexe Zahl a — a 
•Bt sich in die Form setzen: 

a — |a| • e, 

ae eindeutig bestimmte Zahl mit dem Absolutwerte 1, den „Ein- 
tor t( ton a bedeutet 1 ) Setzt man: e =■ S + so folgt: 

«-|«| 8, 'Y> 

r Punkt a liegt auf demselben Hcdbstrahl, wie der Punkt e Aus 
Grande wird die Zahl e auch als RichtungsTcoeffizient von a be- 
b. 

werde nun unter der Yoraussetzung }a[ > 0, |a'| > 0 gesetzt:' 
c = a a'=- (|a| ■ e) • (|a'| • e'), 

, zunachst: 

c\ —> |a| • | a' 

Definition jeder Multiphkation auf der Anfangsgleichung: 

|c|-l-|c| 

Vgl. I„ g 72, Nr. i, S 862 



138 Absohnitt I Eap. II Fnnktionen einer komplexen Ver&nderliohen. Nr 4 

beruht 1 ), bo muB naturgemafi bei der Konstmktion ernes Products der 
Einheitspunkt bzw. die der betreffenden geometrischen Darstellung der 
komplexen Zahlen zugrunde liegende Wahl der Einheitsstreeke eine wesent- 
liche Rolle spielen Aus: 

|c| • 1 = )a| • \a'\ 

flndet man: 

(7a) |c| : \a \ — ja|: 1, anders geschrieben: Oc : Oa' — Oa : 01. 

Setzt man noch: 

(8) c = |c| e", 

so folgfc aus GL (6): 

|c| e"« |a| • \a | • ee' = |c| • ee' 

und daher: 

(9) e"~ee'. 

Es mogen nun Ot, Ot' mit der positiven Abszissenachse die Winkel <9, 
ft bilden und es lei, um eine Festsetzung zu treffen, ft ^ ft Subtrahiert 
man e' von den beiden Seiten der Gleichung (9), so wird: 

e" — e'=- e'(e — 1) 

und daher: 

|e" — e'| — |e — 11, anders geschrieben: e"e' — el. 

Die gleichschenkligen Dreiecke t" Ot' und eOl sind daher kongruent und 
somit die Winkel bei 0 einander gleich, d. h man hat: ^ t" Ot' — 9. Der 
Halbstrahl, auf welchem t" liegt, bildet also mit der positiven Abszissen¬ 
achse eutweder den Winkel ft + 9 oder den Winkel ft — ft Um zu ent- 
scheiden, welcher dieser beiden Werte der richtige ist, beaohte man, dafl 
es infolge der Kommutativit&t des Frodukts ee' freisteht, <9* und ft zu 
vertauschen. Danach muB der Halbstrahl, auf welchem der eindeutig 
bestimmte Punkt e" liegt, einen der Winkel 9 + ft oder ft — ft mit der 
positiven Abszissenachse bilden. In dem allgememen Falle 9' -I- 9 sind 
aber ft — 9 und 9 — ft verschieden, es bleibt also ftir den Winkel, 
welchen Ot" mit der positiven Abezissenaohse bildet, nur die Wahl 
9 + ft. Dies gilt auch in dem Sonderfalle ft — -O’, in welchem 

ft —»- ft - ft -0 

ist: dann wtlrde namlich e" — ee' auf der positiv reetten Achse liegen, was 
unmoglich ist, da (wegen ft— ft) e' und e nicht konjugiert sind. 

Aus Gl. (6) folgt schlieBlich: 

(6a) e — (|»|*- |o'|) -(e • e'), 

d. h. der Punkt c — a a' besitzt den Riohtungskoeffizienten ee', liegt also 


1) Vgl I l1 § 4, Nr. 1, GL (A), S. 94 
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auf dem Halbstrahle, welcher den Winkel 9 + 9' mit der positiven Ab- 
szissenachse bildet, und zwar so, dafi die Strecke Oc sicb gem&B der 
Proportion (7 a) bestimmt. Die beiden Dreiecke 1 Oa und a'Oc sind also 
ahnlich 1 ), und zwar gleichsHmmig ahnlich (s Fig. 12), d. h sie kcinnen 
durcb blofle Yerschiebung in der Koordinaten- 
ebene (namlich durcb Drehung um den Punkt 0), 
insoweit zur Deckung gebracht werden, daB beim 
Aufeinanderfallen der Scbenkel des mit 9 be- 
zeicbneten Winkels die gegeniiberliegenden Seiten 
parallel werden. 

5 Division. Die Eonstruktion des Quo- 
tienten zweier komplexer Zahlen kann ganz ana¬ 
log, wie zuvor die Konstruktion der Differenz 
aus derjenigen der Summe bergeleitet wurde, un- 
mittelbar der yorstebenden Eonstruktion eines Produkts entnommeu 
werden Bringt man Gl. (6) auf die Form: 

, e 
a = — 
a 

und setzt: $ZcO\ = 9 + 9' — 9", also. -9' = 9"— 9, so folgt, daB dei 
Punkt a' auf demjemgen Halbstrabl liegt, der mit der positiven Ab- 
szissenacbse den Winkel 9"— 9 bildet, und zwar so, dafi die Strecke On' 
sicb gemafi der Proportion Oa': Oc — 01: Oa bestimmt 

Hieraus folgt speziell fiir c = 1, also 9" — 0, dafi der Punkt a' = 
auf demjenigen Halbstrahle liegt, der mit der positiven Abszissenaobse 
den Winkel (— 9) bildet, und zwar so, dafi die Strecke Oa' sich gemafi 
der Proportion Oa: 0 1 = 0 1 : Oa' bestimmt 

§ 15 Komplexe Yer&nderliche as —§ + — Die Stelle as— oo. — 

Definition und allgemeine Eigenschaften yon Funktionen /‘(as) 
einer komplexen Yer&nderlichen. — Znrttckftthiung auf komplexe 
Funktionen zweier reellen YeriLuderlicheu g, t?. — Bemerkenswerte 
Darstellbarkeit jedes arithmetischen Ausdrucks d>(g, rfi durch 
einen solchen yon der Form f{x). —Aussonderung einer besonderen 
Klasse „analyti8cher“ /(as) aus der Henge der <P(g, rj) auf Grund 
zweier g&nzlich verschiedenen Methoden („H6ray-Weierstrafi“ und 

„Cauchy-Riemann“). 

1 Unter einer komplexen Veranderlichen versteben wir ein Zeichen , 
z B a = | -f - r\i, welches dazu bestimmt ist, jedes beliebige Element einer 
vorgeschriebenen Menge komplexer Zahlen bzw. emer (auf Grund von Nr. 1 



1) Sie werden geradezu kongrumt , wenn Oa' ■= \a'\ ■- 1 
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des yorigen Paragraphen) damit aquwalenten ebenen Punktmenge yorzu- 
stellen 1 2 * ) Die betreffende Zahlen- bzw Punktmenge bezeichnen wir ale 
den Bereich der Veranderlichen, jedes einzelne Element als einen der 
Werte , deren die Yeranderliche fahig ist bzw als eioe Stelle oder einen 
Punkt ihres Bereichs. Da erne Pnnktmenge {x), wo x = % + r]t, iden- 
tisch ist mit derjemgen, welche nach § 8, Nr 1 (S 60) mit {?, ^} zu 
bezeichnen ware, so gelten ftir solche Punktmengen ohne weiteres die 
dort gegebenen Defuutionen und daran geknilpften Aussagen. Dabei ge- 
stattet das jetzt zur Verfligung stehende Zeichen \x\ f(ir ]/i* 8 + ij* ge- 
gebenenfalls eme entsprechende Abkiirzung der Schreibweise. So laBt 
sich jetzt eine Menge komplexer Zahlen x als beschrankt durch eme Un> 
gleichung yon der Form charakterisieren ■ 

( 1 ) 

und analog die Umgebung einer Stelle a durch: 

|® — «| < Q (bzw p), 

eine Bedingung, welche auf Orund des Schlufisatzes yon Nr. 3 des yorigen 
Paragraphen m der Tat die Gesamtheit aller Punkte x darstellt, deren 
Abstand yon a Ueiner (bzw nicht grower) als p ist, die also innerhalb 
(bzw mckt aufierhcdb) eines Ereises um a mit dem Radius p liegen 

2. Jede beschrankte unendhche Menge komplexer Zahlen besitzt als 
aquiyalent mit einer beschrankten ebenen Punktmenge nach § 8, Nr. 2 
(9 61) mindestens eine Raufungszahl (eine Haufmgsstelle, einen Hau- 
fungspunkt). 

Wir wollen jetzt-eine neue Festsetzung treffen, welche es ermoglicht, 
diese Aussage auch auf jede unbesch/rdnUe Menge komplexer Zahlen aus- 
zudehnen 8 ) (welche ja im Endlichen gelegene Haufungsstdlen besitzen 
kmn , aber nicht muff). Wir ordnen einer unbeschrankten komplexen 
Menge { x }, die also zu jedem noch so grofien B > 0 Zahlen x mit dem 
absoluten Betrage enthalten mufi, yon der wir yorlaufig an- 

nehmen wollen, da6 sie die Stelle x 0 nicht enthalt, diejenige Menge 

{a;'} zu, deren Elemente durch die Beziehung a:' = definiert siud. 

Jedem' x entspricht dann ein und nur ein bestimmtes x, insbesondere 
entsprechen denjenigen x mit hinlanglich grofiem \x\ solche x', welche in 
beHebiger Nahe der SteUe x' =■» 0 liegen, also diese letztere zur Hdufungs- 
steUe haben Und wenn insbesondere die Menge { x } alle durch eine Bezie- 

1) Vgl die voUkommene Analogic mit der Definition einer reellen Verdnder- 
liehen: § 4, Nr. 1 (S. 26). 

2) In etwas anderer Weise, wie dies friiher fflr nnbeschr&nkte Mengen rcetter 

Zahlen (Wneore Punktmengen) ausgef&hrt wnrde- vgl. § 1, Nr 6 (S. 7). 
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hung yon der Form |#| >• JR defimerten Stellen enthalt, so entspncht diesen 
die gesamte Umgebung \af\ < mifc einziger Ausnahme der Stelle x = 0. 

Um diese Ausnahmestellung von x' =*■ 0 zu beseitigen, fllgen wir zur 
Menge { x } eine „uneigentliche ZaM u } die , f Stellef‘ oder den „Pwikt“ x = oo 
(ohne Yorzeichen) als korrespondierend mit a:' — 0 und betrachten diese 
in jedem der genannten Falle als („im Unendlichen gelegene") Haufungs- 
steUe der Menge { x } - 1 2 ) Als Umgebung dieser Stelle x = oo gilt dann die 
Menge aller Zablen x, welohe den Zablen x einer Umgebung von x' = 0, 
etwa | a:'| < q, entsprechen, d. b. schliefilich alle Zahlen x, welcbe der Be- 

dingung |«| > -j- genflgen. 1m AnscbluB an diese Ausdrncksweise sagen 

wir, der Bereich |a?| > It (bzw |a;|^i2) enthalte die Stelle x~=oo im 
Innem, der Bereich 9t(a;)>0 (bzw. SR(b) ^ 0) also die rechte Halbebene 
mit AusschluB bzw. EinschluB der imaginaren Achse enthalte die Stelle 
x = oo auf der Beg? enmng (als JRandpunkt). 

Hatte die Menge {x} die Stelle x = 0 enthalten, so ware dieser 
immnehr die Stelle x' — oo zuzuordnen 

3. In Yollkommener Analogie mit der Definition des Funktionsbe- 
gnfifes flir eine redle Veranderliche (s § 4, Nr 2, S 26) verstehen wir 
unter einer emdeutigen oder emwertigen Funktion der komplexen Verander¬ 
lichen x eine zweite komplexe Veranderliche y yon der Beschaffenheit, daB 
jedem x ernes gewissen Bereiches {a;}, des „Defmitionsbereiches iC der Funk- 
tion, eine eindeutig bestimmte Zahl y zngeordnet ist — in Zeichen etwa 
wieder* 

(3) y = f(x ) (oder ahnhch) 

Gehoren zu jedem x mehrere (d h. zwei bis unendlich yiele) y, so heiBt 
y eine mehrdeutige Funktion von x 

1m folgenden soil unter f(x) f um die Ausdrncksweise nicht unnotig 
zu komplizieren, stets eine ftir den in Frage kommenden Bereich emdeutig 
definierte Funktion bedeuten, da die ftbertragung auf mehrdeutige Funk¬ 
tionen gegebenen Falles keine besonderen Schwierigkeiten macht. 

Auch die Definitionen des Grenzwertes und der Stetigkeit einer Funk¬ 
tion f{x) bei komplexem x lassen sich den entsprechenden Definitionen 
ftir den Fall ernes reellen x nachbilden. 

Es sei f{x) (eindeutig) definiert ftir einen komplexen Bereich S3, den 
wir jetzt ausdrticklich als ein Gebiet (zweidimensionales Kontinuum) *) 
annehmen wollen, a eine Stelle dieses Bereiches, so sagen wir (analog mit 

1) Vgl I,, § 78, Nr 8 (S. 661) 

2) S § 8, Nr. 4, VI (S 66) 
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§ 5, Nr 5, 8. 39) f(x) babe fwr x — > a den Gh'enzua t b , in Zeichen • 

(4) lim f{pc) - b, 

x ^ ez 

nenn eu jedem c > 0 em p > 0 existiert, derart, dafi. 

(4a) \f(x) — b\<s fttr: 0 < \x — o( < p, 

soweit diese Uinyebu/ng \x — a\ < p deni Beretche © angehort (namlich bei 
hinlanglicher Verkleinerung von p vdlstandig, wenn a ein InnenpunU , 
rmr teikoeise, wenn a ein Bmdpunkt von © ist). 

Durch diese Festsetzong wird wiederum der Wert von f(x) ffli* die 
Stelle x =■ a in keiner Weise prajudiziert. Ist aber f(a ) erne bestimmte 
ZaJd und besteht aufierdem die Beziehung ■ 

(5) bm- jT(a), 

so heifit f{x) stetig an der Stelle a Oder fur x — a (vgl. § 6 f Nr. 1 7 G1 (I), 
(II), S 46). Dabei lafib sich die Defimtionsgleichung (6) auf Grand von 
(4) und (4 a) auch durch die folgenden Ungleichungen ersetzen (vgl. a a 0 
Ungl (IIa)): 

(5a) |/ , (a?) — f(a)\ <e fttr: \x — a \ < p 1 2 ) 

(wiederum nur, soweit die Umgebung \x — a \ < p dem Bereiche © an- 
gehort). 

Die ale Vervollstandigung von GL (4) (namlich fttr b = oo) anzu- 
sehende Beziehung: 

(6) lim f(x) — oo (ohne Vorseichen ) 
definieren wir als gleicbbedeutend mit der folgenden 8 ): 

(6 a) 1™IA*)|-+ °°» 

JB-rfl 

und diese besagt sohliefilich, dafi zu jedem noch so grofien positiven B em 
P>0 gehfirt, derart, dafi: 

(6b) |/'(a:)|>.B far: 0 < (a: — a| < p. 

Eine zweite Vervollstandigung von GL (4) (namlich fttr a — oo) 
bildet die Beziehung: 

(7) lim^f(x) =» b, 

welcbe wir durch die folgende definieren: 

(7 a) lim f(x) = b, 

1) Bei8piel f(x) ■“ flj n , wo n eine natHilicbe Zahl. Der Bewen verlBuffc 
buchstdbhch genau, wie fvlr reelles x und a. vgl § 6, Nr 2, Beispiel 1, (S 48). 

2) Vgl I B , § 78, Nr. 8, G1 (18), (14), S 661/2. 
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and diese letztere besagt. zu jedem £>0 bat man bei hinlanghchgrofiem 
A>0: 

(7b) \f{x) - f(b)\ < s fiir: \x\ > A. 

Im ttbrigen unterscheiden wir ausdrttcklicb zwischen 

nnd f(p°) 

(geradeso wie zwischen \imf(x) und f\a)) Wir defimeren namlich das 
Zeichen f(oo), also den Wert von f(x) an der Sidle x = oo analog wie 
diese letztere (s Nr 2) durch die Beziehung • 

d. h. sofern das rechtsstehende Zeichen einen bestimmten Sinn besitzt, 
andemfalls ist /'(oo) uberhaupt nicht definiert In diesem Falle pflegt man 
(nach Analogic von § 5, Nr. 4 am Ende, S. 38 und § 6, Nr. 2, Beispiele 
5), S. 49), /'(oo) als „uneigenUich definiert“ anzusehen durch die Beziehung : 

(8a) /■(oo)-limy(a;), 

sofern dieser Grenzwert existiert 

Liefem die Ausdrtlcke lim fix) und /'(oo) dieselbe beshmmte Zahl, 

X ->oo 

so gilt f{x) als steUg an der Sidle x = oo.*) Doch konnen lim f(x) und 
/*(oo) auch vCrschieden ausfallen. 8 ) 


1) Das ist natflrlioh nioht so zu veratehen, dafl daa Zeichen f j ohne 
weiterea durch /^-^ zu ersetzen aei, da dieses Zeiohen stvtnlos ist. Vielmehi wird 

dabei angenommen, dafi zunfichst fQr a:' + 0 auf eine Form cp(x') gebracht 

werden kann, fflr welche qp(0) einen eindeutig bestimmten Sinn hat (vgl die Bei- 
apiele in Fufln 2), 8)) 

2) Beiapiel f{x)=> ^ (n>0), also UjnJi —« 


Anderereeita. 


( wegen. lim 

*->.00 


— ™ lim 

X *->00 


also auch: 

8) Beiepiel: Ea aei 

und 


1*1* =0 )' 

/(oo) —I 0 


/!»(*)■ 


nx 

iT+V 


1 +- 
1 n 


fix) — lim/„(»), 

n' t* 
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Tm AnschluB an die vorstehende Definition erschemt es angemessen, 
anch zwiscben der durch G1 (6), (6 a) bzw. Ungl. (6 b) defimerten Be- 
ziebung lim f(%) “ oo nnd der folgenden: 


( 9 ) 


f(a) - oo 


eme Unterscheidung zn treffen, indem wir die letztere ale gleichbedeutend 
mit der folgenden definieren: 


( 9 ») 



Sollte f(a) nicht definiert sein, bo pflegt man wiedernm die Beziebnng: 
(9 a) f(a)~hmf{x) 

als „uneigentUche Defimtion“ gelten zu lassen. 

4 Setzt man wieder: x — £ + if*, so wird f (£ 4-^0 f&r jedes dem 
Definitionsbereich angehonge Wertepaar (£, rj) einen gewissen reeilen 
nnd imaginaren Teil besitzen, deren ereter eine reeUe Funktion <jp(£, i}), 
deren zweiter eme mit i mnltiplizierte ebensolche Funktion ^(£, v) ist, 
bo dafi also: 

(10) AS + v*) — <p(S, v) + * • ^(S, if) 


also 

nnd somit- 
Dagegen: 

also anch- 


f(x) => x Mr jedee x 
lim fix) = oo 

a-¥-oo 

f»H = ^( 7 )^ 0 “ (^'T+l) a ,. =0 = °« 


/(oo) — hm/ n (oo) = 0 


1 ) Beispiele. f(x)- 


(« a) 1 ' 


(n> 0 ), also 


anch 

Dagegen 


jam/(«)-oo, 

• -rfl 


/■(a) —OO wegen ^y = 0 . 


fl-r* 

iro‘ f n (x) = n ( x .J*] , also fdr ®=fa- 

n(x— «•)'+! “ 


Andererfleits 
also auoh 


x — a 

fn(<*) = ° 1 
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Hiernacb ist also /■(£ + rj i) schlieBlich nichts anderes, als eine ( 1 m allge- 
meinen 1 )') komplexe Fnnktion der beiden redlen Veranderlicben £ und 
Ja, es steht sogar frei, jede bdiebige (sogar aucb jede redle) Fnnktion 
<!>(£, 97) als Funktion der komplexen Veranderlicben £ -f iji zu bezeichnen 
Denn zu jedem £ -)- rji gehort ein und nur ein bestimmtes Wertepaar 
(£, 97 ), zu diesem ein bestimmter Wert CP(£, 97), somit lafit die am Anfang 
yon Nr. 3 gegebene Definition nicbt den germgsten Zweifel, dafi jedes 
(reelle oder komplexe) 3>(£, 97 ) unter den Begriff emer Funktion /\£ + V*) 
fallt Somit vriirden also schliefilicb die beiden Begriffe: (reelle oder kom¬ 
plexe) Funktion der beiden redlen Verdnderhchen £, 97 und Funktion der 
komplexen Verdnderlichen £ + 971 genau denselben Umfang haben, sicb 
vollstandig decken, und der letztere waie eigentlicb fiberfiiissig Da dies 
dooh sicberlich nicht der Zweck seiner Einftihrung gewesen sein kann, 
vielmebr dabei die Absicbt vorlag, aus der Menge der Funktionen $(£, 97 ) 
eine besondere Klasse herauszuheben, welche mfoJge ernes noch genauer 
zu cbaraktensierenden mtimeren Zusammenhanges mit der Verbindung 
£ + 17 * irgendwelche ausgezeicbnete Ei genschaften besitzt, so ergibt sicb 
daraus die Notwendigkeit, die ursprunglich gegebene Definition einer 
Funktion /■(£ + rjt) durch geeignete Einschrankungen ffir die Errei chung 
jenes Zieles braucbbar zu macben. Von der zweckmafiigen Wahl dieser 
Einscbrankungen wird weiter unten die Bede sem (s Nr. 7). Bier sollen 
zunacbst nocb gewisse Folgerungen abgeleitet warden, welche aucb ohne 
jede Emscbrankung der fraglicben Definition aus der Erkenntnis ent- 
sprmgen, dafi jede Funktion /■(£ + 971) nacb dem Schema von Gl (10) als 
komplexe Funktion der beiden reellen Veranderlicben £, 97 aufgefafit war¬ 
den kann 

5. Wir zeigen zunachst, da/3 die Stetigkeit von fix ) = /’(£ + rji) 
vollstandig mit derjenigen ihrer beiden Bestandteile (s Gl (10)) <p(£, rf), 
^(£, rj) zusammenfallt. 

Ist f{x) an der Stelle a — a + /3i stetig, so bat man nach Gl. (5): 

/■(«) * rt»), 

also mit Beriicksicbtigung von Gl (10): 

lim {v( 6 »*f) + »-iH$>fl)}-9(«>0) + » 

5->ce, 

Da andererseits *): 

lim {<*>(£, 97 ) + t-^(£ f ifl)} ~ lim <p (£, 97 ) + » • lim ^(S, v), 

5->a, £-+a,ti-*p £-*a, r}-*p 

1) Eb k8nnte ja auch der Fall eintreten, dafi ij) aioh identisoh aaf Null 
rednziert, also /*(£ + 73 i) reeU aasf&llt 

8) tJber die Begnlndung einer solohen Grenzwertbeziehonpf zvriBchen kom- 
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so folgt: 

lim P), h Km rf) ^(a, /?), 


d. h. qp(|, 97), ^(|, 17) sind gleiehfalls stetig an der Stelle {a, fi). 

Da man umgekehrt von den beiden leteten Gleichungen anfsteigend 
zur ersten der vorstehenden Gleichungen zurilckgelangen kann, so ist da- 
mifc die vollstandige Aquivalenz der Stetigkeit von f(x) und derjenigen von 
qp(|, tj), ip(%, 17) erwiesen. 1 ) Daraus ergibt sich die Moglichkeit, gewiflBe 
ftir stetige Funktionen von (£, 17) bewiesene Satze anf stdige Funktionen 
von x — £ -|- 174 zn ttbertragen. So folgt z. B. ohne weiteres (vgl. § 12, 
Nr 10 , S. 116 ): 

Die Stmrne und das Produkt bdiebig vider an der SteUe 
x — a stetigen Funktionen von $ — £ + 174 ist dasdbst gleichfaUs 
stetig. 9 ) Dasselbe gilt fur den Quotienten eweier solcher Funktio¬ 
nen , vorausgesetzt, da /3 der Nenner fur x — a von NuU verschie- 
den ist. 

Da ferner aus: 


folgt, daft: 


1 

J™ l/X*)l - l/WI> 


bo ist | f(x) | allemal stetig, solange f(x) diese Eigenschaft besitzt. Und 
da andererseits | f(x) | eine redle, il bn gens niemals negative Funktion von 
£, 17 ist, so ergibt sich weiter, daB \f(x) | ftir jeden abgeschlossenen und 
zusammenh&ngenden, aus StetigkeitssteUen von f(x) bestehenden Bereich 
S 3 ein (nicht negatives) reales Maximum und ein (nicht negatives) reales 
Minimum besitzt und dafi f(x) in 93 beschrdnkt ist. 

Die tJbertragung des Satzes von der gleichmaf&igen Stetigkeit einer 
punktweise stetigen Funktion erfordert zunachst die folgende Vorbemer- 
kung. Die Begnffe der dberen und unterm Grentse Bind nur fllr redle 
ZaMenmengen bzw. redle Funktionen defimert, und es scheint keinerlei 
Yorteil zu bieten, wenn man versuchen wollte, die fraglichen Deflnitio- 
nen in irgend einer entsprechend modifizierten Form auf komplexe Funk¬ 
tionen auszudehnen. Damit entfallfc aucb die Moglichkeit, den ftir redle 


plexen Zahlen vermittelst der deflnierenden Ungleichongen zwuohen redlen Zahlen 
vgl. I # , § 73, Nr 2, S. 660/1. 

1 ) Danach erkennt man z. B mit Bendtzong des binomieohen Satzea die 
/Stetigkeit von it* = (£-}* 0* (n eine natflrliche Zabl) anf Grand der in Fufin 1, 
B. 116 gemaohten Bemerknng. 

2) HierauB folgt z. B mit Benfltztmg der vorigen Fufinote die Stetigkeit jeder 

% 

ganeen rationalen Funktion 
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funktionen bestehenden Begriff der Schwankung obne weiteres auf eine 
function /*(£ + 17 0 zu tibertragen. Dagegen stebt nicbts im Wege, als 
absolute Scbwankung" von fix) =» /*(| + qi) fttr irgendeinen abge- 
eohlussenen Bereicb SB die obere Grenze von | fix') — fix") | f(lr alle 
moglu m x', x" von S3 einznfQbren. Setzfc man: x' — + rj't, 

sc" = £" + so folgt aus der Beziebung: 

i«*wooi‘- (9>(r,i , )-9>(r>")) , + {*cr, ^ o op. 

dafi | fix') — fix") | gleicbzeitig mit 

beliebig klein wird und umgelehrt Infolgedessen lafit sicb jetzt der fflr 
reelle Funktionen zweier reeller Ver&nderlichen bewiesene Satz von der 
gleichmafitgen Stetigkeit (§ 12, Nr. 18, S. 118) folgendermaBen auf Funk- 
tionen fix) (ibertragen: 

1st fix) stetig fur jede einselne StcUe ernes beschrimkten, zu- 
sammenhangenden und abgeschlossenen Bereiihes S3, so ist f(x) w 
S3 gleichmafiig stetig, d k zu jedem £ > 0 gibt es ein d > 0 , 
derart dafi die absolute Schwankung von fix) klemer als s aus - 
fdllt fur jedes dem Bereiche S3 angehonge Quadrat von der Seiien- 
Vinge 8 

6 . Wir koramen jetzt auf die oben bereits berflbrte Frage zurtlck, 
'welcbe Art von Einscbrankungen erforderlicb sei, um den als /*(£ + V*) 
'bezeiobneten Funktionen eme besondere Stellung innerhalb der Gesamt- 
lieit der Funktionen 9 ? (I, y) + * ^(|, rf) zu sicbem. Die Beantwortung 
dieser Frage scheint sebr emfacb, wenn g?(|, 17) + i • rf) in Form eines 
arithmetischen Ausdrucks vorliegt. Man wird dann etwa verlangen, dieser 
letztere mQsse sicb, wenn wieder {; -(- r\i =■ x gesetzt wird, mit Hilfe der 
"bisber als zulasBig angesehenen Becbnungsoperationen, namliob der vier 
Spezies und der Limesbildung, so umformen lassen, dafi er scbliefilicb 
'weder £ noob 17, sondern nur x entbalb. Das klingt sicberlicb aufierst 
annebmbar und erweist sicb dennocb als inbaltlicb vdllig wertlos. Es 
lafit sicb namlicb zeigen, dafi sogar £ und 17 einzeln und somit jeder aritb- 
xnetiscbe Ausdruck in £, 17, obno den Kreis der obengenannten recbneri- 
scben Hilfsmittel zu bberscbreiten, als a/riihmelische Ausdrucke in x dar- 
gestellt werden konnen. 

Es seien n, v, p natlirlicbe Zablen, x eine komplexe Veranderliche, 
bo bat man zunacbst flir x — 0 : 
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und flir \x\ "4° 0: 

=■1 fflr | a: | — 

(llb) + (£)* ^ 1 + {-(£)' |- 0 fflr |*| < i ‘> 

Nimmt man | a; | < 1 und verteilt das entsprechende Wertegebiet von 
x auf die Teilgebiete: 

(12) wo- h -0,1, . ,p— 1, 

so findefc man fflr jedes einzelne dieser Teilgebiete durch Summation des 
mit multiplizierten Ausdrucks (11 a, b) fiber v =■ 1, 2 f . p: 


( 13 > F H&2 


und somit ffir p -► oo: 


■+(?)’ 

±V, i » *±i 1^1*1'0*1+j) 


(14} I X I* = 2 lira lim >1-- 

w 11 

zunachst ffir | a? | < 1, jedoch, wie mit Benfitzung der ersten Gleichung 
(lib) unmittelbar ersicbtlich ist, auch noch gttltig ffir \x \ <=• 1 

Durch Substitution von -y an Stelle von x laBt sich dieses Ergeb- 

nis auch auf den Bereioh | x | <1 r ttbertragen, nnter r jede noch so grofie 
positive Zahl verstanden Man findet auf diese Weise: 

p 

(16) \x I* — 2r s lim lim M ^ r -*) 

1) Man hat nlmlich in dieeem Falls 


und daher fdr n>2. 

1 I * i" 1 


— => 1 + < 1 | wo d > 0 
px 


— — [ > - (l + nd + ” - ( V ^ J 1 ) > f, 

n px\ n\ ' 2 ) ^ 2 ’ 

1 l v » 

lim — — *= + oo 
»-►<» n \ px 

2) Multipliiiert man GL (lib) nur mit dem Faktor bo gelangt man durch 

P 
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Wegen: |a?| s =* (g + rji) (g — iji) «= x($ — rji) folgt hieraue, zunachst 
unter der Voraussetzung x + 0, durch Division mit x : 

(16) 


ynx” 




und diese Gleichung gilt dann, wie unmittelbar ersichtlich, auch fflr x => 0 
Durch Eombination mit g + iji => x ergibt sich schlieBlich: 

p 


(17) 


g =» — + r* lim lim -s 

p 

ri = — ^ + r a i lim lim 

1 2 p->oo n->» P*^J 


i/nas"' 


i nor 


+ (t)’ 


als die oben angekhndigte Darstellung von g und rj durch arithmetische 
Ausdrdcke in x, gtlltig Air 0 <[ | x | r bei beliebig groBem r } alao in 
jedem noch so grofien endlichen Bereiche (schlieBlich auch filr r —► + oo 
und 0 ^ | x | < oo) 

7. Das wesentliche bei den vorstehenden Darstellungen von | x | s , g 
und 7i durch arithmetische Ausdrilcke in # — g + 7\i benhtzte rechnerische 
Hilfsmittel besteht in dem iterierten Grenzwerte einer (von zwei Parame- 
tern abhangigen) rationdlen Funktion von x. Man wird also dieses Hilfs¬ 
mittel als nicht zuverlassig fflr die Gewmnung einer mit Sicherheit brauch- 
baren Defimtionsform fflr f(x) ausschlieBen mflssen und, wenn man tlber- 
haupt tlber die rahoncden Funkhonen hinauskommen will, sich etwa auf 
emfache Grenzwerte rationaler Funktionen beschranken Damit wiirde 
man in der Tat dem gewtinschten Ziele etwas n&her kommen (wie spa- 
tere Untersuohungen noch genauer erkennen lassen werden: s. § 49, 
Nr. 1, 2), doch ergibt sich hier derselbe t)belstand, welcher bei der Be- 
trachtung derartiger Grenzwerte unter der Voraussetzung einer redlen 
Veranderliohen sich schon gezeigt hat, daB namlich ein arithmetischer 
Ausdruck dieser Art in verschiedenen Gebieten z. B. verschiedene rationale 
Funktionen darstellen kann (s § 13, Nr 3). Analoge Dberlegiingen, wie 
sie bei jener friiheren Gelegenheit angestellt wurden (§ 13, Nr 5—7) 
fflhren dann dazu, die Potenpreihe als emfachste Form ernes auf die vier 
Spezies und emen einfachen Grenziibergang beschrankten arithmetischen 


daa gleiche (etwas einfacher verlaufende) Verfahren wie un Text, zu der Boziehung 1 

I* 


,]ta Itoi-YJ-2£L-_ 
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Ausdrucks zugrunde zu legen, um moglicherweise eine in jeder Beziehung 
zweckmaBigen Definition einer Fonktion f(x) zu erzielen. Mit anderen 
Worten, man gelangt bier wieder zn dem am SchluB von § 13 skizzier- 
ten Mdray-WeierstrafiBchen Ausgangspunkte ftlr die Theorie der analy- 
tischen Fonktionen. 

Erne andere Methode, die Cauchy-Rtemannache , erzielt die zur Ge- 
winnung einer zweckmaBigen Definition ffir f(x) erforderliche Einschr&u- 
knng nicht du ch Zugrundelegung einer bestimmten anthmetischen Aus¬ 
drucks form, sonder.n davon ganzlich unabhangig durch die Forderung 
einer besonderen Eigenschaft , namlich der Existenz eines bestimmten 
DifferenUalquotienien oder, was (abgesehen von gewissen Zusatzbedin- 
gungen) auf dasselbe hinauslauffc, der Erfiillung gewisser Differentialglei- 
chungen durch den reeUen und imaginhren Teil von f(x). Es ist biei 
noch nicht der Ort, den Sinn dieser Forderungen entsprechend zu er- 
lautern: das wird erst spater in ausreichender WeiBe geschehen (s 
§ 50—54). 

Dagegen mogen die folgenden Bemerkungen zu einer vorlaufigen 
Orientierung fiber die gegenseitige Stellung dieser beiden Methoden die- 
nen. Beide ffihren zu demselben Ziele, d. h jede in dem einen Sinne 
ancUyhsche Funktion ist es auch (sc cum grano salis 1 )) in dem anderen. 
Ohne Zweifel hat sich gerade die zweite Methode filr die Forschung als 
besonders fSrderlich bewahrt Sie ftihrt wesentlich schneller in mediae 
res und verftigt in der komplexen Integration fiber em Forschungs- und 
Beweisinstrument von erstaunlicher Wirksamkeit. Diesen lhren Vorziigen 
stehen aber auch entspreohende Nachteile gegentiber. Insbesondere besitzt 
ihr Ausgangspunkt einen im hohen Grade wiUkurhchen Charakter, und 
seine Wahl wird in Wahrheit nur durch den Erfolg gerechtfertigt. Zu- 
gleich setzt er die Beherrschung erheblicher, anderen Untersuchungen zu 
entnehmender Vorkenntnisse und Hilfsmittel voraus. Ftlr emen wirklich 
systematischen Auf ban der Lehre von den Funktionen einer komplezen 
Veranderlichen dtirfte er deshalb kaum geeignet erscheinen. Wir ziehen 
daher vor, die M&ray- Weier^ra^sche Defimtionsform unserer Darstellung 
zugrnnde zu legen, werden jedoch im Laufe unserer Betrachtungen an 
die Cauchy-Eicmannsohe Methode in dem Sinne Anschlufi gewinnen, daB 
die dort zur Definition dienende Fonktionseigenschaft als ein wertvolles 
Erketmungsfseichen ftlr den anderweitig defimerten analytischen Charakter 
zum Yorschein kommt (vgl § 52, insbesondere FuBn. 1). Auch die Jcom- 


1) Die Caudhy - JRiwnanneche Definition bedarf noch einer auf Weterstrafi 
zprflckzuf&hrenden EinschrlLnkung: VgL § 58, Nr 4 am Ende nut der zugehbrigen 
Fufinote. 
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plexe Integration vrird im Rabmen dieser Darstellung an geeigneter Stelle 
Platz linden 1 ), aber erst dann, wenn die bis dahin verwendeten wesent- 
licb elementareren Hilfsmittel nicht mebr ausreichen. 


§ 16 Die (lurch eine Funktion y f (% + tj f) vermittelte Abbil- 
dung. — Die gauze llneare Funktion y — ax + b. — Ahnlichkeits- 

transformatlonen. 

1. Eb sei y — f(x) eine fflr irgcndeinen Bereioh 93 a der komplexen 
Veranderliohen x — | + rji eindeutig definierte und stetige Funktion im 
Sinne der im vorigen Paragrapben Nr. 3 gegebenen allgemeinsten De¬ 
finition, also scbliefilich nichts anderes als eine (in entBprechendem Um- 
fange eindeutige und stetige) komplexe Funktion der beiden reellen Ver- 
anderlicben | und 17 , etwa y — tp + wo: <p = g?(g, vf), ty = ^»(|, rf) 

Einem beliebig angenommenen Punkte x 0 wird dann ein bestimm- 
ter Punkt y 0 und jedem Punkte x einer gewissen Umgebung von x 0 in- 
folge der Eindeutigkeit und Stetigkeit von y => f(x) je ein Punkt aus der 
Umgebung von y 0 entsprecben. Wir wollen nun ausdrUcklich die Annabme 
macben, dafi aucb mngekehrt jedem Punkte y einer gewissen Umgebung 
von y Q ein und nur ein Punkt x aus der Umgebung von x 0 entspricht, und 
dafi die Annabme eines derartigen umkehrbar emdeutigen gegenseitigen 
Entspreobens sicb auf zwei bestimmte die Punkte x Q und y 0 umgebende 
Bereiche und SBy ausdebnen lafit. Wir sagen dann, der Bereich 33 r 
werde durch die Funktion y = f(x) in dsn Bereich 83y transformiert 
oder auf den letzteren abgebildct. Urn von einer solchen Abbildung ein 
fibersicbtliobes geometriscbes Bild berzustellen, pflegt man mit Rtick- 
siobt darau£ dafi die Bereicbe 33^ und SBy aucb ganz oder teilweise iiber- 
einander greifen konnen, ewei Zeicbenebenen, eme x- und eine y-Ebene 
zu Hilfe zu nebmen und im Ansoblufi bieran zu sagen, es wird durch die 
Funktion y => f(x) die x-Ebene (bzw. ein Teil derselben) auf die y-Ebene 
(bzw einen Teil derselben) abgebUdet 

Diese, wie bemerkt, auf beliebige d. b. insbesondere auch auf mcht- 
analytische *) Funktionen f(x) sicb beziebende Betrachtungsweise wollen 
wir jetzt auf die einfachsten (auf Grand der in § 13, am Schlusse von 
Nr. 2 getroffenen vorlSufigen FestBetzung) als analytisch zu bezeicbnen- 
den Funktionen, namlich die linearen ganzen und gebrochenen anwenden, 


1) In der zweiten Abteilung dieses Bandes 

2) Einfache Beispiele dieser Art: — tj» 


und- 


1 £ _L 3 * _ 


y 
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um daraua gewisse Anhaltspunkte znr Feststellung einer alien analyti- 
schen Funktionen znkommenden Abbildungseigenschaft zu gewmnen 
2 Filr die Beurteilung der Abbildung, welche durch die Imeare 
game Fonktion y => ax + 6 bergestellt wild, erscbeint es zweckmaflig, 
zunachst die beiden Spezialf&lle a = 1 nnd 6 = 0 in Betracht zu ziehen. 
Sei also zunachst: 

( 1 ) x = y + b, 

wo 6 =- /3 + yi, und daher, wenn wieder y => g? -f iJji gesetzt wird’ 

(la) <p = g + /3, y=*i] + y 

Der Punkt y, der irgendeinem bestimmten x = £ 4 - tji entspricht, 
entsteht somit aus dem letzteren durcb Verschiebung um die Strecke /3 
in horieontaler Richtung (nach rechts, wenn /8 > 0, nach links, wenn /J < 0) 
und (entsprechend) um die Strecke y in vertikaler Richtung. Die gleiche 
PardUel/oerschiebmg erleidet also jeder yon einem einfach geschlossenen 
Wege begrenzter z-Bereich beim tTbergange in den entsprechenden y- Be- 
reich. Die durch die Funktiou y — x + b vermittelte Abbildung ist also 
eine kongruente, die einer beliebigen rc-Figur entsprechende ?/-Figur geht 
durch bloBe ParaUelverschiebung aus der ersteren hervor 

3. Es sei jetzt: 

(2) y = ax — | a | tx 

(wo also e den Einheitsfaktor yon a bedeutet) Bildet der Halbstrahl, auf 
welchem a liegt, mit der positiyen Abszissenachse den Winkel #, der- 
jenige, auf welchem x liegt, den Winkel so bildt Oy nach § 14, Nr 4 
mit der positiyen Abszissenachse den Winkel & + erschemt daher gegen 
die Richtung von Ox um den Wmkel # (in der Richtung der wachsen- 
den Winkel) gedreht Zugleich zeigt die Strecke Oy gegentiber der Strecke 
Ox (sofern nicht gerade | a | — 1 ist) eine Proportionaldnderung (Yer- 
groJJerung oder Yerkleinerung im Verhaltnis 1 0 | : 1, also gemafl der 
Proportion Oy : Ox => Oa : 01). Beschreibt dann x lrgendeine Figur, so 
ist die yon y beschriebene Figur der ersteren ahnhch (nur im Falle 
| a | — 1 ihr kongruent). Diese J JmUchkeU ist eme gleichstimmige in dem 
Sinne, dafi insbesondere jedes #-Dreieck in ein gleichstimmig ahnliches 
y-Dreieck hbergefhhrt wird, wie ohne weiteres daraus entnommen werden 
kann, dafi das letztere lediglich durch Drehung und ProporUonalanderung 
aus dem ersteren hervorgeht. Zugleich erkennt man, dafi es auf das End- 
ergebnis keinen EinfluJB tibt, wenn man die Reihenfolge jener beiden 
Operationen vertauscht. 

4. Um den allgemeinen Fall y — ax + b auf die vorstehenden zwei 
Spezialfalle zurtickzuffthren, werde gesetzt: 

(3 a) x' =■ ax, 

(3b) y — x' + 6 (also schliefilich = ax -f- b). 
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Fafit man die geometrische Bedeutung von G 1 ^3 a) auf als Abbil- 
dung der #-Ebene auf eine vermittelnde a;'-Ebene, sodann diejemge von 
G1 (3 b) als Abbildung dieser as'-Ebene auf die y-Ebene, so liefert G1 (3 a) 
erne durch Proportionaldndenmg und Drehung hervorgebrachte dhnliche 
Abbildung, sodann Gl. (3 b) eine noch hinzutretende Pa/ralldverschiebung , 
bei weleher die (Ubrigens gleichshmmige) Ahnlichkeit erhalten bleibt 
Dabei ist zu bemerken, dafi die Reihenfolge der beiden m Betracht kom- 
menden Operationen, namlich erstens Proportionalanderung und Drehung, 
zweitens Pa/rallelverschiebung nicht ohne weiteres vertauscht werden darf 
Denn aus: 

x' = x + 6, y = ax 

wiirde folgen: 

y = ax + at (nicht: // = ax + 6 ) 

Dagegen laflt sich die Reihenfolge der beiden Operationen in der Weise 
vertauschen, dafi man setzt: 

(4) x' ■=■ x + ^, y => ax' (also schliefilich => ax + b) 

Sind x lf x i} x B lrgend drei nicht in gerader Lime liegende ic-Punkte, 
y l} y i} y B deren Abbilder in der ?/-Ebene, so hat man. 

y i — + 6 

y s = axt + 6 
y a = ax s + b 

und daher: 

/g\ Ui y» = g a 

w y% — y* — *> 

Die Eckpunkte der beiden gleichstimmig ahnlichen Dreiecke x x x t x 3 
und y x y a y B gentigen also der Bedingung (5), falls jene gleichshmmige 
Ahnlichkeit durch eme Beziehung von der Form y => ax + b hervorge- 
bracht worden ist. Wir wollen nun zeigen, dafi die Beziehung (5) ge- 
radezu die notwendige und hvnreichende Bedingung ftlr die gleichshmmige 
Ahnlichkeit zweier Dreiecke x 1 x a x 8 und y x y t y 8 ist, wenn man sich die- 
selben ganz willkiirlich in einer Ebene verzeichnet denkt 

5 Es mogen aufier drei moht in einer Linie liegenden Pu n kten 
x u x n x i noch mei Puhkte y % , y s willkiirlich angenommen werden. Dann 
lafit sich mit Hrlfe emer linearen Beziehung y — ax + b ein dritter 
Punkt y x so bestnnmen, dafi das Dreieck x t x % x 8 dem Dreieck y x y,y 3 
gleichstimmig ahnlich wird. Bestimmt man namlich zwei Konstanten a, b 
auf Grand der Bedingungen. 

y a = ax t + b 

J/s = a x a + 
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■Tift— g»y B 


also: 

(6) _ 5fc*=SJ!i 

, x t — x t 

und setzt: 

(7) y - a* + & - {(y 8 - y*)« + - s 8 y 8 }, 

so wird: 


oder auch: 


V = — 2 /a)® — (!/*— y 8 )^a} 

M/f W| 


y —ft ^ x — x B 
y» — y«"" *i — «i 


Diese lineare Bpziehung zwischen a; und y, welche kerne andere ist, 
als die Gleiclmng (7), wenn man den Konstanten a und b die Werte ( 6 ) 
gibt, liefert erne Abbildung, vermoge deren, wie in der vorigen Nummer 
bewiesen, jedem Dreieck xx t x t ein gleichstmmig ahnliches yy 2 y 8 ent- 
spricht. Nimmt man also speziell x — x 1 und bestimmt sodann y } gemafi 
der Gleichung (7a), so dafi also: 


Vi — ft __ at — x, 

y» — y« Xt — x t 

(gleichlautend mit Gl. (5)}, so erkennt man zunaohst, daB diese BedinguDg 
fflr die gl&ichstimtmge Ahnlichkeit der Dreiecke x x x 8 x\ und y,y s y # hin- 
reichend ist L ) 

DaB sie aber aucb noiwendig ist, ergibt sicb einfach daraus, daB bei 
gegebenem y„ y 8 nur em Punkt y t existiert, fQr welchen das Dreieek y t y 3 y 8 
dem gegebenen x t x s x t gleichstunmig ahnlich ist Dieser Punkt mufi also 
mit dem durch Gleichung (5) gelieferten identisch sein. 

Da hiemaoh, wenn man wieder x, y statt x 1) y x schreibt, die Glei¬ 
chung (7a) sich als notwendig und himreichend dafflr erweist, dafi naoh 
willkarlich vorgenommener gegenseitiger Zuordnung der Strecken x^x 8 
und y i y s jedem Dreieck xx t x t ein gleichst/immig ahnliches yy 8 y 8 entspricht, 
so folgt, daB die gcvnee hneare Funktion, also jede von der Form y ™= ax -(- b, 
die einzige ist, welche eine gleichstimmig dhnliche Abbildung (gleichstwi- 
mige Ahnlichkeitstransformation ) hervorbringt 


1) Man kann dieser Bedingung (5) auch die Form geben- 

ft 1 

ac, y, 1 =0 

*■ y« 1 

(d h. («iy»—aj B yi) + (®iy a — «iy B ) + (®iyi —aiyi) — o) 

Es sei daran erinnert, dafi diese niLmliclit Gleichung, wenn man die Zahlenpaare 
(®ri Vv) 8) reeU annimmt und als Punkte in der Cartesisohen Eoordi- 

natenebene deutet, die Bedingung dafflr angibt, dafi jene drei Punkte in einer 
Geraden liegen. 
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§ 17 Die reziproke Transformation 2/ c=9 ~ 

Selbstverstandlich gibt es auch eine und nur eine Funktionsgattung, 
welche eine ungleichstimmige dJmliche Abbildung erzeugt Bezeiobnet man 
namlich wieder 1 ) allgemein mit 2 die zu irgendemer Zabl a konjugierte, 
so erkennt man, dafi die Dreiecke x i x i x s und 2\x s x a zwar kongruent sind, 
aber symmetnsch zur reellen Acbse liegen (so dafi ein jedes als das Spiegel- 
bild des anderen erBcheint, und dafi daher mcbt durch blofie Yerschie- 
bung die Eckpunkte mit gleichen Indizes zur Deokung gebracht warden 
konnen Daraus folgt waiter, dafi die Funktion: 

( 8 ) y ■= ax + b 

(welche als lineare Funktion von | —rji kerne „analytische“ von x —* £ + q i 
ist) eme Abbildung liefert, welche das Spiegelbild der zur Funktiony—a#+ b 
gehorigen langs der reellen Achse darstellt und somit eine ungleichstimmig 
ahnliche ist. Auch folgt aus der Reziprozitat zwischen den Funktionen 
ax -\-b und ax + b } dafi sie die emeige dieser Art sain mufi 


§17. Die reziproke Transformation: - Eonforme Ab¬ 


bildung. — Die allgemeinste lineare Funktion ?/ ■■ (Ereis- 

verwandtschaft). 


1. Emen von der zuvor betrachteten wesentlich verschiedenen Oha- 
rakter zeigt diejenige Abbildung, welche durch die Funktion: 


m 

vermittelt wird. 
so dafi also: 

( 2 ) 

so ergibt sich: 
(3a) 


y--£ 

Bezeichnet man die Eoordmaten yon y mit <p und ip 

i i • 1 £ — ijt 

9 “ FT'n r ’ * FT? 


und infolge der zwischen x und y bestehenden Reziprozitat auch um- 
gekehrt: 

+ *1 “ ” + 

Daraus ersieht man zunachst, das | und cp gleiches , ij und ip entgegen- 
gesetztes Yorzeichen haben Es wird somit die rechte bzw. linke a:-Halb- 
ebene auf die gleichnamige y-Halbebene, dagegen die obere bzw untere 
aj-Halbebene auf die ungleichnamige y- Halbebene abgebildet, so dafi also 
den Quadranten 1 2 3 4 der a;-Ebene 

die Quadranten 4 3 2 1 der y-Ebene 

entsprechen. 


1) Vgl I,, § 110, Nr 8 (S 846). 
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Beschreibt x eine durch den NuRpunM gehende Gerade, besteht also 
eine Beziehung von der Form: r} =■ a£, so wird ^da ^ ™ —y nachGL(3a)^: 
^ = ~ atp Es beschreibt also auch y eine durch den Nullpunkt gehende 
Gerade, jedoch mit entgegengesetztem Rich tungskoeffizienten, d. h. bildet 
die #-Gerade mit der positiven Abszissenachse den Winkel in der Rich- 
tung der wachsenden Winkel, so bildet die entsprechende y-Gerade den 
namlichen Winkel in der entgegengesetzten Richtung 

Beschreibt x von dem reellen Punkte x — p > 0 ausgehend um den 
NtdlpunJct emen Kreis mit dem Radius q etwa in „positiver lt Richtung 
(d h. m der Richtung nach oben beginnend), so hat man, wegen \x\ — Q, 

durohweg: \y\ — —es beschreibt also y mit dem Radius — gleichfalls 

emen Kreis um den Nullpunkt, jedoch vom Punkte y = y ausgehend m 

entgegengeseteter Richtung, da ja der oberen rr-Halbebene die untere y-Halb- 
ebene entspricht Nimmt man speziell \x\ = 1, so wird auch \y \ — 1. 

x ~£bene y-Ebeni 



Dem XrKrexse um den Ntdlpunkt mit dem Radius 1 oder, wie man ktirzer 
zu sagen pflegt, dem Eiriheitshreise in der z-Ebene, entspricht also auch 
der Em iheitsJoreis in der y-Ebene, und zwar (wegen: |y| > 1 far |«| < 1 
und: \y | < 1 ftir |a?| > 1) dem Inneren des a-Emheitskreises das Aufiere 
des y-Einheitskreises, dem Aufieren des zr-Einheitskreises das In/nere des y- 
Einheitskreises (speziell der Stelle x = 0 die Stelle y => oo, der Stelle 
X “■ <x> die Stelle y — 0). Im ftbrigen wird das gegenseitige Entsprecheu 
der zwei Gruppen von je acht Teilgebieten, m welche die x- und die 
y-Ebene durch den Emheitskreis und die beiden Koordinatenachsen zer- 
legt wird, durch die in der Fig 13 angebrachte Numerierung ttbersicht- 
lich zur Anschaunng gebracht. 

2 Des weiteren wollen wir jetzt untersuchen, wie ein Kreis, 
dessen Mittelpunkt nicht der Nullpunkt ist, dessen Gleichung also die 
Form hat: 

(*) 


(6 - «)’ + (y — / 3 )’ - 
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x 

(wo mindestens eine der beiden Zahlen a, (i von Null verschieden ist), auf 
die y-Ebene abgebildet wird. Schreibt man Gl (4) folgendermafien: 

6 s + V* — 2 («£ + Pv) + a 2 + /3 s — Q* — 0, 

so liefert sie mit Berficksichtigung von Gl. (3 b) ftir <p, die Beziebung: 

(5) + + 

als Gleicbung ftir das Abbild des Kreises Gl. (4) in der t/-Ebene. 

Wir behandeln zunaohst den Spetnalfall, dafi a* + /3 s — p s — 0, dafi 
also der dnrch Gl. (4) dargestellte #-Kreis durch den NuUpunM geht In 
diesem Falle reduziert sioh die Gl (5) auf die folgende: 

( 6 ) 2a<p — 2 (lip — 1 , 

d h. auf die Gleichung einer Geraden mit dem Richtungskoeffizienten 

welche also mit der positiven Abszissenachse denselben Wrnkel bildet, 
wie die Mittelpunktsordinate /J mit dem Radius vom Mittelpunkt zum Null- 

punkt, und welche die qp-Achse im Punkte 0^, die Achse un 

Punkte ^0, — schneidet. 1 ) Ftir lhren Abstcmd vom Nullpunkt findet 


man: 


,-— derselbe wachst also mit unbegrenzt abnehmen- 

den q ins Unendliohe 

In dem allgemeinen FaUe ■ a s -f- /3* — p* + 0 lafit sich die in Frage 
kommende GL (5) durch Multiplikation mit dem Faktor zu- 

nachst in die folgende ttberfiihren: 

j + j__ l£l _ l _ 

a* 4- B* 

und nimmt, wenn auf beiden Seiten . . , addiert wird, die Form an: 

( _ “ \ s i /, § \* p* 

v “ « s + P s ^pV + V + «*+P*-pV " (*■+/?»-p 1 ) 1 ’ 
ktirzer gesohrieben: 

(7) (<p - a')* + (ip - py - p' *, 

1) In den besonderen F&llen (I «= 0 bzw. a = 0 reduziert sich Gl. (6) auf* 
V-fi b ™- V - 

d. h liegt der Mittelpunkt des (durch den Nullpunkt gehenden) Kreises auf der 
reellen bzw imaginkren Achse, so beschreibt y eine Vertikale bzw Honzontale im 

Abstande ^ bzw. — ^ von der entsprechenden Achse 
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wo: 

(7a) — u , + p>__ 9 i> Z 3 “ — Q' ” • 

Eb beschreibt also y gleichfalls einen Kreis, dessen Radius aaBer yon 
q nur von [a 2 + /3 s — p s | abhangt, wahrend die MUtelpunhskoordinceten 
gleichzeitig mit «*+ /3 s — p s das Vorzeichen weehseln. Da gleiohzeitig mit 

« a 4- /3* — p s 4 1 0 auoh: a' 8 + /S'* — p' s *=« a t_^pi_ 9 % + 0; 80 geht der be- 

treffende y-Kreis niemals duroh den NuUpunJct. 1 ) Dieser Fall wtirde, wie 
anf Grand des zuvor behandelten Spezialfalles aus der zwiBchen x und y 
bestehenden Eeziprozitat hervorgeht, nur dann eintreten, wenn x statfc 
des Kreises eine nicht durch den Nullpunkt gehende G&rade beschreibt. 
Zugleich erscheint der eben erwahnte Spezialfall in dem vorliegenden Zu- 
sammenbange als Grenzfall fiir a* + /3 s — p* —► 0. Der Mittelpunkt (a' ; (?) 
und der fiadius p' des y-Kreises riickt dann ins Unendliche und die beiden 
Scharen von y-Kreisen, welche fttr a* + /3 s — p* ^ 0 bei Festhaltung von 
(a, /S) und Variation von p entstehen, arten in die durch Gl. (6) dar- 
gestellte Gerade aus. 2 ) 

3 Nach dem Gesagten entsprechen bei der Abbildung durch die 
Fnnktion y «=« A Kreisen m der z-Ebene mit EinschluB des eben be- 

trachteten Qrenzfalles stets auch Kreise in der y-Ebene. Aber gerade 
jener Grenzfall macht evident, daB die Abbildung Jceineswegs eine ahnliche 
sein kann (was tlbrigens schon aus Nr. 5 des vorigen Paragraphen hervor- 
geht). Einem geradhnigen Dreieok x Q x^x 3 entspricht nSmlich danach im 
allgemeinen ein aus drei Kreisbogen gebildetes Dreieck y 0 y 1 y 1 (von dem 
eine Seite geradlimg ausfallt, wenn die Verlangerung einer Seite des x- 
Dreiecks durch den NuUpunJct geht 8 )) — damit ist die Moglicbkeit einer 
Ahnlichkeit von vornherein ausgesohlossen. Dennoch beaitzt die frag- 
liohe Abbildung eine Eigenschafb, die mit der (gleichstimmigen) Ahnlich¬ 
keit in engster Beziehung steht und die sich iiberdies als geradezu cha- 


1) let a* -|- j5* — e* 0, enth&lt also der £-Kreis den Punkt x •=■ 0 nicht im 

Innem, so mufl das dem letzteren entsprechende y-Gebiet ganz im Endlichen 
liegen, besteht also aus dem Inneren des y-Kreises (dagegen aus dem Jufieren, 
w enn a* + j5* — p* < 0) ’ 

2) Wegen: ~n= — ^ liegen die Mittelpunkt aller dieser Kreise auf dem- 

jenigen Strahle, welcher die Grenzgerade (8) rechtwinklig sohneidet. 

8) Der Fall, dafi ewet Seiten des a-Dreieckes geradltntge Bilder liefem, wdrde 
nur eintreten, wenn einer der drei Punkte « 4 , a^, a, der Nullpunkt wttre, also der 
entsprechende y-Punkt ttw Unendliche rflckt und ein y-Dxeieck im gewBhnlichen 
Sinne gar nicht existiert 
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Nr 8 § 17 . Begriff der konformen Abbiidung 

rakteristisch fttr jede „analytische“ Funktion erweisen wird (vgl § 50, 
Nr. 2 , Fufinote). 

Die notwendige nnd hinreichende Bedmgung fdr die gleiohstimmige 
Ahnlichkeit zweier Dreieoke x Q x^x 2 und y 0 y 1 y s lautet nach Nr 3 des 
vorigen Paragraphen (weim man in GL (5), 8 . 153, x if y t durch x 0 , y 0 er- 
setzt und anf beiden Seiten die reziproken Werte nimmt): 


(S) 


y»-y <> 

Vi-Vo 


lm vorliegenden Falle bat man: 


X l 




y» —y n 
Vi — y 0 


wo: 

(9 a) 

und daher: 


( 10 ) 


1c 


JL_ Jl 

x, _ 

Jl_ Jl 

x t 


x 0 — x, 
X t Bo—*! 


Xf X 0 
*1 — ® 0 


(i + m, 


/5 _ A «, * 1 — x * „ fa — ft p ) — (a, —fi 0 ) 
\*i / «» ao + (®i—«o) 7 


l*l£ 


fa — *ol + fa — aj 
fa|-fa-®ol 


Da y ™ oo ftlr x ™ 0, so kommt der Wert a; = 0 in dem vorliegenden 
Zusammenhange nicht in Betracbt. Eb Bei etwa: 

C 11 ) | as 0 1 — > 0, 

aufierdem sollen a^, x 2 von vomherein verhaltmsmafiig nahe bei x Q an- 
genommen warden, genauer gesagt: wird d > 0 nicht nur cm rich, sqn- 
dem auch im Verhdltnis zu q sehr Mein angenommen, so soli Bein: 

( 12 ) | Xq | < d, | x 2 x 0 1 < $ 


1) Eb existieren also bei dieaer Abbiidung heme drei Funkte a 0 , x,, as,, der- 
art, dafl die Bildpunkte y 01 y L , y, ein dem Dreieck x 0 x 1 x t gleichstimmig ahnliches 
Dreieck y 0 y t y, liefern — bo in der durch die Folge der Indues bestixnmten An- 
ordnung Ohne diesen Zusatz w&re die vorstehende Aussage unrichtig 

In der Tat wird z. B das Dreieck y 0 y, y, (in dieaer Anordnung) bei pasaen- 
der Wahl von « 0 , as,, aj, dem Dreieck x 0 ~x 1 x a gleichstimmig Uhnlich Man hat 
nftmlich: 

1 1 


also, wenn 
geaetzt wird: 


yi — y 0 _a?,, _ a, g 0 — 

y, — y 0 _l_ _ 1 “ as, ' x 0 — a, ’ 

x, x 0 

xl~~X 1 X t 

yi — y 0 „ ** - «> 
y«-yo 


und daher: 


&yty t y x ~ Ax,x 1 a,. 
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Alsdann folgt aus Ungl. (10), dafi: 

( 13 ) 

d. h. gleichzeitig mit d beliMg Mein wird, und der Inhalt von Gl. (9), 
verglichen mit demjenigen von GL (8), lafit Bich dahin aussprechen, dafi 
in diesem Falle die Dreieoke x^x x x a nnd y 0 y t y % ‘) , } naheeu il ahnlich werden. 
Um dieser Aussage eine scharfere Fassung zu geben, schreiben wir 
Ungl. (9) folgendermaBen: 


(14) 


Vi yo t x i «o i i ^ 

Vi — Vo '— x 0 _r 


Verkiirzen wir jetzt sukzessive die Dreieoksseiten x Q x~ XJ x Q 'xl proportional 


m der Weise, dafi 


Si — g, 

x m — x n 


konstant bleibt^, indem wir x x und ar, 


immer naher an x 0 heranriicken lessen, derart, dafi die Veibindungslinie 
x x x a Bich bestandig parallel verschiebt, bo lafit sich bei unbegrenzter Fort- 
Betzung 'dieses Verfahrens die Gl. (14) durch die folgende ersetzen: 


(15) 


ii m y±-~jb. a i 
j),->a 0 y Q x t x Q 


als Ausdiuck dafttr, dafi der Zustand dei beiden Dreiecke sich unbeg) ensi 
demjenigen der JLhnhchkeit nahert, wenn man x x> x a in der angegebenen 
Art gegen die Stelle x 0 konvergieren lafit. Dabei mufi insbesondere, wie 
aus Gl. (14) leicht gesohlossen werden kann, die Grofie des (verander- 
lichen) Sehnenunnkds y 1 y 0 y a sich unbegrenzt deijenigen deB (festenj 
Wvnkels x x x 0 x a nahern, also fflr x X} x a — ► zc 0 gegen den letzteren Icon- 
vergieren. Da andererseits gleichzeitig mit x X) x a —► x 0 auch y v y a —► y tf 
so gehen bei diesem Grenzprozefi die Sehnen y Q y x , y^y % in die Tan- 
genten der betreffenden beiden Kreisbogen lm Punkte x Q uber, und 
da der Tangentenunnkel als das Mafi des von den zugehorigen beiden 
Kreisbogen gebildeten Wmkels gilt, so besagt schliefilich Gl. (16), dafi 
der Kreisbogenwinkel *) yrffoy a , also das Abbild des geradlinigen Winkela 
x i x o x t diesem letzteren gleich ist. Infolge der zwischen x und y be- 
Btehenden Reziprozitat whi'de auch umgekehrt einem get'adknigen Witikel 
yiVoi/i (nut der Beschrankung y 0 ■+■ 0) ein ihm gleicher Kreisbogenwinkel *) 
x x x Q x a entsprechen 


1) Unter y 9 y t y t ist selbstverstindlich nicht das ala Abbild auftretende Kreit- 
bogendreteck, aondein daa zugehSnge Sehnendreieck zu veratehen 

2) bzw der aus einer Oeraden und einem Kreisbogen gebildete Winkel, wel- 
oher zum Vorachein kommt, wenn die YeilUngerung von x 0 x 1 oder x 0 x t durch 
den Nullpunkt geht 

9) Mit der analogen Modifikation wie in Fufin 2) 
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§17. Abbildung (lurch die allgemeinate lineai e Funktion. 
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Das vorstebende Ergebnis bleibt der Sache nach bestehen, wenn 
man an die Stelle des geradUnigen Winkels x t x Q x a denjenigen zweier be- 
liebiger bei x 0 mit bestnnmten Tangenten versebenen Kurvenbogen x Q x t) 
x^ treten laBt, wahrend dann die KrMogen y^yl, ylfa durob die auf 

Grand der Beziebnng y^~ sich ergebendeu, gleichfalls mit Tangenten lm 

Pnnkte y Q versebenen Kurvenbogen zu ersetzen Bind Aucb in diesem Falle 
werden zunacbst die Sehnendreiecke x 0 x^x a , y^y x y t bei hmlapglicher Ver- 
kleinerung von \ x t — x 0 \, \x t — x 0 \ „nahem“ ahnltch, und die bei x 1 —► x Qt 
x t —► x 0 als Grenzlage der Sehnenwinkel znm Yorschein kommenden Tan- 
gentenwinkel miissen dann emander gleich sein Bei der vorliegenden Abbil¬ 
dung Bcbneiden sicb rlso entsprechende, lm Scbnittpnnkte 1 ) mit Tangenten 
versebene Kurvenpaare writer gleichen Winlceln („isogonal“). Eine solcbe 
Abbildung beifit wmlceUreu, konform oder aucb (mit Riicksicbt anf die 
Grenzbetracbtung, welcbe zu dem vorstebenden Ergebnis gefQbrt bat) 
„in den Tdemsten Teiten" tihnlich?) 

4. Die beztiglioh der Abbildung vermittelstderFunktionen y^ax + b 

und y = — gefundenen Ergebnisse setzen uns in den Stand, aucb den 

Fall der allgemeinsten linearen Funktion: 

ax-\-b 
& "" a'x + 6' 

vollstandig zu beherrschen list dabei insbesondere; a' — 0, also: 

a . b 

y- F x + v , 


so kommt der bereits in § 16, Nr. 4 (S. 153) erledigte Fall der ganzen 
linearen Funktion zum Vorscbein 

Wird jetzt zunacbst angenommen, daB aufler a'+O aucb o + 0 
(wobei eine der beiden Zablen b, V aucb Null sem konnte), so findet man: 


(17) 





b 



1) Die Pnnkte x ■ 0, y 0 acheiden in diesem Zusammenhange aua 
1) Eigentboh b&tte man jede dieaer Bezeichnungen noch dutch den Zuaatz 
„gltocKstimmig“ genaner zu pr&ziaieren Denn aelbatverat&ndlich gibt es aucb un- 
gletchstimmig Iconforme Abbildungen Eine aolcbe wird im Anschlufl an den zu- 

n&chat vorliegenden Fall durcb die Beziehung y = ^ —~i und allgemein, wenn 

y M f(x) «■» <p (£ ij) -|-1. ijj (£, r}) eine gleichstimmtg Iconforme Abbildung hervOrbringt, 
durob die Funktion y = q> (|, tj) — »• ip (§, tj) erzeugt. Docb pflegt man untet Iconr 
former Abbildung aohlechthin ateta eine gleidfwtimmig Iconforme zu verstehen 

PHiidihilm VorlMunaen EL 1 ^ 
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Diese Umformung zeigt zunachst, daB ah' — a'b + 0 sein muB, wenn y 

sich nicht auf die Eonstante reduzieren aolL Zugleich erkennt man, 

a 

daB das Endresnltat von G1 (17) auoh nooh far a =» 0 gBltig bleibt, da 
es in diesem Falle in das folgende siohtlieh zutreffende tlbergeht: 


*"7 


* + 


Setzt man sodann: 
(18) x 






aV — a'b 


X +?> 


so bestebt zwischen y und x die durch. GH. (18) geforderte Beziehung. 

Die fragliche Abbildnng setzt sicb also zusammen aus: Parallelver- 
schiebung, reziproker Transformation xmd jLbnlichkeitstransformation (be- 
stehend aus Drehung mit Proportionalandemng und nochmaliger Parallel- 
verschiebung) Sie ist also eine konforme und wird insbesondere, da hier- 
bei Kreisen in der z-Ebene Btets Kreise in der y-Ebene entsprechen (mit 
dem am Anfang von Nr. 3 gemachten Vorbehalt), als allgemeine Ereis- 
v&rwandtschaft bezeicbnet (von der die Ahnlichkeitstransformation, so- 
wie die in Nr. 2 behandelte Beziehung y — ^ nur besondere Falle dar- 


stellen). 

Da 


(19) 


aus y — 


ax + 6 
a' x ■+- b 


folgt: 


x — 


— b'y + b 
a'y — a ’ 


so erscheint x auch als eindeutige, n&mlich lmeare Funktion von y, die 
vorliegende Abbildung ist also eine umkehrbar eindeutige, d. h. es ent- 
sprioht nicht nur jedem Punkte x ein emeiger Punkt y, sondem auch 
jedem Punkte y ein einziger Punkt x. 

5 Zur Bestimmung der linearen Funktion y = stehen vier 

Eonstanten (die nur der Bedingung aV — a'b ^ 0 zu gentlgen haben) zur 
Verfflgung. Da es aber freisteht, Zahler und Nenner durch eine dieser Eon- 
stanten zu dmdieren, z.B. (unter vorlaufiger Ausscheidung des Falles a'— 0, 
in welchem die Funktion Bich auf eine game lineare reduziert) durch d , so 
hangt y aufier von x sohlieBlich nur von den Werten der drei Eonstanten 

7T’ 7 ^ er man 80 yer ^S en daB die fragliche Abbil¬ 

dung drei willktlrlichen (unter sich widerspruchsfreien) Bedingungen ge- 
ntigt. Man kann z. B. verlangen, dafi drei willkBrlich angenommenen 
Punkten x Q , x v z, drei gleichfallB willkBrlich angenommene Punkte y 0 , y v y % 
(in der durch die Folge der Indizes fixierten Anordnung) entsprechen, 
mit der Einschrankung, daB das Dreieck y 0 y x y t dem Dreieck x 0 x t x t nicht 
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§17 Abbildung doroh die allgemeinste linear© Funktion. 
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gleicbstimmig ahnlich sein darf. 1 ) Wird lm flbrigen zunachst angenom- 
men, dafl die fraglichen sechs Punkte s&intlich im Endlichen liegen und 

& fe If 

setzt man zur Abkflrzung ■, =■ A, =» B, = B', so hat man zur Her- 

8tellung der fraglichen Funktiop y — ■ --die drei Bedingungen: 


( 20 ) 


AXy+_B 
x v + B ' “ 


anders geschrieben: 

(20a) x v A-y v B' + B 


O’-0,1,2), 

- o, 1, 2) 


zu erfElllen, welche in der Tat znr eindeutigen Bestunmung der Konstanten 
A, B, B" genau ausreichen. 8 ) 

Kommt unter den Pnnkten x v oder (bzw. und) y v die Stelle oo vor, 
so hat man bei der erforderlichen Abandoning der Bedingungsgleiohungen 
(20) nur zu berticksichtigen, dafi nach der frliher gegebenen Definition 

(s. § 15, Nr 3, S. 143) f( oo) ■= (^(^")) a , zu Be ^ zen 1S ^ ‘ an ^ /*(#) “ 00 

die Bedeutung von ^ — 0 hat Hiernach tritt also an die Stelle der' 
Bedmgnngsgleichung (20) 

| im Falle x v — oo die folgende: =o ™ y v} d. h A°~y v , 

| im Falle y v = ao „ „ ^p^-O, d. h. B - x y . 


Die Annahme, daB fQr irgendein v gleicheevtig: x y — oo, y v — oo, 
kommt hier mcht in Betraoht (s die erste der vorstehenden G-leichungen), 
sie entspncht dem zuror ansgeschlossenen Falle a — 0, in welohem y 
sich auf eme ganze lmeare Funktion reduziert, die dann in der Tat ftlr 
x — oo anch y ™ oo liefert. 8 ) Bei jeder anderen, eine der beiden Stellen 


1) VgL Nr 8, Fufln 1), S. 169: die daaelbst am Anfang gemachte Anas age 
bleibt bier gflltig, da die Wirkung der m der vorliegenden Transformation ent- 
haltenen reziproken Transformation durch das Hinzntreten von Ahnlichkeitstrana- 
formationen keme wesenthohe Andernng erleidet 

2) Eine Ansnahme wdrde nur eintreten, wenn: 


Vi 1 
x t y, 1 


= 0 , 


was aber ansgescblossen ist, da diese Beziehung die gleiobstimmige Xhnlich- 
keit der Dreieoke x n x x x\ nnd y 0 y t y t nach sich zieben wdrde (vgl. 8. 164, Fufln. 1). 

8) Es steht dawn nnr nocb ficei zwe\ Pnnkten x 0 , x 1 zwei Punkte j/ 0 , y l will- 
kdrlicb znznordnen. Da die Funktion jetzt die Form hat. y «= Ax -f- B, sO findet 
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x v = oQj y v *** oo oder auch beide enthaltenden Zuordnung erweisen sich 
die nach Erfordemis gemafl der Vorschrift (21) abzuandemden drei Be- 
dinguagsgleioliuiigen (20) ohne jede Einschrankung gerade ale anareichend 
zur eindeutigen Bestimmung der Konstanten A, B, B. Als einfaches Bei- 
spiel wollen wir diese Bestimmung ftir den Fall durchftlhren, daB: 
y — 0 ftir x = x 0 , 


y aa OQ „ X~X 1} 


y = C + 0 „ z = oc . 

Die erste dieser Bedingungsgleichungen liefert zunachst: 


Ax 0 + B 
x 0 +If 


0, 


also 


B 

A 


— x n 


Aus der zweiten und dritten folgt mit Bertlcksichtigung der beiden Er- 
gebnisse (21): 

& = — x i} A = c, 


so dafi sicb schliefilich ergibt: 

( 22 ) y — c 


x — g 0 
x — x l t 


eine lineare Funktion, welche in der Tat den vorgeschriebenen Bedin- 
gungen gentigt. Da aus Gil. (22) folgt: 

|y!=-|c|, wenn: \x — a: 0 | =» \x — |, 

so beschreibt y einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius |c|, wenn 
x den geometrischen Ort derjenigen Punkte durchlauft, welche von den 
beiden Punkten x 0) x 1 gleichen AJbstcvnd haben, also diejenige nnbegi'enzte 
Gerade, welche die Yerbindungslinie x 0 x ± in deren Mittelpunkte reoht- 
winklig schneidet. Durch die fragliche Funktion werden also die beiden 
durch jene unbegrenzte Gerade begrenzten Halbebenen auf das Innere 
und iuBere des Erases |y| — jc| abgebildet, und zwar, da y — 0 ftir 
x ■" diejenige Halbebene, welche den Punkt x Q enthalt, auf das Innere 
des Ereises. 

Setzt man c = |c| e, wo e einen beliebigen Einheitsfaktor bedeutet, 
so erkennt man, daB man durch geeignete Wahl von e noch erzielen 
kann, dafi einem beliebig vorgeschriebenen Punkt der begrenzenden x- 
Geraden ein gleichfalls beliebig vorzuschreibender Punkt des Ereises 
| y | — | c | entspricht. 


man aus den beiddn Bedingangsgleichnngen: 

Ax o + B =■ y 0 

Ax i + ® ™ 

ohne jede weitere Einschr&nlnmg 

A — ^ y* 1 ( — Wo-W i 

X t —X 0 ' ®i —® 0 
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§17. Abbildtmg einer Halbebene auf einen Kreis 
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also: 

(23) 


Setzt man speziell- 


-1 


x — 1 


1, 


AJ+ 1 » 


so erschemt alfl diejenige Gerade, welcbe die Strecke x Q x 1 im Mittelpunkte 
rechtwinklicli scbneidet, die imagindre Achse, und es wird somit (wegen: 
y «■ 0 fdr z 1) die rechte x-Halbebene auf das Iwnere , also die Unite auf 
das Aufierc des y-Emheitshreises abgebildet 
Da andererseits aus G1 (23) folgt: 


v24) 

so wird der Kreis I x 


x — 


y + i 

y — V 


1 auf die imagindre y-Achse abgebildet, uod zwar 



das Innere des x-EinheUskreises auf die Unite y-Halbebene (wegen: x =■ 0 
fdr y — — 1) 

Wird wieder gesetzt: £ — £ + ’ 1*, y = <p + iff*, bo bat man zunachst: 

/or\ Jlyl^ 1 ^ r: M <1 fdr: gp<0 f 

(2B) il» 


l»l>i 


6<o, |«|>i 


<P>0, 


aufierdem nach G1 (23): 

qp + H — 

und daher: 


6—l + iji 


« + !)• +il* ’ 


(26) 


wenn- tj>0, 

v « + i) 1 + ii 1 l<0, M n<0. 


Es entsprioht also die obere y-Halbebene der dberen £-Halbebene, die 
untere der unterm. Durob Kombination der in (25) und (26) entbaltenen 
Angaben ergibt sieh, dafi die 8 Teilgebiete, in welcbe jede der beiden 
Ebenen durob die Koordinatenacbsen und den Einbeitskreis zerlegt wird, 
sicb in der Weise gegenseitig entsprecben, wie durcb die Numerierung 
in Fig. 14 angezeigt wird. 
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§ 18. Die Funktion y = cc* und deren Umkehrung. 


1. Die lineare Funktion besitzt, wie im vongen Paragraphen ge- 
zeigt wurde, die Eigen schaft, eine umkehrbar eindeutige Abbildung her- 
▼orzubringen (vgL a a. Nr 4, GL (19)). Sie ist tibrigens, wie hier nicht 
bewiesen, nur erwahnt werden soil, die einzige ^analytische^ Funktion, 
weloher diese Eigensohaft zukommt, anders ausgesprochen, welche eine 
in der ganzen Ebene eindeutige Umkehrung besitzt Um an dieser Stelle 
wenigstens ein Beispiel des entgegengesetzten (also „allgememen“) Typus 
zu diskutieren, -wollen wir als einfachstes dieser Art die durch die Funktion. 
( 1 ) y - x* 


vermittelte Abbildung etwas naher betrachten. 

Mit Beibebaltung der bisherigen Bezeicbnungen ergibt sich aus 
Gl. (1) durch Trennung des Reellen und Imaginaren* 

21-12 


( 2 ) 




Durchlauft x vom Nullpunkte ausgebend die positive Halfte der reellen 
Achse, also die Punkte I; ^ 0, 17 =— 0, so wird auoh q> ^ 0, ip = 0, d. h. 
auoh y durchlauft die positive Halfte der reellen Achse. Das letztere findet 
aber offenbar ganz ebenso fiir £ ^ 0 , rj =» 0 statt, es entspricht also der 
ganeen reellen 0 -Achse doppelt eahlend die positiv-reeUe y-Halba.chae. 

Es besohreibe jetzt x eine ParaUde zur reellen Achse, etwa im Ab- 
stande /3 und in der oberen Halbebene, so dafl man also zu setzen hat: 

7} — |8 > 0 , x — g + pi (— <x> <^ £ <^ + oo) 


und die Gleichungen (2) die Werte: 

«n 19-S'-/i* 

(8) W-2« 


fflr die Koordinaten des y-Bildes jener #-Geraden liefern Um die Glei- 
chung der fraglichen Bildkurve zu gewinnen, hat man lediglich £ aus 
den beiden obigen Gleichungen zu eliminieren, indem man aus der zweiten 
den Wert £ — ^ in die erste einfQhrt Man findet: 


(4) 4/3*<p + 4/S 4 , 

also die Gleiohung einer Pardbd, welche die reeUe Achse zur Symmetric- 
achse, den Punkt (— /3 s , 0) zum Scheitd hat (wegen: ^ — 0 far qp — — / 3 a ) 
und ihre Offnung nach rechts erstreokt (wegen: > 0 far g> > — / 3 *) 

Da sie den Pa/rameter 2/3* besitzt und andererseits die Entfernung des 
Brennpunktes vom Scheitd (— /3 s , 0) bekanntlioh gleioh dem halben Para¬ 
meter,. also — /3 s ist, so folgt, dafi der Brennpunkt im NuUpunkt liegt. Da 



Nr 2. § 18. Abbildung durch die Fimktion y = 107 

— 2/Sjj (naoh der zweiten GL (3)), also $ dasselbe Vorzeiohen hat, wie 
I, so entspricht der obere Parabelast der reckten Halffce der Geraden 
% — £ + fii f der uniere der linken H&lfte. 

Legt man fi alle moglichen positiven Werte bei, so entspricht der 
kontinuierlichen, die obere x-Halbehene bedeckenden Parallelenschar eine 
kontinuierliohe*) Schar honfokaler Parabebi (namlich mit dem gemein- 
samen Brennpunkt y — 0), welche die ganee y- Ebene bedeckt und ftlr 
0 —* 0 in die doppdt zahlende positiv reelle y-Hcdbachse ausartet Es wird 
also Bchon die halbe rc-Ebene einschliefilich der begrenzenden reellen 
Achse anf die ganee y-Ebene abgebildet, and zwar, abgesehen you den 
Pnnkten der reellen x -Achse (aufier x —■ 0), umkehrbar eindeutig : in dem 
letztgenannten Falle entspricht ewei Punkten: x — £ > 0 und x <— — £ 
ein eimiger Punkt y — £ 8 . 

Ersetzt man fi durch — fi f lafit man also x eine Parcillde zur reellen 
Achse im Abstande fi und in der unteren Halbebene beschreiben, so bleibt 
die lediglich von fi 1 abhangende Gleichung (4) ungeandert, es erscheint 
also als Abbild dieser ParaUelen wieder diesdbe Parabd, wie in dem zu- 
vor betrachteten Falle, mit dem einzigen Unterschiede, daB jetzt wegen 
$ ■■ — 2/3£ (s. GL (3)) die rechte Halfte der Geraden x -» § — fit den 
unteren, die linke den oberen Parabelast erzeugt (entsprechend dem Um- 
stande, daB zwei Punkte x und — x, welche dasselbe y erzeugen, in bezug 
auf den Nullpunkt sich diagonal gegenhberliegen). Bei veranderliohem 
fi^> 0 erzeugt dann wieder die unendliche Schar der die untere x-Salb-, 
ebene bedeckenden Parallden die bereits zuvor gewonnene, die ganee 
y-Ebene bedeckende Schar Tconfokcder Pardbdn, welche ftlr fi —>■ 0 in die 
doppdt etihlende positiv reelle y-2ZaZ2>achse ausartet. 

Die Zusammenfassung dieser beiden Ergebnisse zeigt (wie flbngens 
sehr viel einfacher erkannt werden kann: vgl. Nr 4 am Anfang), daB durch 
Abbildung der z-Ebene vermittelst der Funktion y=*x 3 die gesamtey-Ebene 
genau eweimal erzeugt wird mit Ausnahme des Punktes x — 0 , welchem 
ja nur der eine Punkt y — 0 entspricht (ttbngens auoh der „Stelle rt x -» oo, 
welche ja ebenfalls nur die eine Stelle y — oo erzeugt) 

2. Es beschreibe jetzt x eine Parallde zur imaginaren Achse, etwa 
redds davon und im Abstande a, so daB also: 

£ — a > 0 , a — a + yi (— oo ^ 17 ^ + oo). 

Die Bestimmungsgleiohungen ftlr die Koordinaten der entsprechenden 
y-Kurve nehmen dann die Form an: 

(B) f V-*'-? 

K * l ^ — 2afj 

1) „Kontinuierlich“, da ja y — x* eine stetige Funktion von x 
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nnd liefern durch Elimination yon rj die Beziehung: 

(6) iff* — — 4ct*(p + 4 a 4 

als Gleichung der Bildkurve, also (yrie die Vergleichung mit GL (4) ohne 
weiteree erkennen lafit) einer Parabel mit dem Scheitel (a 9 , 0), der reeUen 
Achse ale Symmdrieachse, dem Brennpunkte (0, 0) und nach links ge- 
riohteter Offnung. Der unendlichen, filr alle moglichen a>0 resultieren- 
den Sohar yon Vertikalen entsprioht also wiederum erne Scbar yon (unter 
siob nnd mit den zuyor betraobteten) konfokalen Parabeln, die aber fiir 
a —► 0 in die doppett zablende negatw reelie y-Halbaoh.Be (als Abbild der 
magindren ic-Achse) auaartet. Es wird also auf diese Weise die rechte 
x-Halbehene auf die game t/-Ebene abgebildet Das gleicbe geschiebt mit 
der linken Halbebene, wenn man a durcb — a ersetzt. 

3. Wir zeigen jetzt, dafi aucb die durcb die Funktion y — a? ver- 
mittelte Abbildung eine konforme ist Allerdings ateht bereits soviel feat, 
dafi dies beztlglicb des Punktes x — 0 nicht zutrifft. Denn den beiden an der 
9telle x — 0 unter einem Wink el yon 180° zusammentreffenden Hfilften 
der reellen Achse entspriobt in der y-Ebene die doppett zablende positiy 
reelie Hcdb&ohse, d. b. zwei eusammenfattende, also im Nullpunkt keinen 
sicbtbaren Winkel, in Wabrbeit einen solcben yon 360 Grad 1 ) bildende 
Strecken. Der Punkt x — 0 erweist sicb aber als der einzige (im End- 
licben gelegene) Ausnahmepunkt. Werden wieder mit y 0> y Xf y % diejenigen 
Punkte bezeichnet, welobe auf Grund der Beziehung y — x* drei willkflr- 
liob angenommenen Punkten x 0f x lf x a entsprechen, so findet man: 

/i7\ y« — Vo __ gp* ^ a t x o ' ~h _ a t x a (l g i\ , 

' ' Vi — y° «!*— «,* «i — «0 ' «i + ®o x t — ®o V — X x + mj 

lst< sodann: 


femer d > 0 niobt nur an sich, sondern aucb im Verhctttnis 
Idem und werden x 1 , z, so nahe bei x 0 angenommen, dafi: 

\x x ^ 0 |-< d, \x 3 

so ergibt sicb: 

( 8 ) 


eu q 


—a, 


(«** — « 0 ) — (®i — *o) 

«l + «0 


a*o + («i-«o) 


a 8 


2 9 —s> 


d. b. gleiohzeitig mit 9 beliebig Idem. Die fragliche Abbildung ist also, 
wie bebauptet, fflr jedes fendliche, yon Null yerschiedene x eme konforme. 

Die Anwendung dieses Ergebnisses auf das yorhergehende, wonaob 
den beiden Soharen sicb recktwinlcUg sobneidender Horizontalen und 
Vertikalen zwei Scharen konfokaler Parabeln mit derselben Symmetrie- 
acbse entsprechen, liefert einen flberaus einfacben Beweis des Satzes, dafi 


it Vorl. Nr 4 dieses Paraarauben. 



Nr 4 


§ 18 Die Umkehrtmg der Funktion y = x* 
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zwei solche Parabelscharen sich reehtwinTdig Schneider (anders ausgc- 
sprochen, dafi jede der beiden Soharen die orfhogonalen Trajektorien der 
anderen liefert). 

4. Da je zwei Zahlen x und — x denselben Wert y = a? erzeagen 
nnd da andererseits, wie die vorhergehenden Betrachtungen gezeigt haben, 
schon die ganze y-Ebene erzeugt wird, wenn man x auf eme Haibehene 
z B die rechte oder lirike beschrankt, also auch umgekehrt zu jedem end- 
lichen y zwei zngehdrige x vorhanden smd (abgesehen yon y 0, dem 
lediglich x = 0 zngeordnet ist), so ist die „Umkehrung“ der Funktion 
y — x 3 } d. h. x als Funktion von y eme zweiwertige Funktion, die mit 
x — Yy bezeichnet wird. tTbrigens lassen sich, wie in I 8 , § 70, Nr. 4 ge¬ 
zeigt wurde, die beiden Werte von x = Yy = ]/<p ifti mit Hilfe post- 
tiver Quadratwurzeln aus posittv reellen Zahlen explizite darstellen, nam- 
lich (8 a a. 0. S. 539, G1 (13)) unter der Yoraussetzung it + 0: 

(9) x-± (]/y (VV ++ 9) + jj] ■ + - v) ■ •) ^ 

Dabei stellt offenbar der Faktor t-tt die Einheit mit dem Vorzeichen von 

. I’M 

if vor. Die Forxnel (9) umfafit auch nooh den zunachst ausgeschlossenen 
Fall it —■ 0, wenn man dem Symbol j-jjj-j flir ift => 0 die Bedeutnng von 1 
beilegt. Alsdann wird namlich: 

*- ±Vi>> wenn: tp > 0 , 
x =» ± i Y~ W) wenn: tp < 0 . 

Man pflegt den aus der Formel (9) bei Wahl des PZuszeichens hervor- 
gehenden Wert (also denjenigen mit posiliv reellem Toil bzw., wenn der 
reelle Teil NuU ist, den positiv imaginaren) als den Hauptwcrt von x Yy 
zu bezeichnen. Geben wir diesem Werte von x zur Unterscheidung das 
Zeichen x, dem anderen das Zeiohen x", so hat man also: 

(10) *, 

und es gehoren also zu jedem y — tp + ifti diese beiden verschiedenen 
Werte von x , die nur fttr y — 0, also wenn glewhzeitig <p ==> 0 und ift — 0, 
in den einen x =- x" 0 zusammenfallen. 

Diese beiden durohaus eindeutigen Fnnktionen of, x" der beiden 
reellen Veranderlichen tp und ift laufen vSllig unverbunden nebeneinander 

1) A li ft Quadratwurzeln ala posttiv zn veratehen! (Genau genommen mflBten 
sie durchweg in die tlbliohen Abaolutwertstriche eingeachloBBen werden, wai 
lediglich znr Vereinfachnng der Schreibweise tmterblieben ist, da die obige Be- 
merknng gendgt, nm jedea MiUveratAndnia auazuachlieBen) 


(9a) 
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•her and, wenn sie auch in dem einen Punkte gp — 0, if) => 0 zusammen- 
treffen, so gehen sie auf Grand der Definition sgleiohungen (10) sofort 
wieder ausemander, wenn mmdestens eine der beiden Veranderlichen <p 
und if; den Wert 0 verlaflt 

Dabei verlaufen die ale B estandtede von x } x" auftretenden Quadrat- 
wurzeln: V\(y<p* + <p), durcbaus stetig. 1 ) Dennoch wird (wegen 

— +1 dagegen ~ — — 1 ftir iff < 0) der imagtntire Teil 

ffir gp < 0, ip — 0, also langs der negativ redlen y-Achse unstetig, indem 
z B. derjenige von x' ftir cp < 0, iff — 0 den Wert ]/|<p| ■ % erreicht*), wah- 
rend er ffir numerisch hinlanglich kleine iff <0 dem Werte (— |/[<p]t) bt- 
liebig ndhe kommt. 

Diese lediglich von dem willkiirlichen Anseinanderreifien der beiden 
mit a/, x" bezeichne^en „Ztceige* der Funktion x = Yy herrtthrende Un- 
stetigkeit verschwindet vollstandig, wenn man sioh durch Zurflckgreifen 
auf die Gleichung y — x* von dem zwischen jenen beiden Zweigen tat- 
. sacblioh bestebenden Zusammenhange Rechenschaft gibt. ^afit man etwa, 
nach Annahme einer Zabl r > 0, vom Punkte x — + }/r ausgehend, 
x einen im Punkte x — — j/r endigenden Halbkreis um den Nullpunkt 
in der Richtung der wachsenden Winkel, also in der oberen Halbebene 
beschreiben, so wird y = x* f wegen \y\ “* r sicb auf einer Kreisbahn um 
den Nullpunkt bewegen, die im Punkte y-r begiunt und ebendaselbst 
wieder endigt. Dabei duyhlauft y diesen Kreis genau emmal, und zwkr 
gleichfalls in der Richtung der wachsenden Winkel. Denn, wie aus deih 
m § 14, Nr. 4 (8. 139) fiber die geometrisohe Darstellung der Multipli- 
kation komplexer Zahlen gesagten hervorgeht, muB y — a? den Winkel 2# 
beschreiben, wenn x den Winkel d 1 beschreibt. Hiernacb wird also der 


1) Um die Stetigkeit emer eolohen Quadratwurzel zu erkennen, genflgt ea 
offenbttr diejenige von j/p fflr ^ 0 featzuatellen. Dafi fllr p — 0 Stetigkeit /«o nach 
rechta) beeteht, 1st unmittelbor eraiohtlich, denn, um V~Q<* zn maohen; brauoht 
man ja mu p<a' anznnehmen Iat anderereeita e>? 0 >0, bo kann turti h^>0 
yon vomherein bo annehmen, dafi anob nocb p —h ]> p 0 Aladann hat man: 


also: 


Vvdih ~ V? “ 


V9±h + Vf' 


a VVo 

d h. gleiohzeitig mit h bdiebtg Mem. 

2) Per reeUe Teil von ®' iat fibrigena gleichzeitig ™ 0, bo dab geradezn: 
x ' ™ V\ V I * wird (in ffbereinattminnng mit der ohne weiterea efraichtliohen Tat- 
aaobe, dafi fflr negattv reelle Werte von y die Qnadratwunel aus y ran imagindr 
auaf&llt) 
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§ 18. Die Umkehrung der Funktioii y ™ a* 
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von x beschnebene Hcdbkreis mit dem Radius "j/r auf den gangen von y 
mit dem Radius r beschriebenen Kreis abgebildet. Sieht man jetzt um- 
gekehrt diesen letzteren ala den primaren an, macht also y zur t mab- 
hangigen Veranderlichen und ordnet dem An/awys werte y = r als Anfangs- 
wert den Wert x =» + zu, so hat x f wenn y naoh Umlaufung des 
ganzen Kreises |y| — r wieder in semen Anfangswert zuruckgekehrt ist, 
statt dessen den Wert x = —"j/r angenommen, ist also von einem Werte, 
der dem zuvor mit xf bezeichneten Zweige angehort, zu dem entsprechen- 
den (d. h. zur namliohen Stelle y ■«- r gehOrigen) des Zweiges x" fiber- 
gegangen. Dieser t)bergang von einem Zweige zum andern vollzieht sich 
vollkommen stetig gerade da, wo nach dem zuvor gesagten der Zweig x' 
eine UnstetigTceit erleiden wtlrde, namlich, sobald y die negativ reelle Aehse, 
also den Wert (— r) erreicht bzw. ilberschreitet. In der Tat wird ja ffir 
y — — r zunachst x — J/r i und tritt, sobald y seine Kreisbahn weiter 
verfolgt, in den eweiten Quadranten ein, bekommt also einen negativen 
redlen Teil und geht somit in den Zweig xf' fiber. 

Der Hauptpunkt des vorstehenden Ergebmssea, dafi namlich x als 
Funktion yon y mcht in den Anfangswert -j-J/r zurfiokkehrt, sondern m 
den anderen (einzig noch moglichen) Wert (— j/r) fibergegangen ist, wenn 
y semen Anfangswert r wieder erreioht hat, bleibt offenbar bestehen, 
wenn man den Radiusvektor Oy nicht als Tconstant, sondern als verdnder- 
lich annimmt, und zwar in der Weise, dafi er gleiehzeitig mit dem stetig 
wachsenden Wmkel fi 1 , den er mit der positiv reellen y-Achse bildet, sich 
irgendwie stettg andert, mit der einzigen Beschranknng, ffir — 360° 
wieder denselben Wert r anzunehmen, wie ffir -fr — 0° Da der ent- 
sprechende Radius vektor Ox dann allemal mit der reellen x- Aehse nur 

den Winkel y bildet, so erscheint gerade so wie zuvor (— |/r) als End- 

wert von x. Es hat keine Schwierigkeit, dieses Ergebnis auf den Fall 
auszudehnen, dafi man die Annahme bestandigen Waohsens des Winkels & 
fallen lafit, auch kann als Anfangs- und Endwert von y statt des positiv 
reellen Wertes y — r ein ganz beliebiger: y — y 0 + 0, als Anfangswert 
von x em beliebiger der beiden zugehfingen Werte von |/y 0 gewahlt 
werden Besohreibt also y von lrgeudeiner Stelle y 0 ausgehend und dahin 
wieder zurfiokkehrend erne ttetiige einfach geschlossene Kurve um den Ntdl- 
punkt und legt man x zunfichst einen beliebig gewahlten der beiden mog¬ 
lichen Werte von bei, so ist x nach Vollendung des genannten 
y-WegeB stetig in den anderen Wert von fibergegangen. 

Das vorstehende Beispiel (das einfachste seiner Art) dfirfte vorlaufig 
genfigen, um erkennen zu lassen, dafi durch die Ausdehnung des Be- 
reiches der unabhangigen Ver&nderlichen (im vorliegenden Falle alsoy) auf 
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das komplexe Zahlengebiet ein ganz neues Licht auf die Natur der mehr- 
deutigen Fnnktionen geworfen wird: durch Aufzeigung ernes inneren ge- 
setzmaBigen Zusammenhanges zwiachen den verschiedenen Werten bzw. 
„Zweigen“ einer solchen Funktion, welcher bei Beachrankung anf reeUe 
Werte der nnabhangigen Veranderlichen ganzlich verborgen bleibfc, 
werden diese erst zn einem emheUhchen analytischen Gebilde vereinigt. 


Kapitel III. 

Rationale Fnnktionen einer komplexen Veranderlichen. 

§ 19. Algebralsche Definition der Derivierten einer ganzen 
(ratihnalen) Funktion g(oc). — Die Taylorsche Formel ffir gauze 
Fnnktionen. — Die erste Deriyierte eines Prodnkts yon ganzen 
Fnnktionen. — Die Deriyierten als Differential quotient on. 

1. Urn weitere Anhaltspnnkte ffir den Aufbau einer Tbeoiie der 
analytisohen Fnnktionen zn gewinnen, beschaftigen wir nns jetzt mit 
deren grundlegendem Vorbilde (vgL § 13, Nr. 2, S. 123), den rationalen 
Funktionen, insbesondere nut denjenigen ihrer Eigenschaften, welche mit 
der Einfiihmng einer komplexen Yeranderlichen zusammenhangen. 

Wir betrachten zunachst game rationale oder, wie wir weiterhin zu- 
meist kQrzer sagen werden, game Funktionen einer komplexen Yerander¬ 
lichen x, also Ansdrfloke yon der Form: 

(1) g(x) ■* + a n _ x x n ~* + • • • + a 1 x -1- a 0 , 

wo n eine naturliche, a 0 , a^, . , a n bdtebige komplexe Zahlen (einschlieB- 

lich der Null) bedeuten. 1st a n 0, so heifit n der Grad der ganzen 
Funktion mit den Koeffmenten a 0J a lf . a n . Man erkennt auf Gerund 
der elementaren Rechnungsregeln ohne weiteres, dafi Snmmen und Pro- 
dukte beliehig vieler ganger Funktionen stets wieder game Funktionen 
liefern. 

Ans den aUgemeinen, die Stetigkeit einer Fnnktion der komplexen 
Ver&nderlichen x betreffenden Satzen hat sich bereits die Stetigkeit der 
Funktion g(x) ffir jede im Endlichen gelegene Stelle ergeben 1 ) und daraus 
folgt weiter die gl&chm&flige Stetigkeit ffir jeden abgeschlossenen end- 
bohen BereichJ*) Um aber die Yeranderung yon g {x') beim tTbergange von 

1) Vgl § 16, Nr 6, S 146, Fufin. 2 

9) A a. 0 S 147. 
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x in x + h genauer abschatzen zu konnen, wollen wir den Auadrnok: 

g(x+h) —o„ (x+h) n +a „_ t {x + h )*- 1 ^-|- a y (x+h) v +- •+a 1 (x+h) +a 0 

in der Weise umformen, daB wir jedes Glied nach dem binomischen Satze 
entwickeln nnd sodann alles nach steigenden Potenzen von h ordnen. 
Man findet znnachst, wenn man die aus der Entwicklnng von (x -f- &)", 

(x + A)* -1 , . .., (x + h) v , ... hervorgehenden Gliedes als l to , 2*% ..., 

(n — v + l) to , • Kolonne anordnet: 

( 2 ) g(x+h)— a n x? + H- 1 " fl,*’ + • 

4- + 

+(n) 1 a fI & ,, - 1 7i + (» — H-h ( y\a v x v - x h+ 

+ • • • • • ... 

+ (»-1 la^x"-*- 1 !? + • • • + ( v\a v • h* 

+ • • • • .... 

+ W * n_1 + (w - 1 )b_i a n _, • h*- 1 

+ (»)•«• * n - 

Bringt man den Koeffizienfcen von h v , namlich: 

{n\a n a^- v + (» - lXo B _ 1 af , - , '- 1 + ■ ■ + (v\a v 
auf die Form: 

jjj-{n(» — l)••■(»—v+l)a„af-* + (n— l)(n- 2 )-- (n — v)a ar4 af-*- l + •• 

+ v(v — 1) • ■ ■ 1 • a v } 

nnd setzt: 


(3) ^ 9) (x) — n(n — 1) •••(» — v + 1 )#*«"“* 

+ (n—l)(»—2) ■••(» —v)a fl _ 1 ® ,, - v - 1 + • +v(v — 1)-- 1 a, 

(v — 1, 2, ..w), also insbesondere 


i 


(3a) 


/ (x) — wa*®*" 1 + (n — l)a^_ 1 a^ , + • + 3 • a t x i + 2 • o^a; +1 • 
/(a;)-n(M-l)o fl ir*“ , + (»-l)(w-2)a„_ 1 :r"-*+ ■ ■ • + 3 2a # a: 

+ 2 • 1 • a, 


x ) — »(n — 1) • ■ • 2 ■ a„a; + (n - 1) (» — 2) • • 1 • a n _ t 
' pW(a?) = n(n—!)• -2*1 •«„ —wla n (also konstant), 


bo geht die Entwicklnng (2), wenn man sie nach Zeilen summiert, in die 
folgende (die „Taylorsche Formel“ ftlr eine ganze Fnnktion) fiber: 


0 '(«) 


(4) g{x + K)-g(x) + 9 ^ 


\ + C&. 

“ 2 ! 


*■ + - + 


’(®) 
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oder, ktirzer gesohrieben: 

n n 


(4a) 9 (x + h)=g(x) + £ 

1 0 


(falls man im letzten Ausdruck g^(x) die Bedeutung yon g(x) nnd dem 
Symbol 01 diejewge von 1 beilegt). 

Setzt man in GL (1) und (3) speziell x — 0, so folgt: 


( 5 ) 


9 ( 0 ) 

g’(0) -U a, 

/(0)-2!o s 


L ^W(0)-n!fl,. 


2 Um nun zunachst aus der Entwicklung (4) einen neuen Beweis 
filr die Stetigkeit von g(x) zu gewinnen, bringe man GL (4) zunachst anf 
die Form: 


(6) gix + h)^ g(x) + + *)’ 


Fttr jedes bestimmte x werden die absoluten BetrSge der Zahlen 

eine gewisse endlicbe Zahl M nicht ttbersteigen, und man hat daher, 
wenn \h\ — q < 1 angenommen wird: 

(7) + •*(!+* + • 


1 st jetzt e > 0 beliebig vorgelegt, so hat man sicher: 

(8a) |^(a; H- A) — p(a?)| < 

wenn: 

( 8b ) f^^ 8 ’ d - h - welm: 


so dafi also jeder bestimmten Stelle x eine gewisse Umgebung (p) zuge- 
ordnet werden kann, derart, dafi filr alle dieser TJmgebung angehorigen 
Stellen % + h die Ungleichung (7) befriedigt wird. 1 ) 


1) Mw n karm fiVing anw auf diese Weise anch die gleuihmdfiige Stetigkeit von 
g(x) f&r jeden endliohen abgeschlossenen Bereioh L direkt ersohliefien. 

1st niiml i flh zun&ohet die Stetigkeit von g(x) also auoh von («) ffir jede 


einzelne Stelle x erwiesen, io folgt, dafi jtde der Zahlen 


gW(x) 


v\ 


also anch ihie 


Gesamtheit f&r den Bereich 83 erne endliehe obere Grenee (sogar ein reales Maxi¬ 
mum) G besitzt, M«.n hat alsdann nur, um zu dem fraglichen Resultate zu ge- 
lanizen. in Untrl (6). (S) G statt M zu substitaieren. 
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3. Die oben (G1 (3)) mit g^(x) (v =** 1, 2, , w) bezeichnete gauze 

Funktion (» — v) ten Grades, welche den Koeffizienten yon —, in der Ent- 

VI 

wicklung von g(x + h) nacb ganzen Potenzen von h darstellt, wird die 
v to Abletfung oder D&nvierte l ) von g(x) genannt and generell aucb 
folgendermafien bezeichnet: 

(9a) g {y) {x)^B v K g{x) t speziell: g\x) ~ B x x g(x) = B x g{x), 

oder, falls kein Mifiverstandnis moglich, kilrzer: 

(9 b) g {v) (x) = B v g(x) bzw. g'(x) =- Bg(x). 

Die Definitionsgleiohungen fiir die l ta , 2 to , . v** Derivierte lassen deren 
einfaches Bildungsgesetz dentlioh erkennen: die l te Denvierte entsteht 
offenbar ans g(x), indem man jedes Glied mit seinem Exponenten muttt- 
pUssiert, diesen selbst um erne Einheit emiedngt und das Iconstante Glied 
dwrch Null ersetet (also weglUfit). Da sodann, wie ein Bliok anf die zweite 
der Gleiobnngen (3 a) lebrt, die 2 te Derivierte von g(x) darch das eben 
beschnebene Yerfabren aus g'(x) gebildet werden kann, so lafit sich die- 
selbe auoh auffassen als die l ta Derivierte von g‘ (x). Und man erkennt 
hiernaoh allgem ein, dafi man die Qa v) te Derivierte von g(x) anoh er- 
balt, wenn man die i/ to Denvierte von g^(x) oder die [i*° Derivierte von 
gP\x) bildet, in Zeichen: 

(10a) g^+'\x) - (gM)W(x ) - fo«)M(*) 

oder anob: 

(10b) D»+'g{x) - B fl (B v g(x)) - B\ITg{x)) 

Ferner wird man mit Zugrundelegung de.sjenigen Gesetzes, welches all- 
gemein die (y + 1)** Derivierte ans der v 4 *® bilden lebrt, sagen konnen, 
dafi die (n + l) te Derivierte von g(x) als 1* Denvierte der Eonstante 
gW(x) (somit die Derivierte jeder Eonstante) und nm so mehr jede von 
noch boberer Ordnnng den Wert 0 bat: dies steht auch mit der ursprtLng- 
lichen Definition von ^ (x) ^als Koeffizient von — in der Entwicklnng 
von g(x + h)) vollig im Einklange, da ja die Koeffizienten von h n+i } 
A n+a , ... in der Entwicklnng von g{x + h) samtlich Nutt sind. 

Rednziert sich die ganze Funktion g(x) anf das eine Glied ax n } so 
folgt dafi: 

(11) B v ax n — n(n — 1) • • • (« — v + 1) ax n ~ v 

1) lob werde mioh un folgenden auBBchliefllich des etoeiten Anedrackes statt 
dea im allgememen flblioheren ersten bedienen, weil es bei der Auadehnung des 
vorliegenden Begriffes auf Potenzreihen zweckmafiig eiflchemt, den Ausdruck „ab- 
gdetieW* Reihe in anderem Sinne zu gebrancben ale den Ausdraok „dervmerte“ 
Beihe 
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Eb gilt auch, wenn x 0 irgendeine Konstante bedeutet, die analoge Formel: 
( 12 ) D’a(x - x 0 ) n - n{n - 1 ) • ■ • (n - v + 1 ) • a(x - x k )*~\ 
wie sicb ohne weiteres aus der Entwicklung: 


(x + h-XtY-ax-x^ + h)* — ( x -x 0 )* 

w(w _i) .. c—>+i) (g _ 3it) .-, t , + +h . 


+ T (a?-s 0 ) n - 1 & + - • + 


l • a 


ergibt. 

Hat man femer snvei ganze Fnnktion g x (x), g t (x) von den Graden 
^ und n,, bo lehrt die Mnltiplikation der beiden Entwicklnngen: 

+ +«.'(*)-r+ *» IT + " 

g,(x + h)-g,{x)+g,\x)- y+ £,"(*) jj + • • +■ 9i {nJ (. x ) • 
dafi: 

(13) Bisx (a) • 9% (*)) — 9i (a?) • 9* ip) + g x (*) ■ 9t ip) 

[Hieraus speziell: D(a • g(x)) =■ a • g'(x)]. 

Und analog (bzw. durch vollBtandige Induktion) ergibt Bich, wenn ge- 
eetzt wird: 

(14) gip) - g x (x) • g t {x) • • ■ g k (x), 


(wo die g v (x) (v — 1, 2,.. ,k) samtlich wiederum ganze Funktionen be- 
deuten), dafi: 

(15) g(x )- Dg{x)~g x (x) ■ • g^ip)• g k '(x) 

+ &(*) • ■ -Sfk-tip) ‘Ship) + ’ ’ • +0i'O*D -01(a) • •&(*)» 


oder ktlrzer geschrieben (NB. unter der Vorauesetzung, dafi keine der 
Funktionen g x (x),g k (x) filr die gerade betrachtete Stelle x den Wert 
0 bat): 


(16) 


0 0 * 0 - 00 * 0 { 


0 t(«) 


, 9%(*) 

0 .(») 


+ ■•■ + 


9k(*) \ 
g k (x) I 


1 st speziell: 

(17) g(x) — a(x — x^(x — a,)"* • • (* - x k )*t, 


also etwa: 

ft 0*0 - a(a - x x )% g x (x) - a • n x (x - aO * 1-1 


und ftlr v > 1: 


bo wird: 
(18) 


9*(P) - (® - **)% 0*» w v (a-a ;,)** -1 


1) Es verdient bemerkt zu werden, dafi die Herleitung und folglioh auch 
GMltigkeit der Formel (18) unabhfingig davon iat, ob die a\, os,, x k durohweg 
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4 Die Einfilhrung der Derivierten einer ganzen Funktion g(x) gibt 
noch zu folgender Betrachtung Anl afi Setzt man zunachst Gl. (4) in 
die Form: 


g(x + h) — g{x) 
h 




9 m (v) 


und bezeichnet bei festgehaltenem x mit M die obere Grenze dei end- 
lichen Zahlen: 


80 wird filr \h\ — q < 1: 

1 9 ( x + h)—g(x) 
h 


9"( x ) 


0 (n, (®) 

21 

t • •> 

»! 


(19) 


-✓(*) £■»»(! + » + 


+ *—)<i^ 


Betrachtet man also h als (komplexe) Veranderliohe, so lehrt die Un- 
gleichung (19), dafi bei Anwendung des Limesbegriffs in dem frflher 1 ) 
definierten aUgemeinsten Sinne, insbesondere also, wenn man h anf einem 
beliebigen Wege gegen Noll konvergieren lafit: 

( 20 ) _,'(*) 

wird — eine Relation, der man anch die Form geben kann: 

( 21 ) 


wenn man mit Ax ™ h das Inkrement oder die Anderung yon x und dem 
entsprechend mit Ag(x ) das eugehorige Inkrement (die durch den tfber- 
gang yon x zu x + Ax hervorgebrachte Anderung) des Funktionswertes 
g(x) bezeichnet, so dafi also: 

(22) Ag(x) — g(x + Ax) — g(x) 

Man pflegt sodann die Gleiohung (21) kfirzer folgendermafien zu schreiben: 

(23) (-■».?<*))• 


voneinander verBohieden Bind oder nioht Wire etwa g(x) statt m der Form (17) 
folgendermafien vorgelegt. g(x) ■= a(x — xj (x — x 9 ) . . . (x — x^), wo nur x lt 
as,, x k voneinander veraohieden, dagegen jede der Zahlen aJ i + 1 , x k + tt . , x n 
mit irgendeiner jener frtilieren ldentisoh sein mOge, bo dafi g(x) durch Zusammen- 
fassung der gleidhen Faktoren zu Potenzen die Form (17) annimmt, bo wflrde die 
Anwendung der Formal (18) auf die jeteige Sohreibweiee von g{x) ergeben- 


- {—+■ • •+• 

Dabei wtirde aber jetzt jeder der Sum man den —-—, —-—, . ■, — 

x — x l x — x 1 x — Xk 

Mj-, vi,-, .., n t -mal vorkommen, so dafi das Eesnltat mit dem m Gl. (18) enthal- 
tenen gleichwertig ist. 

1) VgL § 16, Nr. 8 (S 142) und § 12, Nr. 2, 8 (S 106/7) 


bzw. 
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Dabei bedeutet also —nichts anderes als den Grenzwert ftlr das Ver- 

ViSltnia der Inkremente Ag(x) und Ax, falls Ax — xmd vermoge der 
Stetigkeit toe g(x) auoh Ag(x) — gegen Nutt konvergiert. Dieser Grene- 

toert des ,,Differenzew}uxdientm tl wird nun als Differerdialquotient 

von g(x) bezeichnet, und man kann daher den Inbalt der GL (23) jetzt 
folgendermafien auasprecken: 

Die game Funktion g(x) besitzt fur jeden endlichm Wert x 
einen eindeutig bestimmten, d , h. lediglich von der Wahl des 
Wertes x, nicht dber von der besonderen Art des Gbeneuberganges 
('geometrisch gesproohen: vom , r Diflf'ererUiationswege“, weniger 
korrekt: von der „Fortsckrettungsrichtung t< ')) abhangigen Diffe- 
rentialquotienten Sein Wert ist gleich der Derivierten g (x). 
Iok bemerke ausdrflcklich, dafi die Begriffe >t Dijferentialquotien#‘ und 

„Deriviert6 ti , also auob die Operationssymbole ^ und D m , in dem vorlie- 

genden Zusammenbange an sich durchaus verschiedene Bedeutung haben 
Der Differentialquotient bezeiohnet ein fdr aUemal das Biesultat eines be¬ 
stimmten Greneitberganges, des , y Diff'erentiaMonsprozes8es‘‘, und seine De¬ 
finition ist offenbar in keiner Weise an den gerade hier vorliegenden Fall 
der ganzen rationalen Funktion gebunden. Dagegen bedeutet die Deri- 
vierte lediglich eine aus einer gegebenen gamen Funktion nach bestimmter 
Vorschrift zu bildende game Funktion, und dieser Begriff wird spaterhin 
nur insofem eine Fnceiterung erfahren, als er sich unmittelbar auf eine 
gewohnliche Potemreihe (d. h. eine konvergierende, nach ganzen positiven 
Potenzen von x bzw. (x — x 0 ) fortsohreitende Reihe) tibertragen lafit. 

Da die rneite Derivierte von g{x) mit der ersten von g'(x) identiach 
ist, und die letztere wiederom den Differentialquotienten von g'(x) dar- 
stellt, so hat man zun&ohst: 



1) Man hat n&mlioh bei jenem Grenzprozesse nicht nur an ein Fortpohreiten 
in bestimmter Eicbtung: d. h. in gerader IAnie , sondern auf einem ganz behebig 

ansunehmenden Wege in denken, d. h. der Quotient besitzt einen gam 

a — x 

bestimmten, lediglich yon a abh&ngigen Gremwert, wenn x im Sinne der all- 
gemeinen Grenswertdeflnition eine ganz beliebige Wertereihe nut dem Grenzwerte 
x durohlftnft, insbesondere also, geometrisch gesprochen, wenn der bewegliche Punkt 
x eine gone beliebige dem festen Punkte x snstrebende iTordansohe Kurve besohreibt. 
(Dieselbe darf s. B. auoh den Punkt x in unendlioh vielenWindungen spiral- 
fBrmig umlaufend odez mit unendlioh vielen Ossillationen sich ibm n&hemd ge- 
dacht warden.) 
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Man nennt alsdann den durch eweimaUge Anwendung des Differentiations- 
prozesses ans g(x) hervorgehenden Grenzwert den ssweiten Differenticd- 

quotienten von g{x) nnd bezeichnet ihn ktirzer durch das Symbol: , 

so dafi also die letzte Gleichung jetzt folgendermafien geschrieben werden 
kann: 

(24) (--DJffM), 


d h. der eweite Differentialquotient von g(x) ist gleioh der zweiten Deri- 
vierten Und analog ergibt sich allgemein: 


(25) ?£r-r{*) (-Wtm), 

wenn man mit den v* 611 Differentialquotienten von g{x) d. h. den 

durch v-malige Anwendung des Differentiationsprozesses resultierenden 
Grenzwert bezeichnet. 

Insbesondere ergibt sich ans G1 (25), dafi: 


(26) 


d?g(x) 

dx* 


nla n , 


dT+Pgfr) 
di c" 


0 


(f» - 1, 2, 3, . ..). 


5. Legt man in G1 (4) der Veranderlichen x einen beliebigen, aber 
als lrgendwie fixiert zu denkenden Wert x a bei, so dafi also: 

v 27) g(x Q + h) - g(i r 0 ) + gf(x<>) ■ 77 + sf'fa) ^ + • • ■ + g {n K*o) ‘ 


und betrachtet sodann h als komplexe Veranderliche, so geht die letzte 
Beziehung, wenn man nooh: 

x Q + h =- Xy also h =■ x — x 9 


setzt, in die folgende fiber: 

(28) ^ 


+ 0 "K) 


(«— g o)* 
2! 


+ ■ • • + iPK* 0 ) 


(o> —a;,)" 
n! 


Diese Gleichung, welche offenbar die Umformung einer ganzen Funktion 
von x in eine solohe von (x — x 0 ) liefert, lehrt aber, dafi der Wert von 
g(x) fUr jede beliebige Stelle x eindeutig bestimmt ist, wenn ffir irgendeme 
bestimmte Stelle x — x 0 die Werte von g(x 9 ) und g^(sc 0 ) (v — 1, 2,..., n) 
bekannt Bind. 

Nimmt man speziell x 0 = 0, so ergibt sich die Beziehung (die „Mac- 
Laurinsche Formel "): 


(29) 


?(*) 


g(0) + i^x 


g"(P) 

21 


X*-\ - \- 


<T>( o) 
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welche in der Tat mit der ursprflnglichen Definition yon g(x), namlicl 

g(x) — o 0 + a^x + a^x* H-f- a n x • 

zusammenfallt, da ja nach (5) die Beziehnngen bestehen: 

B'(0) „__A0) 0) 


(30) 


a» - 9(0), <*i 


1 ? f a B 


21 ' • • » 


In diesem Zusammenhange erscheint also Gl. (28) als eine Verallgemei 
nerung dee (selbstverstandlichen) Satzes, daB erne ganze Funktion n M 
Grades dnroh ihre n + 1 Koeffizienten euideatig bestimmt ist. 


§ 20. Terhalten elner ganzen Function fftr relatiy grofie nud 
relatiy kleine Werte yon |op|. 

1. Hilfssatz. Bedeuten %, a u a n beliebig vorgelegi 
komplexe Zdhlen (die ouch teilweise — 0 sein konnen), so lasst 
sich jeder posiMven ZafU a zwei positive Zahlen B, r so euordna 
daft: 

(I) |a 0 +a 1 a?+ •■ + «„_! ot*- l \^a{\x\ n —l j <a |a?| B fllr |a|^jR 

(II) + -+ 1 —1*|“) <a fflr |a:|^r 

Beweis zu (1). Es sei A die groflte unter den Zahlen ja 0 |, l^j,.. 

( 1 ) |a 0 + <vc+ • + a % _ x sf- l \ £A(l + \x\ + • • + I®]" -1 ) 

dh l * p - 1 

Bestimmt man nun \x\ bo, daB: 


1 * 1-1 


*| — 1 — 

d. h. nimmt man: 

(2) 1*1 k i+4. 

so folgt aus Ungl. (1), daB: 

(3a) + -+ ^ a • {|as|* — 1} 

und a fortiori 

(3b) |a 0 + a x x + • • + < « • |*|" 

fdr alle x f welche der Bedingnng geniigen: 

(4) \x\ ^>B, wo: JS — 1 + -^, qe. d 

Beweis zu II. Es sei A' die grSBte der Zahlen |aj ; |a a |, ..jo, 
so ist wiederum: 



Nr 2. § 20 Verhftlten von g(x) fflr relativ grofie mid kleine |<c| 

Bestimmt man jetzt \x\ f bo dafl: 


d. h. nimmt man: 
so folgt ans UngL (5), dafi- 

( 7a ) \&\X + H- + <*n^\ (1 — |*| 

und a fortiori 

( 7 ^) |fli® -j- fflj®* -(■ " • if ^ a 

fdr alle welche der Bedingnng genflgen: 

(8) |*| <>, wo: r^-rA— t q. e. d. 


2 . 1st jetzt wiederum die ganze Funktion «**“ Grades vorgelegt: 

9 (P) = + ttn-l 35 "" 1 +-1 -OyX+%, 

so hat man zunachst: 

(9) Ip(®)I ^ + 

Nun folgt ans Ungl. (3 a) und (4), wenn man speziell ct => |aj setzt: 

\ a n Hr Q>\X -\ -h ^ |a- n a M | — |aj ] 

oder anders geschrieben: 1 fflr: |a;| ^ 1 + 

\ a n x *\ — K-iff " -1 + •* + a t x + a 0 |^ |aj ) 
so dafi ans UngL (9) Bicb ergibt: 

( 10 ) l0(*)ls£|«J to: |*|^-B, 

wo: 

^,11) R ■■ 1 + |^“j und: A ^ |aj (y ™ 0 , 1 , .. n — 1 ) 

Aus diesem Ergebnisse la£t sicb nun der folgende wicbtige Schlufl zieben: 

Besitet die gqnze Funktion g(x) Ntill s tell en, d. h. gibt es 
Wertex ,, furwdcheg(x 9 )^0 wird, so mufi stets |a; r |<.jR —>1 +j~| 
sein. 

Oder auch, da man eine Gleichung von der Form g{x) — 0 als alge- 
bratsche Gleichung (n** Grades) und demgemafi jeden bestimmten Wert 
x t , ftir welchen g(x v ) — 0 wird, als Losung oder Wurzel dieser algebrai- 
Bcben Gleichung zu bezeiohnen pflegt: 

Alle etwaigen Wurzdn x y der algebraischen Gleichung g(x)—0 
mussen der Bedingung |«,| <12 geniigen, d. h., geometrisch ge- 
sprochen, itn Innem ernes um den NuUpunkt mil dem Badms 
' A 

R — 1 + 1 —i beschriebenen Kreises liegen. 

I °nl 
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8 . Setzt man in Ungl. (8b) and (4) a =« ® ■ |aj, wo s eine nach Be 
darf beliebig klein anzunebmende positive Zahl bedeutet, so findet man 

(12) |flo + fli* + - ■ < * • K«"|, 

oder. anders geschrieben: 

(13) \g(x) — o n af| < s \a % x n \ 


ftir alle z, welebe der Bedingong genflgen: 

(14) \x\^R-l (v — 0,1,..., n — 1). 

Setzt man UngL (13) in die Form: 


(15) 


g(g) 

a H a* 


1 <£, 


so erkennt man, dafi der Quotient sicb beliebig wenig von der Bin 

a n x 

beit untersebeidet, wenn s hinlanglicb klein und sodann | x | ^ J2 ange 
nommen wird. Und da mit unbegrenzt abnebmenden Werten von e di 
Zabl It tiber alle Grenzen wSohst, so ergibt sicb: 


( 16 ) 


»->» a.ar 7 ’ 


eine Beziebung, deren Inhalt man folgendermafien ansznsprecben pflegi 
Die gmee FunkHon g(x) wachst glewheeitig mit x in der 
selben Wetse ins JJnendliche, wie a n af*. 

Bezeiohnet man femer das Unendlicbwerden von X n ftir x —► oo al 
ein solcbes von der »*" Ordnung und bemeijkt anfierdem, dafi g{z) ffl 
jeden bestimmten endlioben Wert von x selbst einen bestimmten enc 
lioben Wert besitzt, so ersebeint es angemessen, den Inbalt von Gl. (16 
(einsohliefilicb der Tatsaobe, dafi g{x) ftir jedes endUche x selbst eine 
endUchen Wert besitzt) folgendermafien ansznsprecben: 

Eine game Furiktion »*" Grades wird nur ftir x —> oo, un 
ewar von der ft*" Ordnung unendlich. 1 ) 


1) Also mit ttbertragung der in I 1 , § 87, Nr. 6 (S 887) eingefilhrten Schreil 
weise auf das komplexe Gebiet: 

g(z) = a n aP (x-*■«>) 

oder anoh weniger Boharf: 

i^( a; )i.~ i®p («-►») 

8 ) ttbrigena hat man im yorliegenden Palle moht nur ■ 

lim g(a) — oo, 

IB->80 

sondem auf Grand der in § 16, Nr 8 (S 148) getroffenen Festsetiungen auch: 

g(oo) — oo , 
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§ 20 Verhalten von g(x) fflr relativ grofie und kleine |a>| 

Man kann die Grenzen, innerhalb deren |<7(#)| sich bewegt, falls \ x\ 
eine gewisse positive Zahl 12 erreicbt oder ttbersteigt, mit Hilfe von 
Ungl. (13) nooh genauer angeben Aub Ungl (13) folgt n&mlich a for¬ 
tiori, dafi: 

und daher: 

(17) (! — «)■ K«“| < \g(x )| < (1 + «) • | a n ^\ 
fUr alle x, welcbe der Bedingung (14) genttgen, d. h.: 

l*l^ B -l + p^j» ™ -^kl (v-0,l ; 1 ). 

Nimmt man etwa speziell £ —= y, bo folgt aus dem ersten Teile der 
Ungl. (17), daB: 

(18) |p(*)|>± |o.*”|, fcU«: 

Bedeutet dann O eine beliebig vorgelegte positive Zahl, so wird: 

- ■ | a n aP | ^ O, falls. | x | ^ "j/jr-^r — 22" 

und daher: 

(19) \g(x)\>Q fttr: \x\^R, wo: 22^ 

4 Zu den bisher aus Ungl (I) abgeleiteten Folgerungen , die sich 
auf das Verhalten von g(x) ftir relativ grofie Werte von \x\ bezogen, 
fttgen wir noch eine unmittelbar auf Ungl. (IT) beruhende, welche das 
Verhalten einer ganzen Funktion far relativ kleine Werte von |z| cha- 
rakterisiert. 

Ersetzt man in Ungl. (7 b) und (8) a durch • | a 0 1, wo AT eine (be- 
liebig grofi anzunehmende) positive, a 0 + 0 eine bdiebige komplexe Zahl be¬ 
deutet, und multipliziert unter Hinzuftlgung der Bedingung: \x\ > 0 die 
gauze Ungleichung mit K ■ |a;| m (wo m eine pos. ganze Zahl, bzw. Null) 
so folgt: 

(20) |a 0 :r m | > K' \a l af i+l + 1 -|-+ <*^+"1 fttr: 0<|a?|^r, 

wo: 

( 21 ) ’•-X- l'Vlaj md: 


wegen 


and 



+ • + <»o a>,w 

7 * 


0, also: 


so 


V«0 
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In Worten: Man Tcann stets eine Zahl r so fixieren, dafi fur 0 < \x\ ^ r 
der absolute Betrag des medrigst potenziertm Oltedes ernes Aggregates 
ion der Form: a^af 1 -f a i x m + 1 + • + a n x m+n dm absolutm Betrag des 
ubrigm Aggregates beliebig oft ubertrifft 

§ 21 fiber etwaige Maxima und Minima des absolnten Betrages 
einer ganzen Funktion. 

1. Wir gehen jetzt darauf aus, den ftir die Fnnktionentlieone wie ftii 
die Algebra fundamentalen Satz zu beweisen, daB jede ganee Function 
mindestens erne bestimmte im Endlichen gelegene Nullstelle besitzt, oder 
anders ausgesprochea, dafi jeder algebraischen Qleichung nut einer Unbe- 
kannten mindestens erne komplexe (d. h reelle, imaginare oder eigentlich 
komplexe) Wureel zukommt. 

Wir schicken bier zunachst den folgenden Hilfssatz voraus: 

Sind a + fii, |A| and die positive ganee Zahl m beliebig vor- 
gdegt, so la fit sick der Einheitsfahtor von h stets so bestimmen , 
dafi der reelle Teil von (a 4- fii) ■ h m em bestvmmt lorgeschrie- 
benes Yoreeichen besitzt. 

Beweis: Es werde wieder der reelle Teil einer komplexen Zahl x 
mit 5ft (x) bezeichnet ; und es sei zunachst verlangt, daB 

9t((a + fii) ■ h m ) > 0 

ausfallen soil. Setzt man | h | «= p und h — q ■ e, so wird: 

(a + fii) • h m = (ap 771 + fiq m i) • js™ , 

und man gentigt daber im Falle a > 0 der gestellten Forderung obne 
weiteres, wenn e «=» 1 geBetzt wird. 

1st dagegen a < 0, so hat man e so zn bestimmen, dafi: 

z m = — 1 

wird. 

1st endlich a 0 und zugleich fi > 0, so mfLfite: 

iz m = 1, also: z m — i, 
dagegen im Falle a =■ 0, fi < 0: 

iz m — 1, also: g m — t 

werden. Es kommt also in alien nacb Ausschlufi des bereits erledigten 
Falles a > 0 nocb tlbng bleibenden Fallen nur darauf an, die Zabl z so 
zu bestimmen, dafi sie eine der drei Gleichungen befriedigt: 

(4) a 771 — — 1, s 771 = — i, e™ -u-i 
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Hierzu gentigt es fiber, erne Losung der letzten dieter Gleichungen zu 
kennen Denn ist etwa (^ 1 ) m = t, so hat man: 

M" = (*r) s - - 1 , (*.*)“- (v)' 

bo dafi also jffj 2 eme Losung der eisten, z* eine solche der zweiten Glei- 
chung liefert. 

1st nun m ungerade, so findet man ohne weiteres: 

i , wenn in von der Form 4ft + 1, 

^l ™ B * j r >i » » n 4 /c 3 

(wegen: i ii+l « i f i ik +* ■= — i) 

Ist dagegen m gerade , etwa m = 2" m (wo m' eme ungerade Zahl, 
bzw = 1), so kann man nacb dem eben gesagten zunachBt eine Zahl z 0 
angeben, so dab e Q m ' =- i (namlich = % oder — t) und sodann (nach 
I 1; § 70, G1 (14), S 539) eine Zuhl z 1 so bestimmen, dafi: 

" hi 

und daher: 

e™ - (e^) m ' - *o m ' — », 

womit die fragliche Aufgabe gelost ist (d h man hat dann schliefilich 
nur noch z emen der drei Werte z^, z^, z 1 beizulegen, um je eme Losung 
der Gleichungen (4) zu erhalten) 

Hatte die Aufgabe dahin gelautet, dafi 

8t((a + /3 i) -h n )< 0 

warden sollte, so ist diese Forderung offenbar gleichbedeuteud mit der 
folgenden: 


so dafi also die Ldsung der fraglichen Aufgabe unmittelbar auf diejenige 
der zuvor behandelten zurilckgeffihrt ist 

2. Es sei jetzt wiederum die gauze Funktion w*®” Grades 
g(x) = a n x n -f + •• + a 1 x + a 0 (wo:|aj>0) 


vorgelegt. Ferner sei x 0 irgendein Wert von x, fdr welchen g(x) ntcht 
verschwindet. Dann soli gezeigt werden: 

Es gibt mi der Umgebu/ng der SteUe x 0 stets sowohl solche 
Werte x 0 + h, fur wdche 

b(«» + *)l>l?WI> 


( 5 ) 


als auch solche , fur welche. 

| 9(x q + *) | < \dM I ■ 

Beweis Man hat zunachst nach § 19, G1 (4) (S. 173): 

«(% + »)-M) + ^»+^*’ + - • + 


n! 
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Dabei kdnnte der Fall eintreten, daB g'(x 0 ) und eventuell auch noch eme 
Anzahl daran sich anschlieflender Derivierten: g"(x 0 ), . ^ ni ~ 1) (x 0 ) samt- 
lioh verschwinden: KemesfaUs konnten aber aMe Dermerten ftlr x — x 0 
verschwinden, da ja $ H) (x 0 ) =° n\a n sicher von Null verschieden 1 st. Sei 
also g^ n \x 0 ) — wo: \ <,n — 1 — die erste nicht verschwmdende 

Derivierte, so tritt an die Stelle der G1 (5) die folgende: 


(6) 0(* o + *)-0(*o) + 


in' 


+ 




(®o) 


(TO+1)1 


h m+ 1+ + y - 


9 (n) (*a) 


V, 


wo jetzt g^(i r 0 ) sicher von Null verschiedon (wahrend unter den Ans- 
drflcken g^ m + ^(x^), .. g^~^ (x 0 ) noch beliebig viele verschwinden konnen). 
Dividiert man die ganze Gleichung durch g(x 0 ) und setzt: 


(7) 

1 - h 

v ’ g(x 0 ) ” * 

( v — m, m + 1,. 


so wird- 



(8) 

9{x °,\ h) - 1 + b m h m 

g(®o) m 

+ *W,*” +1 + 

■ + W 

(*» l&»l 

> 0). Setzt man sodann 

: 



(9) |&| -?, *“<> *> 

so laBt sich nach dem zuvor bewiesenen Hilfssatze der Einheitsfaktor z 
so bestimmen, daB der reelle Toil von b m h n von Null versohieden ist und 
ein vorgeschriebenes Vorzeichen erhalt Wird also allgemein die Bezeich- 
nung eingefflhrt: 

(10) 6,V = (»,*")• -(«, + (!,»)• f, 

so hat man insbeaondere 


(11) b m h m - (« m + fi m i) • p*» - (<j| «J + p m t) Q m , 

wo | a m \ von Null verscbieden und, je nach Wahl des Einheitsfaktors z, 
6 — + 1 oder o ■=* — 1 wird 

Hiernach mmmt Gl. (8) jetzt die folgende Form an: 


( 12 ) 


g(®0 + b) 


$(®o) 

und daraus folgt weiter: 


i + («M-U + A.O 


P"+(<Wl+ A. + 1*) 9 

+ (*» + Pn l l‘ Q*> 


m+ 1 


+ 


/I tt\ g(g<> + b) * 
(13) 0(*o) ' 


(1 + * • l«J 9 ” + + • • • + «,**)* 

+ (/U , "+/J» + i< , ’” + I + 


Bei dar Aiuf&liriuig der rechto anftrotendon Quadrats erscheint mit dor 
niedngst&i Potenz Ton Q beh&ftet das Glied: 2ff so daB man 
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setzen kann: 
g(g 0 + ft) * 

0(*o) 

(14) 


1 + 2<y • + Q(q) 

1 + 9 ■ |aj • p m + 6 ■ (|«J • p m + tf • G(p)) (wegen: <?>«■ 1), 


wo G((>) eine gauze Funktion von q, mit Exponenten, deren medngster 
^ m + 1 ist. Infolgedessen lafit sich nach. Ungl (20) des vongen Para- 
graphen eine positive Zahl r so fixieren, dafi’ 


(15) l a n ,l<> ,7, >|G L ((>)l ftr: 

Alsdann wird aber: 

g{x Q +h) * l> 1 + > 1 , 

•) l<l-|a m |p m <l, 


Q <J f. 


wenn 6 — + 1, 
wenn 6 =■» — 1, 


and daher schlieBlich 

(16) |0(* o + *)l{ 


(ftlr h \h\ • b, \h\ £r), wie beihauptet: 

^ je nach Wahl des EmheitsfaMors e 

<lfWIJ 


8 Der Inhalt dieser Ungleiohungen (16) lafit sich ofFenbar auch fol- 
gendermafien aussprechen' 

Ist | | > 0, so kann, m beeug mf aUe Werte von \g(x)\ 

einer gewmen Umgebmg von x 0 , jener Wert \g(x 0 )\ weder ein 
Maximum noch ein Minimum sein 
Dabei ist ftlr die eweite dieser Aussagen, also die eweite der Unglei- 
chungen (16) (welche tlbrigens ftlr den*zunachst in Aussicht genommenen 
Beweis der Wurzelexistenz ausschliefilich in Betracht kommt) die Voraus- 
setzung | g(x 0 ) | > 0 ofFenbar unentbehrlich (da ja niemals \g{x 0 -\-h) \ < 0 
werden kann). Anders liegt die Saohe beztiglich der ersten Ungleiclmng 
(16), da diese auch im Palle g(x 0 ) — 0 nicht nor tlberhaupt einen Sinn 
behalt, sondern sich nooh dahin prazisieren lafit, dafi sie f&r jedes h bei 
passend eingesohranktem absoluten Betrage gilt. Im Falle g(x 0 ) =*= 0 
mmmt namlich Gl. (6) die folgende Form an: 

7^(g 0 ) ^ ni g( m+ \oa e ) fom + i 


9 &o + *) 


ml 


(w + l)] 


+ ■■ + 




and da sich nach Ungl (20) ein r > 0 so fixieren lafit, dafi ftlr 0 <f | |<C r 
der absolute Betrag des Anfangsgliedes denjenigen der Summe aller 
iibrigen Glieder beliebig oft tlbertriJft, so folgt* dafi 

| g(x 0 -f A)| > 0 ftlr aUe h des Bereiches: 0 < |fc| ^ r 

In Worten: 1st g(x 0 ) — 0, so existiert immer eine gewisse Umgebung 
von x 0 , innerhaXb deren keine weitere Nullstdle von g(x) liegt. 

Wir knilpfen femer an die erste der Ungleiohungen (16) noch die 
folgende Bemerkung. Es bedeute S3 einen endliohen, abgeschlossenen 



188 Abachnitt I Kap. Ill Rationale Fnnkt. e kompl Yeranderlichen. Nr. l, 

Bereich. Alsdann mufi die im Innem und aui der Begrenznng von S3 
stetige Funktion |^(^)| ein reales Maximum besitzen, es gibt also (min- 
destens) eine Stella X, derart, dafi |^(-X)| von Jceinem dem Bereiohe SB 
angehorigen Werte \g(x) | iibertroffen wird. Alsdann folgt aber ans der 
ersten der Ungleichnngen (16), daB eine solche Stelle X ntemcils im 
Innem von S3 liegen kann: sie muB somit auf der Begrenznng von SB 
liegen. 


§ 22. Der Fnndamentalsatz der Algebra: Existenz und Anzahl der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung (Nullstellen einer gnnzen 
Fuuktion). — Zerlegung einer ganzen Funktion in lineare Faktoren. 

1. 1st wiederum 

(1) g{x) a n x n + + - + a 1 x + a 0 , 

so bat man ffir x — 0: 

ff( °) - a o 

1st dann speziell a 0 = 0, so wird g( 0) = 0, so daB also g{cc ) in diesem 
Falle die Nnllstelle x = 0 besitzt. 

1st dagegen |a 0 | > 0, so laBt sich zanacbst nach Ungl. (19) des vor- 
letzten Paragraphen erne positive Zahl R so fixieren, dafi: 

(2) \ 9 ( x )\ > l® 0 1 ftIr 

Andererseits existieren nacb dem Satze von Nr 2 des vongen Paragrapben 
in der Umgebung der Stelle x =» 0 Stellen von der Beschaffenbeit, dafi: 

(3) \g(x )| < |I flir: *—|*|'*c und \x \^ r. 

Infolge der Stetigkeit von \g(x) | mufi \g(x) | in dem dnrcb die Beziebung 
|| ^ jB definierten abgeschlossenen Bereiob (geometriscb gesprocben: 
fflr alle Stellen im Innern und anf der Begrenzung eines Kreises nm den 
Nullpunkt mit dem Radius R) ein reales Minimum 1 ) besitzen, d. b es 


1) Ohnt diese Erkenntnis w&re die ganze Schlufiweise hmfBllig. Man be- 
trachte z. B. die Fnnktion: 

. , nx'4 -1 

f(x) — bm- j—, 

■welche fflr jedea von Nall yersohiedene x den Wert 


f(x) =■ lim-■= x 

»-►» . 1 

« H— 
n 

liefert, also in der NBhe der Stelle a? =» 0 jeden beliebig kleinen, von Nall ver- 
■ohiedenen Wert annimmt. Dagegen wird 

m - 1 , 
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existiert daselbst (mmdestens) eme Stelle x lf ftir welche |^(a^)| ernen 
Wert annimmt, unter welchen \g(x)\ nicht mehr herabsinkt Dieser 
Mmimalwert moB aber nacb Ungl. (3) sicber < | a 0 1 sein, woraus mit 
Berttcksichtigung yon Ungl. (2) folgt, daB I&J < R sein muB, d. h. daB 
die Stelle x x vrn Innern des betreffenden Bereiehes (nut definitiyem Aus- 
Bchlufi der Grenze |a;| -» 12) liegt. Hieraus folgt aber mit Notwendig- 
keit, daB 

(4) g{x x ) - 0 

sein muB. Denn ware |^(^)| > 0, so konnte man nach Nr. 2 des vorigen 
Paragraphen in unmittelbarer Umgebung von x lf also noch innerhalb des 
Bereiehes \x\< R Stellen x± 4- h ausfindig machen, fdr welcbe 

\g(? 1 + h)\<\g(x 1 )\ 

ausflele, was der Festsetznng widerspricht, daB |^(a; 1 )| den Minimalwert 
von |^(«)| ftix \x \ ^ R vorstellen sollte 

Somit gilt m der Tat die Beziehung (4) nnd somit der Satz: 

Jede game Function hat (mmdestens) eine im Fndlichen gdegene 
NullsteUe. Anders ansgesproehen: 

Jede algebraische Gleichimg hat (mmdestens) eme Wwrzeb 
2. Aus der soeben bewiesenen Exietenz einer NullsteUe der ganzen 
Funktion g(x) laBt sich erschlieBen, daB die letztere — in einem weiter 
unten noch naher zu bezeichnenden Sinne — genau so viele NullsteUen 
begitzt, als ihr Grad betragt. Wir sehioken dem Nachweis dieser Tatsaohe 
die folgende Definition voraus- 
1st: 

(5) g(x) - g 3 (x ), 

wo g(x), g x (x), g t (x) game Funkhonen vorstellen, so heifit jede der 
betden Funletionen g x {x), g 3 (x) ein Teller von g(x). 

Alsdann gilt zunachst der folgende Satz: 

Hod g(x) den Teller (x — x x ), so tst x x eme NullsteUe von g(x). 
Umgekehrt; ist x*~x x eme NullsteUe von g(x), so ist {x — x^ em 
Teller von g(x). 


und as gibt kerne Stella, fdr welohe f(x) =■ 0 wird Die Funktion |/\«)| besitzt 
eben die untere Orenee 0 nur als tdeciles, moht als realee Minim um 

Das gleiche Verhalten zeigt bei Besohr&nkung auf reelle x die Funktion 

wenn man, wie flblioh, durob das Symbol F(y) die grdfite m der positiven Zabl y 
enthaltene (sonst auoh mit [y] bezeiohnete) ganze Zahl bezeicbnet. 
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Beweis. Setzt man yoraus, dafi: 

g(x)-{x-x x )' gi (x) t 
so folgt daraus ohne weiteres, dafi: 

gi* i) “ °, 

also die Richtigkeit der erslen Behauptung. Urn diejenige der laweiten zu 
beweisen, gehen wir aus von der (nach § 19 GL (28), S. 179) fttr alle mtfg- 
liohen x und x Q gdltigen Entwickelung: 


( 6 ) 


x — x n 


1! 


a**)'- 5 ^-'+ 




Ersetzt man hier unter der Yoranssetzung, dafi x x eine Nullstelle von 
g(x) vorstellt, also g(x 1 ) — 0 ist, x 0 durch x lf so folgt: 

(7) g(x)(x x ) + Y\9 "~ ^i) + • ■ + 

“ (*” x i) 

wo g x {x) d.h. der in derElammer stehende zunachst nach ganzen Potenzen 
von (x — x^) geordnete Auedruck offenbar eine ganze Funktion (n-l)*- 

Grades von x ist, deren h5chst potenziertes Gliedden Wert ^ (x t )-x n ~\ 

d. h. a,®" -1 hat. 

Man kann hbrigens die Teilbarkeit von g(x) durch (x — x x ) auch, 
ohne auf die Entwickelung (6) sich zu beziehen, mittelst direkter Aub- 
fdhrung der Division von g(x) durch x — x x folgendermafien beweisen. 
Bedeutet wiederum x 0 eine willkBrlich angenommene Zahl, so hat man 
ftir jedes von x 0 verschiedene x: 


( 8 ) 


g(m) —g(a 0 ) 




a"—a 0 * 
x—x 0 


^ a n-i 


a " -1 — x 0 n ~ l 





«i 


x—a t 

x— 


Da aber fllr jedes v *— 1, 2, ... n die Beziehung gilt: 


( 8 ) 



X v ~ l + x 0 x v - , -\ -1- Xj-*X + Xf- 1 , 


so nimmt Gl. (8), wenn man diese Formel auf jedes Glied der rechten 
Seite anwendet und alles nach Potenzen von x ordnet, die Form an: 


(IQ\ 9(b)— 9 fa o) 


• &-*+•-- 4- ® 


(wo, wie leicht zu sehen, die y v (x 0 ) ganze Funktionen vom Grade ihres 
Index sind). Ersetzt man jetzt den beliebig angenommenen Wert z 0 
durch eine Nullstelle x x von g(x), so wird, wegen g(x x ) — 0: 


( 11 ). 


■gW._gflL-.yM ,. 

x — x l ® 
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wo g x (x) diejemge ganze Funktion (n — l) Un Grades bedeatet, welehe 
aus der reobten Seite yon G1 (10) hervorgeht, wenn man durcbweg 
y v (x 0 )(v — 1, 2,. .n — 1) dureh y v (x t ) ersetzt Man findet also sehlieB- 
lich wiederum, wie behauptet: 

(12) g(x)-(x-x 1 )■&(*)• 

3. Es babe nun g(x) zunachst die Nullstelle x 1} so dafi also, wie 
eben bewiesen, die Beziebung (12) gilt, wo g 1 (x) eine gauze Fanktion 
(n — l)*" 1 Grades mit dem Anfangsgliede a n x n ~ 1 bedeatet. Da sodann 
g x (x) wiederam mindestens eine Nullstelle x t besitzen rUuB (wo allenfalls 
aucb x t — x x sein kann), so ergibt sieb analog: 

0iO*)-(*-*!)■&(*) 
and daber dorcb Einsetzen in G1 (12)- 

(13) g{x) - (x - x x )(x - x 3 ) • g a (x ), 

wo jetzt g a (x) eine ganze Funktion (n — 2) ten Grades mit dem Anfangs¬ 
gliede a n x >t ~ s yorstellt. Die letzte Gleiobung lebrt, dafi zunacbst aucb x t 
eine Nullstelle yon g(x) sein mufi. 

Scbliefit man nan in dieser Weise weiter fort, so gelangt man ein- 
mal zu einer Gleiobung yon der Form: 

(14) g(x) - (x - x x )(x -«,)•••(*- x % _ x ) ■ g n ^{x) } 

wo g n _ t (x) eine ganze Funktion vom Grade: n — (n — 1) == 1 mit dem 
Anfangsgliede a n x sein mufi, also: 

9«- i(*) - a n x + 6 = a n (x + £) , 

wo b eine gewisse Eonstante bedeutet. Setzt man der GleicbfSrmigkeit 
balber: 

b 

-- x n , 

so dafi also x — x n die (einzige) Nullstelle yon g n _ x (x) darstellt, so wird: 

9 n - i(«)-o.(«-®n)» 
and es ergibt sicb aus Gl. (14) scbliefilicb: 

Ift 

(15) g(x) *-a n -(x- x^{x - a,) ■ • ■ (x-xj - a. pj(x - x r ), 

i 

woraus hervorgeht, dafi g{x) die Stellen x li x a , x n samtlicb zu Null- 
stellen hat. Hierbei kSnnen unter den Zablen x lf x a ,..x n beliebig viele 
einander gleicb sein. Bezeichnet man nun mit 

x t (1 £h£n) 
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die wirklich verschiedenen miter den Zahlen x 1 , x a ,. . x n und mit 
■■■,** (>*1 + ^+ •. + •»*-») 

diejenigen positiven ganzen Zahlen, welche angeben, wie oft jeder der 
Faktoren ( x — xf), (x — x t ), . . , (x — x t ) in der Zerlegung (15) vor- 
kommt, bo wird, wenn man die in (15) vorkommenden gleichen Linear- 
faktoren zu Potenzen vereinigt, die betreffende Faktorenzerlegung die 
Form annehmen: 

k 

U6) g(x) = a n - (x — x t ) n> - • (x — ® a ) M » • (x - z k ) n k = a n J7[(x - x v ) n ,. 

i 

1st nun g(x) durch (x — x y ) n *, aber nioht duroh (x — x y ) n * +1 teilbar, bo 
sagt man, x y sei erne n y fache Nullstdle yon g(a ;), oder: die Gleiohung 
g(x) “ 0 habe n y gleiche Wurzeln x y bzw. n y mal die Wurzel x y Zahlen 
wir nun solohe n r -fache Nullstellen (Wurzeln) als n v (gleiclisam znsammen- 
fallende) Nullstellen yon g(x) (Wurzeln von g(x) = 0), so konnen wir 
das in GIL (16) enthaltene Ergebnis folgendermafien ausspreehen: 

Jede ganze Function n ten Grades ist gleich dem Produfde ms 
dem Koeffizienten von x" md n Linearfaktoren der Form (x — z v ), 
unter denen behebtg vide einander gleich sein konnen. Sie bestial 
also mm mtndesten n NuUstdlen, wenn man jede Nullstelle x y so 
oft zaMt t als der Faktor (x — x y ) in dem fraglichen Produkte vor- 
kommt 

4. Es lafit sich aber auch zeigen, dafi eine ganze Funktion 
Grades mcht meh/r als n Nullstellen haben kann, d h es gilt der Satz: 

Eat die ganze Fwnktion g(x) = a n af* •+■ a n _ x x n ~ x -\ - [-a^x 

+ a 0 , wo |a„| > 0 die k verschiedenen Nullstellen x lf x lf .. , x kt 
und zwar dllgemein die Nullstelle x y (v -= 1, 2, .. k) als eine n- 
fache, wo n y ^ 1 und + **,+ ••• w* — so kann g(x) keine 
weitere Nullstelle besitzen, d.h. weder erne der schon vorhan- 
denen Nullstellen x y offer als n y mal, noch auch eine von jenen 
verschiedene Nullstelle x k + v 

Fine ganze Funktion n te% Grades hat somit genau n Nullstellen 
(wobei erne w v -fache Nullstelle fiir n y Nullstellen gezahlt wird). 

Be we is. Infolge der Yoraussetznng bat man zunachst: 

g(x) — a n • (x - rr 1 )»i • (* - «„)"* • • • (x — x k ) H k , 

wo x 1} x$, .. , x t samtlioh von einander versehieden, 

Hatte nun g(x) eme der bereits vorhandenen Nullstellen x y mehr als 

n-maL so milBte y(x) zum mindesten durch (x — x also— 

? ^ VJ ' (SO-ttv)** 
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noch duroh (% — x r ) teilbar sein und somit die Nullstelle x v besitzen. 
Da aber: 

( 17 ) , 9(X \n - -«»■(*- ^l)" 1 •••(«“ )"^ ( X “ *v +1)^ 1 ••■(*- 

(X — Xy) y 

und fttr x™x y keiner der Faktoren a nt (x y —a;,) • ■■(&,— (# v — ® v+ i) 

• '(x y — £ t ) den Wert Null annimmt, so ist damit die Unmoglichkeit der 
obigen Annahme bewiesen. 

Hatte andererseits g{x) eine von x lt x t) . x h yerscbiedene Null- 
stelle x k+1 , so mtlfite: 

(18) 9( x h+i) “ a %' O^+i ~ x \T l { x h+i ~~ ^i )"*’' ’ ( x k+\~~ x *) %h 

verschwinden, was wiederum unmdglich ist, da keiner der rechts stehen- 
den Faktoren den Wert Null hat. 

6 . Die beim Beweise des letzten Satzes angewendeten Schltlsse be- 
ruhen wesentlioh anf der Yoraussetzung, daB a n yon Null versohieden ist. 
Lafit man die Moghchkeit zu, dafi a n =■ 0 sein darf, so wird in der Tat 
die rechte Seite yon GL (17) fflr x = x y , desgl die reohte Seite yon 
Gl. (18) dann und nur dann verschwinden, wenn a n = 0 ist Also: Soli 
g(x) noch eme (n + l) to Nullstelle haben, so ist das nur dann moglich, 
wenn a n -= 0 ist. Dadureh reduziert sich aber g(x) auf die ganze Funk- 

tion (n — 1)*“ Grades a^a?" 1 + a H _ t a !"“*H- a t x + a 0 , und es 

ergibt sich duroh die namliche Sohlufiweise, daB auch a H _ 1 — 0 sein muB. 
Analog folgt dann aber, daB Such jeder der Bbngen Koeffizienten den 
Wert Null haben muB, und man erhalt somit den folgenden Satz: 

Eine gange Funlction n im Grades mit mehr als n NuUsteUen 
ist identisch Null, d. h. jeder ihrer Koeffigienten mufi gleich Null 
sein, und sie verschwindet somit fur jeden bdiebigen Wert von x. 
Daraus folgt a fortiori: 

Verschwindet eme ganee Funlction bdiebigen Grades fur ein 
noch so hleines Wertekontinmm von x (Linien- odor Fldchenstuck), 
so verschwindet sie fur jedes x 

Femer ergibt sich der folgende wichtige Identitatssate ftir zwei ganze 
Funktionen: 

Sfommen die Werte sweier ganeen Funktionen: 


g(x) - a n x n + -1 + ■ • 4- a k x + a 0 

fix) “ K xm +K-i xTr> ~ 1 + - • + M + h 


wo etwa n ^ m, 


fur mehr als n SteUen uberein, so sind sie identisch, d. h. die 
Koeffigienten gleich hoher Poteneen sind bemehtmgsweise einander 
gleich. 
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Denn die Differenz: 

g(x) — f{x) - a n X* + • ■ + (a m - &JaS"+ • --+( 01 “ h x )x + (a 0 -6 0 ) 

1 st eine ganze Funktion »*“ Grades znit mehr als n Nulletellen, so daB also: 

a H = 0, . a m+1 — 0, a M — b m = 0, . ^ \ “ 0, a 0 — b 0 = 0 

6. Die Zerlegung einer ganzen Funktion tt 4 ® 11 Grades in Linearfak- 
toren ist offenbar (abgesehen von der Anordnong der Faktoren) nnr auf 
eine einzige Weise moglich. Denn bezeiebnet man wiederum mit x± t 
x %} .. x H die n Nullstellen von g{x) (unter denen beliebig viele ein- 
ander gleicb sein kftnnen), so hat man jedenfalls: 

g{x) - a n (x - x x )(x - a 1 *).. (x - x n ), 

wenn das hSchste Glied von g(x) bedeutet. Angenommen man hatte 
auBerdem: 

g{x) = a n '(x - Ofa - *>') ■ • • (0 - x n '), 

so folgt zun&chst, das x XJ x%, • • , xj wiederum die s&mtlichen Wurzeln 
von g(x), also in lrgendeiner Anordnung mit den Zahlen x XJ x a> . .x n 
identisoh sein mtlseen Daraus folgt dann schlieBlich, daB auch a„' — a n 
sein muB, d h. es gibt in der Tat nur eine Darstellung der gedaohten Art 
Femer ergibt sich, dafi eine ganee Funktion n ten Grades dutch ihre n 
Nullstetten his mf einen konstanten Faktor eindeutig bestmmt ist. Man hat 
namlich, wenn wiederum x lt x if . x n die samtlichen Nullstellen irgend- 
einer ganzen Funktion g(x) vorstellen: 

n 

(19) g(x) - 0 ■ (x - x^){x -*,).••(*- a,) - G ]^(x-x t ), 

1 

wo 0 eine noeh willktlrlich bleibende Konstante bedeutet. 

WeiB man noch, daB die betreffende ganze Funktion ftir lrgendeine 
Stelle x 0 einen gewissen Wert y 0 annimmt, so ist 0 eindeutig bestimmt. 
Denn man hat: 

II 



X — Xy 

® 0 X* 


und daher: 

( 20 ) 
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§ 23. Bedingungen ffir die Existenz mehrfacher Wnrzeln. — 
Einheitswurzeln. 


1 Ist a^ eine Nullstelle yon g(x), so mmmt wegen g{x t ) =» 0 die 
Entwiokelung von g(x) nach Potenzen von (x — x x ) (s. § 19, Gl. (28), 
S. 179) die Form an: 

(i) K«) - ^ - *i) + ^ (*-*,)*+•• + ? ^ 

Bestehen jetzt neben der Beziehung g(xf) = 0 auch noch die weiteren: 


( 2 ) g' (x 1 ) - 0 , g"(x x ) - 0, ..., g m ~\xf) - 0 (dagegen: |^ (m) («i)| > 0 ), 
so geht die obige Entwiokelung in die folgende fiber: 


(3) 


9(x) 


fe) 

m ! 


(x - 


welche erkennen laflt, dafi x x eine m-fache Nullstelle von g(z) sein 
mufi. Also: 

Jede gemetnsame NuiUsteUe x x von g(x), <f (x),.. , ^ m ” 1) (a:), 
welche Tceine Nullstelle von g( m) (x) darsteUt, ist eine m-fache Nudr 
stelle von g(x) 

Es gilt aber aucb das Umgekehrte, dafi ffir jede m-fache Nullstelle 
x x von g(x) auch g'(x x ), ..., g^ m ~ 1 \x x ) verschwinden mfissen, wahrend 
g {m) (x x ) von Null verschieden ist. Denn hat g(x) die Nullstelle x 1 mehr 
als ewmal, so folgt zunachst, dafi x x jedenfalls eine Nullstelle von 
und somit, wegen der Beziehung: 

— +^r (* + + (* - 


(4) 


a? — «, " v * 2! 1 ' n! 

auch eine Nullstelle von^'(a;) sein mufi, so dafi sioh die letzte Gleichung 
nach Division mit (x — x x ~) auf die folgende reduziert: 


9'\xi) , s"{x) 


(K\ gw _ y , 
W (a — x,)* 2 + 


8! 


(X - £,) + ■ • + 


g (w) (gi) 

Ml 


(x — a;!)”" 1 - 


Daraus ergibt sich dann analog, dafi auch g"(x x ) verschwinden mufi, 
falls g(x) die Nullstelle x x mehr als stoeimal hat. Und in dieser Weise 
weiter fortsohliefiend findet man, dafi ffir x°~x x alle Derivierten bis ^ m- 1 )(a;) 
inklusive verschwinden mfissen, falls x x eine m-fache Nullstelle von g\x) 
sein solL Dagegen mufi dann ^ m ^{xf) von Null verschieden sein, da andem- 
falls x x mindestens eine (m + l)-fache Nullstelle von g(x) ware. Somit 
gilt der Satz: 

Die notwendige und hinreichende BedwgUng dafilr, dafi 
x x eine m-fache Nullstelle von g(x) darsteUt, bestekt darin, dafi neben 
g(x x ) auch g\xf), g"(x x ), .., 0 (m “ 1 >(a; 1 ) dber ntcht: g {m) (x x ) ver- 
schmnden 
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Derails ergibt sich noch, daB jede m-fache Nullstelle von g{x) genau 
eine (m — l)-fache von g(x) und allgemein eine (m — v)-fache (y — 1 , 
2, .. m — 1) von < 7 ^ (x) sein muB; und ferner: daB jede mehrfache Null- 
stelle yon g(x) eine NulisteUe von g (x) sein muB, und daB somit die 
Gesamtheit der mehrfachen Nullstellen you g(x) mit derjenigen der ge- 
memsamen Nullstellen you g(x) und / {%) identisch ist 

2. Wir machen zunachst eine Anwendung des eben gefundenen Re- 
sultates auf die besondere ganze Funktion: 

(6) g(x) — re" — 1 
Da hier: 

(7) g f (x) = n x*~ x , 

so folgt, daB g'{pc) die (» — l)fache Nulls telle x — 0 besitzt; und da 
audererseits g{x) fdr x =- 0 nicht verschwindet, so kann g{x) tlberhaupt 
keine gemeinsame Nullstelle mit g'{x) f alBo Tceine mehrfache Nullstelle 
beBitzen. Somit ergibt aioh der Satz: 

Die Gleichung x n — 1 hat stets n verschiedene Wurseln , 
wdche als die » Einheits wurzeln n** Grades (hiireer: die n k * 
Eihheitstourzeln) besseichnet werden 

Eine dieser Wurzeln hat offenbar ftir jeden Wert von n den Wert 
x —> 1. Die tibrigen n — 1 miissen dann naeh Nr 1 des vorigen Para- 
graphen die Wurzeln der Gleichung: 

( 8 ) 1-0 

sein. 

Ist n gerade, so genfigt offenbar auch x — — 1 der Gleichung x n •= 1 
bzw. der Gleichung ( 8 ). Weitere reelle Wurzeln kann dieaelbe offenbar 
nieht besitzen, da aus 1 stets auch |z| n — 1 , d. h | a? | — 1 folgt. 
Die samtlichen Eiriheitswurzd/n werden also dnrcb Punkte reprasentiert, 
welche auf der Peripherie des Einheitshreises (d. h. eines um den Null- 
punkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises) liegen. 

Bedeutet a lrgend eine Einheitswurzel und ist etwa: 

(9) a — a + /Si (wo: a* -|- /3 s — 1), 
so hat man: 

( 10 ) (I)" - ? “ 1 and:-i-- « -/»• 

d. h gleiohzeitig mit a ist auch eine w te Einheitswurzel, und zwar 
sind a und ^ stets Tionjugiert. 1 ) 


1) Gilt auob far a «— ± da ja eine reelle Zabl sioh aelbat Tionjugiert ist 
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Da femer, falls wiederum a"«= 1, fttr jedes ganzzahlige p folgt: 

(11) (a±p)»- (a")±p- 1, 

bo stellt gleichzeitig mit a auch jede ganzzahlige Potenz a* p eine » te Ein- 
heitswurzel vor. 

Auch erkennt man ohne weiteres, dafi das Produkt , sowie der 
Quotient zweier n*®” Einheitswurzelu a und a ' stets wiedermn eine 
n to EinheitBwurzel liefert, denn man hat: 

(12) (o ■ o')" — a"- o'" — 1, ($)■-£-1. 

3. Sieht man von dem (trivialen) Falle n **= 2 ab, welcher nur die 
beiden Wurzeln ± 1 liefert, bo besitzt die Gleichung x n -= 1 nach dem 
bisher Gesagten stets (mindestens zwei) nicht-reelle Wurzeln, fiber deren 
Yerteilung auf dem Einheitskreise sich folgendes anssagen laBt. 

Bedeutet a irgend eine komplexe Zahl mit dem Absolutwerte 1, also, 
geometrisch gesprochen, einen auf dem Einheitskreise liegenden Pnnkt, 
dessen Radiusvektor mit der positiven reellen Achse einen gewissen 
Winkel <9 bilden m6ge, bo liegt (nach § 14, Nr. 4, S. 138) der Punkt 
a 9 ■= a • a gleichfalls auf dem Einheitskreise, und zwar auf dem Radius, 
der mit der reellen Achse den Winkel 20- bildet, ebenso a B —o-a* 
auf dem Radius mit dem Richtungswinkel 3# usf. 

Denkt man sich also den Einheitskreis durch n aquidistante Pnnkte, 
mit dem Punkte 1 beginnend und in der Richtung der wachsenden Win¬ 
kel mit Oj, a s , ..., o n _ x bezeichnet, in n gleiohe TeilbSgen zerlegt, so 
hat man: a 9 — a 9 , a\ — a,, ..., aj _1 — und schliefilich: a* «= 1. Es 
existiert also eine ganz bestimmte, n&mlich, geometrisch gesprochen, dem 
Punkte 1 auf der oberen Halbebene nachstgelegene »*• Einheitswurzel a t 
von der Bosch affenheit, dafl die samtlichen n Einheitswurzelu in der 
Form Oj, aj, ..., ay -1 , aj(— a°) darstellbar sind. Sie mag als die »*• 
Gmufeinheitswurzel bezeichnet werden und ist arithmetisoh offenbar 
daduroh charakterisiert, dafi sie outer den nicht-reellen Wurzeln einen 
mdasmalen reellen und zugleich einen posUiv-imaginaren Teil besitzt. 

Es hat keine besondere Schwierigkeit, das Yorstehende (lediglich zu 
Torlaufiger Orientierung) auf geometrischem Wege abgeleitete Ergebnis 
rein arithmetisch (und zwar, abgesehen von dem als gegeben anzusehen- 
den Satze fiber die Wwredexistene, sogar „rein algebraisch“ d. h. ohne Zu- 
hilfenahme „transzendented Funktionen) zu begrflnden Wir sehen jedooh 
davon ab, da wir sehr bald Yeranlassung haben werden, den fdr uns zu- 
nfichst besonders wichtigen Fall n — 2 m ganz unabhangig von dem Fun- 
damentalsatze der Algebra und den daran geknflpften Folgerungen mit 



198 AbBohnitt L Kap in. Rationale Fonkt. e kompl Ver&nderliohen Nr. 1 


aller Ausftlhrlichkeit zu behandeln, andererseits fdr die Funktionentheorie 
der Zusammenhang der Einheitswurzeln mit gewissen transzendenten 
Funktionen spaterhin doch nicht entbehrt werden kann 

§ 24. Die Interpolationsformel von Lagrange. 

1. Aus dem Satze, dafi jede gauze Funktion Grades n Nullstellen 
besitzt, folgt offenbar obne weiteres der allgemeinere Satz, dafi sie emeu 
beliebig vorgeschnebenen Wert a ftlr n (verscbiedene bzw. auch samt- 
lich oder teilweise „zusammeiifalleiide“) Stellen annehmen mufi. Denn 
die ganze Funktion g{x) — a -wird ftlr n Stellen x 1 , x s , x n zu Null 
nnd man hat somit g(x 9 ) — a (ftlr v — 1 , 2, . , n) Dabei konnen aber 

wiedemm outer den Zahlen x 9 beliebig viele emander gleich sein; ist 
dann etwa x' eine m-fache Nullstelle von g(x) — a, ist also ^(a;) — a 
duroh (x — x r ) m } aber keine hfihere Potenz von ( x — x') teilbar, so sageu 
wir analog mit der frtlher gebraucbten Ausdrucksweise: es nehme g(x) 
an der Stelle x — x' den Wert a m-mal an nnd wir zShlen eine solcbe 
Stelle wiederum fllr m Stellen mit dem Werte g(x') «= a 

Eine ganze Funktion n* n Grades, die lrgendeinen Wert a ofter als 
M-mal annimmt, mnfi offenbar konstant, namlich durehweg =— a sein 

An die vorstehende Betrachtnng knlipft sich naturgemafi die Frage, 
inwieweit eine ganze Funktion »*“ Grades bestimmt ist, wenn statt 
der Nullstellen eine geeignete Anznbl yon Stellen x 9 gegeben ist, fllr 
welche sie eine Beihe beliebig vorgeschriebener Werte y v annehmen 
soli. Wir zeigen: 

Es gibt stets eine und nur eine ganze Fnnktion hochstens 
vom «*" Grade , welche fur (n -f 1) beliebig vorgeschriebene ver- 
schiedene SieUen x 9 (v =>0,1, , n) die (n 4- 1) gleichfaUs be¬ 

liebig vorgeschnebenen (verschiedenen oder auch teilweise gleichen) 
Werte y 9 annimmt. 

Beweis. Man kann zunachst eine ganze Funktion g 9 (x) bilden, 
welche ftlr die Stellen x or . x 9 _ lt x 9+1 , , x n verschwindet und fQr 

x — x 9 den Wert y 9 annimmt. Man hat namlich naoh G1 (20) des vor- 
letzten Paragraphen (S. 194), falls y 9 von Null verschieden: 

• ( g ~ ~ «,-i) (« — aWi) • • (« — Q 

A J Vy (a* — ®o) ■(*, —— (x 9 — ojJ ' 

Diese Formel liefert schliefilich auoh im Falle y v =*» 0 den pasBenden Wert, 
namlich: 

g,(x) - 0. 
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§ 24. Die Interpolationeformel von Lagrange 
Gibt man bier v der Reibe naob die Werte 0, 1, . , n und setzt: 

( 2 ) ».(*)> 

0 

so ist Q(x) die verlangte gauze Funktion bScbstens vom » ten Grade. 
Denn setzt man x «=■ x lt (wo (i irgendeine der Zahlen 0,1, . , n bedeutet) 
00 Yerochwinden g t (x), ?„_,(*), ;„+,(*), .. , gjx), Ahrend g M (x) 
oich a of reduziert Dabei kann sicb offenbar der Grad @(x) dadurcb 

emiedngen, dafi der Koeffizient von of* bzw die Koeffizienten von 
.. , X H - k+1 versobwinden, so dafi dann G(x) sohliefilioh nur vofn (» — 1)*®“ 
bzw (m — h) tea Grade resultiert. 

DaB aber G(x) aucb die emzige Funktion von der verlangten Be- 
sehaffenbeit ist, ergibt sicb obne weiteres daraus, dafi jede andere gauze 
Funktion n Uu (oder niedrigeren) Grades, welche den gegebenen Bedingungen 
genQgt, mit G(x) fiir (n + 1) Stellen iibereinstimmen und somit mit 
G(x) identiscb sein mtlfite Sind also die Werte y 0f y 1} . ., y n so be- 
scbaffen, dafi eine gauze Funktion y(x) von niedrigerem Grade als dem 
w ton existiert, derart dafi- y(x 0 ) - y 0 , K®i) “ Vi, /(*■)- 80 lie ‘ 

fert GL (2) mit Sicberbeit diese Funktion y(x). Andererseits wird nur 
durob den Zusatz, die zu konstruierende ganze Funktion solle hochstens 
vom Grade n sein, die fraglicbe Aufgabe zu erner eindeutigen gemacht. 
Denn, lafit man diese Bedingung fallen, so gibt es unendlich viele ganze 
Funktionen der verlangten Art, namlicb alle moglicben von der Form 
G(x) + F(x) f wo F(x) jede bdiebige ganze Funktion mit den Ntdlstetten 
x 9 (v — 0, 1, .. , n) bedeutet, also jede, die den in Gl (5) der folgenden 
Seite mit P(x) bezeichneten Faktor (n + l) ton Grades besitzt (selbstver- 
standlicb mit Einscblufi von P(x) selbst) 

Die Gleichung (2) (in Verbindung mit Gleiohung (1)) wird als die 
Lagrange sche Interpolationeformel bezeicbnet. Smd die x v) y v samtlicb 
reell und schrankt man aucb die Yeranderlicbe x auf das reelle Gebiet 
ein, so lost dieselbe, geometriscb gedeutet, das folgende Problem: Durch 
(n + 1) gegebene Punkte (x t , y v ) eine parabolische Kwrve n m Grades , d. h. 
eine Kwrve von der Gleichangsform: y — a n x n + a n _ i sf l ~ 1 + . -|- a 0 

m legen 

2. Die in Gl. (2) auftretenden Funktionen g t (x) gestatten nocb eine 
etwas einfacbere Scbreibweise als die in (1) angegebene 1st: 

ff(x)^a n (x-x 1 )(x-x ,)•• (x-xj, 
so folgt aus § 19, Gl. (18), S. 176, dafi: 

II fl 

3) , (®“®*-i)(®“**+i) "(®-®«)- 

i v i 
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Hieraus folgt epeziell, da fiir x = alle Glieder mit Ausnahme 

des ftir v — fi resnltierenden verachwmden: 


(4) =IX ‘ a n( X ti~ X l)“ ( X fi X n-l){ X n~ X n + i) l> '( X fi-* X n)‘ 

' f*' St a 

Um mit Silfe dieser Formel die Gleichung (1) zu vereisfachen, werde 


gUBBUZiUi 

(6) (*“*!)•■ (* - x n ) « P(tf), 

also mit Bentttztmg von GL (4): 

> N , P(«) 

^ W “ y* ‘ jp'^) . (i — > 

so daB die Lagrmgmh.$ Interpolationsfomel nunmehr die Form annimmt: 


( 6 ) 


ft 


m 


0 


Jy . P(a) 

JP (#*) « — a P ‘ 


§ 25. Symmetriiche Fnnktionen der Wnrzeln einer algebraischeu 
Gleichung twd deren Daratellung als Funktionen derKoefflzienten. 

1. Sind x i) x t> ., tt H die n Nullstellen der gauzes. Function: 
g(at) — ■ “ + tHflJ 4- Og, 


k— af -f —” 1 

U a Chi U a blii 


bo hat mant 

(1) 

und atlderef seitB i 

(2) “ (® — %) (® “- «|) * * • (flJ — #*)» 

Ftihrt man die angedeutete Multiplikation aue und setzt Bur Abktirzting: 

n n — 1 


(3) 


2’ x ’~‘2 :t ” S'S'WhS****' 

1 V i t +i V* 

» n —1 w—2 


S 9 


*i*»*'» 


usf v d. h. hezeichnet man allgemein die Summe der (ale Pfodukte aufzu- 
fassenden) Kombmationen (ohne Wiederholtmg) der Zahlen x t) x n 

zmr x ton ElaflBe mit: 

2 x * ■ “ x ** * 

V 1*» u 
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so liefert die Yergleichung der Koeffizienten gleich holier Potenzen yon 
x in den beiden Ausdrtlcken (1) und (2) die Beziehungen* 


w 


■" ~2*. - - <A + x, + 

V 

a n i 


+ X n) 


# 






{ -(— l)”* * * * ^«, 

n 

d. h die durch den Koeffizienten von of 1 dividierten Koeffizienten von 
g(x) sind durch die verachiedenen KontbinaUonsstmmen der Wnrzeln 
von g{x) — 0 daratellbar. Parana erkennt man wiederum, daft dieae 
Koeffizienten dnrch die n Wurzeln bis anf einen konatanten Faktor ein- 
deutig beatimmt sind. 

2. Fafit man die Gleichungen (4) umgekehrt auf, so besagen sie, dafl 
die Kombinationssnnunen der Wurzeln rational dnrch die Koeffizienten 
a v daratellbar sind. Dieae Eigenachaft kommt aber einer aehr allgememen 
Klasse von Yerbindungen der Wnrzeln zu, von denen wir zunachst 
die sogenannten Potenzsumnten : 

n 

V B) s K — x ± * + ®,* • • • 4- x* —^jx v * 

i" 

(wo also speziell: 8 t •* ■— in Betracht ziehen wollen. Dm die Be- 

ziehnng zwiachen den 8 n nnd den Koeffizienten a„ aufzufinden, yergleichen 
wir den uraprtlnglichen Ansdrack der Deririerten g'(x) t nfonlich: 


( 6 ) fa) 

—n ■ a,,®" -1 +(h— 1) • +(n— 2) a^ t ®*~ # +(n—3) a„_ s H-1- % 

mit dem im forigen Paragraphen Gl. (3) beniltzten 1 ): 


J) 



2 ^1 ( we 8 ent 9W " °)* 


1) In dem dortigen ZuBammenhange tinter der VorauBsetzung, dafi a 1 , x t , t x n 
durchweg von einander verschteden > was aber fQr die Gfiltigkeit der Formel ohne 
Belong ist (vgl S 176, Fnfinote 1). 
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Urn den letzteren nach Potenzen von x zu ordnen, bilden wit zu- 
nachst: 

g(x) — g(x y ) 


x — x v 


or — x „ 


a 1 — 


® h- i 4, n-i ^-1 r n-® 

, w Wu I , «V - li/ tf . 

oj — x„ jo — a; — ~^' a > x — x r 


g(x) — g(x v ) 
x — x„ 


oder, indem man die einzelnen Divisionen ausfQhrt: 

( 8 ) 

— o^af -1 4 a n x v a?*” 8 4 a* «„* «"~ 8 4 a*a> 8 ■ 3 B “ 4 4 

+ <*,_! ® n “* + + a n _ 1 ^V~ 4 + 

4 a„_ a • 3 n ' 8 + o n _ 8 ®v s"' 4 4 
+ a n _ 8 *"-‘4 
4 


+ a B a;,- 1 

4 a n-l V* 
4 a *-j^ s " 8 
4 «n-8^"" 1 


4 0 a 


4 

so dafi Gl. (7) init Benutzung der Bezeichnung (5) die folgende Form 
annimmt: 


( 8 ) 

— wa w aj n “ 1 4a B s 1 
4»« b _! 




11-5 4 «„ S * 
4a n _r‘fi 

4«ffl„-» 


+ lic"" 8 4a B s 8 af"*4- 

+ a «-l S l + a «-l !, n-* 

4 a®i 4 ^n_jS n _ 8 

4 wa n _„ + a n-8 5 n-4 

4 • • • 

4<V! 
4wa,. 

Durch Yergleiohung der Koeffizienten der Ausdrflcbe (9) und (6) 
ergeben sicb daher die folgenden Beziehungen: 

a «h 4 - (» - l)« M _i 

a n*s 4 a n _ t s t + na H _ t - (w - 2)a M _, 

Vi4«»_iSj 4 4 — (w — 3)a B _ 8 

a n 8 n-1 4 tt n-l S *-l 4 + ”4 0| S 1 4 = O t 

oder, anders gescbrieben, die „Newtonschen Formdn ": 
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a n S l + a n-l ™ 0 

a nh + ■+ 2a n _, =- 0 

a n S 8 + + 3® n -8 “ ^ 

a n 8 n -1 + a n-l S n-i + ®n-8 S n-8 + ' + <h S l + ( W ~ *) a i “ ^ 

. man hat allgemein: 

0 Mx + «„-lSx-l+-+«n-x + lS 1 + 9 « l »-x-0 (*—1,2, W-l), 

Rekwrsionsformel, mit Hilfe deren man zunachst s x als lmearen Aus- 
ik. in — • ■, %l=js und in s,, fij,.. , s x _i nut ganzzahligen Koeffizienten 

somit schlieBlich ala ganze rationale Funktion von -~ } • , 

° a n “» 

ganzzahligen Koeffizienten findet. 1 ) Es ergibt sich z B.; 

» ' s i -=-}r{al_ 1 -2a n _ i a n ) 

°n 

*a “ — "jr ( a «-i — 3o fl _,a B _ 1 a (l + Sa^a*) 
usf 

Will man allgemein ffir s x eine explizite Darstellung durch die Ko- 
sienten a f ahleiten, so setze man die GHeichungen (10) bia zur x** n hin 
lie Form: 

+ 0 ■ Sg + 0*Sj + ■ • • + 0 ■ s x ™ i 

a n-i s i + a * s 2 + 0s 3 H-+ ° s x — — 2a n _, 

+ a M s 0 H-+ 0 • s x — — 3a 1l _ 8 

«.-x + l S l + flk-x + l 4 '! + «.-* + S®» + •’ + a n 8 X “ ~ Xfl «-x 

(*- 1, 2, .. , w - 1). 

Determinante dieses Systems ergibt sich: 


a * 0 0 

«*-1 a . 0 


‘*-8 "n-l » 


0 

0 

0 -a„ 

0 


a *-x + i a *-x + S a n-x+8 


1) 1st a n —= 1, bo erBobeinen also die PotenzBummen s x ala ganze Funktionen 
Koeffizienten , a n - x mit gftnzzahligen Koeffizienten 
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Setzt man sodann: 

a n 0 0 • - a n _ 1 

0*-i <*« 0 --Van-* 

( 13 ) a H _ t a B _i a, • -3 a„_ 8 


x + 1 a *-x + l a n-x + » ‘ * 

Xfl «-x 

1 


a n-l 

a n 

0 

. ..o 

2a M _ a 

a i 

n— 1 


■ 0 

-(- 1 )” a»._. 

a . 

n— 9 

<*n-l 

••0 


I — x ^n — x + i^n — x+i ' * ' ^n—1 I 

-(-!)"• 4. 

so ergibt Bicb: 

(14) s *-(iir Y J " 1)- 1 ) 

Dm eine Formel zur Darstellung Ton s K filr x zu finden, benutzt 
man die Identdtat: 

(15) a n x* + 1 H-|- + a 0 - 0 (v - 1,2,..., n). 

Legt man hier dem Index v sukzeBsive die Werte 1, 2, ..n bei ; bo er¬ 
gibt sich dutch Addition aller resultierenden Q-leichungen: 

( 16 ) + ■ ■ • + - 0 , 

eine Formel zur Bereohpung von 8 n) die offenbar noch genau die Gestalt 
der Formel (10) bat, bzw. filr x — n daraus hervorgeht. 

Multipliziert man sodann Gl. (15) mit einer beliebigen positiven 
ganzzabligen Potenz x*, bo folgt, wenn man wiedemm v — 1, 2 f ..n 
setzt und alles addiert: 

(I'O a n fi n+p+ a *-l S ii+j»-l + ’ ‘+ fl l S p + l + ^ (P “ 2, 8, 

1) Utet man umgekehrt daa Linearey-stem (10) nach anf, so ergibt rioh 
Ennftehst fftr x 1, 2, ..(n — 1): 

1 0 ...0 

«, t 1 a ... o 

— , **| i| ... o 4 

*! . 

®K —1 ®x —■ • • • • (* 

8 * ®IC-1 — * • • *1 

Dieses Resoltat gilt dann mit Hiniunahme ton QL (16) anoh noch filr x — n. 
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also erne Reknrsionsformel zur Berechnung yon 8 n+p fdr p ■= 1, 2, 3,.. 
(fttr p — 0 geht dieselbe, wegen s 0 — n, wieder in die Formel (16) fiber). 1 ) 
Es ergibt sich somit das Eesnltat: 

Die Potenesummen behebigen (positiven, gamzahltgen) Grades 
der n NullsieUen einer ganzen Funktion ( Wurjseln einer Gleichung) 
n tm Grades smd als game FunMionen der durch a n (d. h. dutch 


1) Die Gleiohuug (17) bleibt offenbar auoh rich tig, wcnn man p dnrch — p 

n 

eraetzt (irobei dann s_ x BelbBtveratandlioh die Bedeutung von hat) Nunmt 

i 

man speziell p *=• — 1, bo wud- 

a n 8 n-i “t“ + * ■ + a i*o “1“ “o®-! “ IB 0 

Man kann also zun&chat mit Hilfe von s 0 , s 1 , . 8 n -i rational dnrch die 
Koeffizienten ansdrfioken. Ebenso lflflt sioh dann s_, mit Hilfe von s 0 , 8 t , .., 
ala rationale Funktion der Koeffizienten darBtellen naf. 

Man kann aber anoh s_ n dtrekt, d. h. ohne die Vermittelung von. 

, s,, ., s n _!, dnrch die Koeffizienten ausdrtioken. Setzt man n&mlioh a; , 

ao geht g(as) naoh Mnltiplikation mit y n fiber in: 

f(y) = ®o !/ n + y n ~ i + + + 

Bezeiohnet man dann die Wurzeln von f(y) mit y v {v =» 1, 2, , n), bo hat man 




nnd daher ■ 


s_. 


']£}y x v, 


d h die a_ x drfioken aioh genau m deraelben Weiae dnrch die Koeffizienten von 
f(}/) auB, wie die s x dnrch dicyemgen von g(x). Man flndet alad naoh Analogic 
von (11) 

a i 

s_i -p- 


s_ t = - i (Oi , -2a 1 ) 

“o 

«-a — — —i (“i* — 8a,<*i Oi + «<,*«•). 

nnd allgemein geht s_ x ana s K hervor, indem man jeden Koeffizienten 

a n~* (* = 0> 1, 2 , • ) 

dnrch a v enetzt Ea eisoheint somit s_ x ala gante Funktion von 

■ ,■&■(«£») taw ■■,%■(*£«) 

a o “o a 0 “ a o a o 

1st alio Bpeziell a 0 ■-1, ao eraohemen die a_ x ala gante Funktionen von 

n x bzw. a L , •• i a> n 

mit ganzzahligen Koeffizienten. 
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den Koeffizienten von x n ) dividierten Koeffizienten mit ganzzahfogm 
Koeffizienten darstellbar. 

Oder auch, da ja die Quotienten (v — 0, 1, . n — 1) den mit be- 
stimmtem Vorzeichen versehenen Kombinationssammen der x v gleioh sind: 

Die Potenzsummen der n Elemente x 1} x at . , x n laasen sich 
als ganze FmMionen der Kombmationssummen mit ganzzahhgen 
Koeffizienten darsteUen 

3 Die Kombinations- und Potenzsummen von n Elementen x lf 
x a , . x n besitzen die gemeinsame charakteristische Eigensohaft, dafi 
Bie gauze symmetrische Fnnktionen jener n Grofien sind, d h. dafi sie 
ungedndert bleiben, falls man irgendzwei Elemente x^ x v miteinander ver- 
tauscht. Es lafit sicb mm zeigen, dafi jede ganze symmetrische Funk- 
tion von re,, x a , .. x n als ganze Fnnktion der Potenzsnmmen s x und 
somit, falls man wiederum die x v als Nullstellen einer ganzen Fnnktion 
g(x) — a B aJ" + 1 + • + a x x + a 0 auffafit, als ganze Funktion 

der — (y — 0, 1, . n — 1) sioh dorstellen l&Bt. 

a n 

Hierzu betraobten wir zunachst einen Ausdrnck von der Form: 

(18) <p x - 9> [Pi> Pi, • •, ' x %> 

wo die p x beliebige, aber feste positive ganze Zablen bedeuten, die zu¬ 
nachst ausdriioklich als samtlich verschteden angenommen werden, und 
wo die angedeutete Summation auf alle moglichen Kombinationen zur x*” 
Klasse nebst Permwtationen von n Elementen x t) x %} ..x H (Anzahl: 
n(n — 1) • ■ • (» — x + 1)) sich erstrecken soli. 1 ) Der Ausdruok <p x stellt 
dann offenbar eine ganze symmetrische Funktion der x 1) x a , .. , x n dar, 
da bei einer Yertauschung von und x v lediglich die Reihenfolge der in 
cp x enthaltenen Summanden geandert wird. 

Man hat nun zunachst: 

(19) <Pi - <P LPil —2 " s px 
1) In anafilhxlioherer Sohreibweiae h&tte man also. 

n n n 

y*-2 .1 • ■ x Z' 

i i i 

wobei aber die Summation so einzuaohr&nken ist, dafi niemala irgendzwei der 
Indizea v t , . v x einander gleioh werden aollen — Man bezeiohnet eine 
ganze Fnnktion mehrerer Elemente bzw. Yariablen bei der jedea Glied die 
gloiobe Anzahl n von Faktoren x r enth&lt ala homogen vom Grade n Die (p x aind 
also homogen vom Grade p t + ft + • • + p x 
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Bildet man sodann: 

v <h -2 x h -2 -2 x it x z +2 x <: +r ' 


. . = V* “I - ^Pi+ft » 

so ergibt sich: 

( 20 ) ft — S ft « p ,-s R+ft 

Angenommen nun, man batte fiir irgendeinen Wert x das zugebonge 
cp x in abnlicber Weise wie qp a ala ganze Funktion yon Potenzsnmmen 
mit ganzzabligen Koeffizienten dargestellt, so bilde man: 


Px + l 






J X + 1 . «Pl 

X+l I'l 




x p x. 


wobei sich durch Ausfttbrung der angedeuteten Multiplikation ergibt. 


s 

Vx + l 


<Px=2 




$Px x p * +i 
*x v x+i 


+. 2 
+2 


XPi+Px + 1 x p * • • • X p * + ■ • + 

X Pl X Pl ' X p *~ l xP* + p * +i 
r i ’i **-i r x 


" <Px + l + 9>[ft + P*+l>Pl> • 1 1 Pxl + * • * + 


nnd daher: 


(21 ) <Px+i“^ + 1 '9 j *-‘P|>i+P* + i,JP 8 > ■ Pxl-- 

- <PlPl>Pi,‘-‘Px+uPx + J»« + l]- 

Da die reohts aoftretenden qp-Funktionen durchweg yon der Form 
(p x smd (d. b. da jeder ibrer Terme aus x Faktoren bestebt), so sind sie 
infolge der gemacbten Voranssetznng samtliob als ganze Funktionen der 
Potenzsnmmen mit ganzzabligen Koeffizienten darstellbar, und aomit lie- 
fert Gl. (21) das gleiobe Resultat filr <p x+v Nachdem aber die Moglicb- 
keit der fraglicben Darstellnng fiir <p a erwiesen (Gl. (20)), gilt sie nun- 
mebr ffir den eundchst hoheren nnd da mit soblieBlich fiir jeden hoheren 
Index x. 

Die yorstebenden Resultate erleiden eme leicbt zu fibersebende Ab¬ 
andoning, wenn mebrere der Exponenten p v einander gleich sind, da als- 
dann bei der Bildung yon alien uberhaupt mogltchen Permutationen Gruppen 
yon gleichen Gliedern yorkommen werden, die man bebufs Herstellnng 
der emfachsten symmetnacben Fnnktionen der betracbteten Art offenbar 
auf je ein eineiges Glied reduzieren kann. 1st z. B. p t — p a , so liefert die 
Permutation ® * • x Px und x Pl ■ x* fiir jedes Wertepaar (i, v den ndm- 
lichen Ausdmok und die Gesamtzahl der wirkliob verschiedenen Glieder 
reduziert siob somit auf die Halfte der ursprtinglicben. Hatte man 
*mp a -*p S} so wiirde aus xj*x**x* fiir die 31 moglicben Permutationen 
jedes WerteBystems A, p } v immer wieder dasselbe Glied zum Vorschein 
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kommen, d. h. die Anzahl der versehiedenen Glieder reduziert sioli auf 
der ursprttnglicben. 

Allgemein: Sind unter den x Exponenten p l} p x je m 1} m 3 , 

... t m x einander gleich (wo die einzelnen 1 and % -f- w s -f- 
and bezeiohnet wieder cp x die Samme atter uberhaupt moglichen Permuta- 
tionen, dagegen lediglicb die Samme oiler moglichen, 

wirklich verschiedenen Glieder, so bat man: 


( 22 ) 




m^m,! . %! 


9\ 


wo die tp x genau die frtihere Bedeatong haben. 

4 Betracbtet man jetzt eine beliebige game symmetrische Funktion 
G(x l , a?,, ..., £„), so ist leicbt zu erkennen, dafi eine solcbe immer nor 
auB einem Aggregat von Funktionen der Form ytaf'xf*. .. xf* besteben 

“ *1 V 

kann. Denn da ein Glied von der Form C„ • x Pl x pi . .. x?* bei Yomabme 

1 v% v * 

aller moglicben Permatationen der x v sdkzessive in die s amt lichen ver¬ 
schiedenen Gbeder der oben mit <p x bezeichneten Funktion flbergeht, so 
maB der Aasdrack G(x it x if .. x n ) von vomherein scbon die Gesamt- 
hett der darob G x • ... x^ x dargestellten Terme enthalten, wenn 

keine jener Permutationen eine Yeran derung von G hervorbringen soil 
Somit ergibt siob mit Benbtzung des in voriger Nummer entwiokelten 
Resultates der Satz: 

Jede game symmetrische Funktion von n Elementen: G(x lt 
x t> • •> X J wfo ok game rationale Funktion der Potene- 
summen, also ouch als solche der Kombinationssummen darstellen 
(und swar wiederum mit gan&zahligen Koeffieienten, wenn die Koef- 
fieienten von G game Zahlen sind). Sind also x 1} x i} . x H 
die n NuUstellen von g(x) — a n tf* + -f- a^x + a 0 , 


so ist G{x 1 , x i} x n ) als game Funktion von —, —, ^ ar - 1 

®n 

darsteUbar (eventuell, wie oben, mit gamzdhligen Koeffieienten). 


§ 26. Division and grofiter gemeinsamer Toiler zweier ganfcer 
Funktionen. — Darstellnng des Qnotienten zweier ganzen Funk- 
tionen durch einen Eettenbrnch. 

1. Es sei n ^ m und: 

(1) "“i.®" + 0 „_iS n_1 + • • + a t x+ o 0 

\fi x ) “ b m X m -f- + ■ -4-M + &0 

Multipliziert man die zweite dieser Gleicbnngen mit: jp ■ X*~ m und sub- 
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trahiert sie von der ersten, bo folgt: 


(2) 1^*) — W “ vj $-i + <4 -1 +'' - + + Oo 11 ') 

I - \(x), 

wenn gesetzt wird: 

(2a) urf. 1 ) 

Die Koeffizienten c v (1) (y — 0, 1, ..(w — 1)) sind also homogene *) ganze 
Funktionen 2 ten Grades von a 0) , a n) b 0) . b n Sie konnen in dem 

„aUgememen Fattef 1 dnrchweg als von Null verschieden gelten, d. h. solan ge 
die a v) b v ganz willhurhche Zahlen vorstellen, zwiscben denen nicht von 
vomherein irgendwelche spezidlen Beziehungen von der Form cj^ = 0 
bestehen. 1st diese Bedingung nicht erfttllt, so erleidet das lm folgenden 
beschriebene Verfahren nur diejemgen Abweich ungen, die sich durch das 
Nullsetzen der in Frage kommenden Koeffizienten unmittelbar ergeben. 
(Ygl Fufin. 1 der folgenden Seite.) 

Die in GL (2) mit \ (a;) bezeichnete ganze Funktion ist^falls c£l x + 0, 
insbesondere m dem „dUgememen u Falle, genau vom Grade n — 1 und 

beginnt mit dem Gliede: x n ~\ 1st jetzt m ^ n — 1, so kann man 

auf das Fnnktionenpaar h^x), f{x) dieselbe Operation anwendein, wie zu- 
vor anf g(x), f(x) und erhalt auf diese Weise eine Beziehung von der Form: 

*■ (*) ■-Ijr 1 '• A*) - 57 (e> +- + +«o (,) ) 


wenn gesetzt wird: 


(8a) ereA-e 

so dafi also die c} %) homogene ganze Funktionen 2** Grades der c y W und 
b v) somit schliefilich solche Grades der a v , b v sind. Analog findet 
man, falls m <[ n — 2: 

( 4 ) {*»(*) - ^ ■ A*) ~ ^ +«,<»*+<*,<") 

I — h^x), 

und in dieser Weise weiter fortschliefiend, allgemein: 

ffM-m) i 


( 6 ) 


-h 


'n—m+t 


0 * 0 » 


1) Dieses Bildungsgesetz erstreokt sioh bis o 0 (1) ^a 0 b m — a„6 0 , wenn m — n 
ist 1st dagegen m <n, etwa: m==n—1, so reduziert sioh c 0 (1) auf a 0 b m lm 
Falle* m»n—2 wird auflerdem auch: c/ 1 * a a, K . ™ f * 

2) S FuBn. 1), 8. 206 
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wo die c, (7,-WI+1 ) (v — 0 , 1 , .. , (m — 1)) homogene game FunkHonen 
(n — m + 2) tm Grades der a vf b v Bind Durch Addition der Gleichungen 
(2), (S), (4), ..(5) und WeglasBtmg der beiden Seiten gemeinsamen 
Summanden ^(x), h^x), . . h n _ m (x ) ergibt sioh also- 


anders gescbrieben: 

(7) g{x) - f{x) • q(x) + r(x), 


wo: 


s(x) - • o.&r"'*-” + 

+ + • + 4'“’) 

>•(*) - v» + i(*) - gdffi ■ (c&r " 1 *"- 1 + c%r, m+1 >z"- a + 

+ • • • + cJ"- m +V) 

und die homogenegameFunktumen (A+l) tow Grades (A—1,2,..., (n—mj) 
der a vt b v sind. Das vorstebende Ergebnis kann zunachst folgendermaBen 
auBgesprochen werden: 

Ben beiden ganeen Funfdionen fix ) und g[x) von den Graden 
m und n, wo m ^ n, leifii sich erne game Funktion q{x) vom 
Grade n — m und erne andere r(x) hochstens 1 ) vom Grade m — 1 
euordnen, derart, dap fur jedes x die Gl. (7) besteht 
2. Diese Aussage lafit sich noch durch den Nachweis vervollstandigen, 
dafi stets nur ein solches Funktionenpaar q(x), r(x) vorhanden ist, sofem 
man nur r(x) der Bedingung unterwirft, hochstens vom Grade m — 1 
zn sein. 

Angenommen, es bestande neben der Gl. (7) noch die folgende: 
g(x) — f(x) ■ q x {x) + r x (x) (wo r^x) von einem Grade ^ m — 1), 
so wtirde folgen (fdr jedes x): 

r i («) - r(p) - ft*) ■ (2(*) ~ ft (*)), 

eine Gleichung, die nur moglich idt, wenn beide Seiten identisch Null 
sind. Denn andernfalls milfite r x {x) — r(x), d h. erne ganze Funktion 
von einem Grade m — 1, den Toiler wj twl Grades fix), also mindestens 
m Wiirzeln haben. Man findet also zunachst: 



r i(%) = ft*) 

und, da f(x) nicht identisch verschwmdet, auch: 


1) d. h der Grad von r(x) kann (geradeso wie derjenige der nut T\ (sc), . 
bezeichneten Polynome) sich eventuell erniedtigen, wenn zwiechen den 
a v , b v apezielle Besiehnngen bestehen. 
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Es gibt also in der Tat nur eme einzige Darstellang von g(x) nach Art 
der in G1 (7) gegebenen. 

Das m der vorigen Nummer eingeschlagene Verfahren znr Bestim- 
mung der beiden Funktionen q(x) imd r(x) wird als („algebraische“) Di¬ 
vision von g(x) („Dividmdus lt ) durch f(x) („Divisor*‘) bezeichnet, wie 
durch die folgende Schreibweise: 


( 8 ) 


nx) + m 


noch deutbcber zum Ausdruek gebracht wird. Dabei heiBt q{x) (stets 
vom Grade n — m) der („unvollstandige u ) Quotient , r(x) (lm allgememen 
Falle stets vom Grade m— 1, bei Speeialisierung der a v) b v eventuell 
von niedngerem Grade) der Rest der Division. 

3 Sind insbesondere die a,, b v so beschaffen, dafi: 

( 9 ) ^+1) _ o, c%Z 3 m+1) - 0, .. , c£- m +» = 0, 


so wird nach der zweiten G1 (7a) r(x) — 0 fOr jedes x und daher: 

(10) g(x) - f(x) • q(x), 

d. h in diesem Falle ist f(x) em Teller von g(x) (somit q (x) („voll- 
standiger") Quotient). Umgekehrt. Soil f{x) em Teiler von g(x) sem, so 
muB auch die rechte Seite von G1 (7) den Teller fix) haben, also muB 
r(x) f als von niedrigerem Grade, als f(x), identisch verschwmden, es mttssen 
also schliefilich die Gleichungen (9) bestehen Hiernach ergibt sich: 

Die notwendige und hmreichende Bedingung fur die Teilbcur- 
keit von g(x) (vom Grade n ^ m) durch die game Funktion m*™ 
Grades f(x) besteht m den Gleichungen (9), d h. in dem Ver¬ 
schwmden von m in bestmmter Weise aus den a v , b y msammen- 
geseteten homogenen ganzen Funktionen («i — m -f- 2) tm Grades. 
Sind dagegen die a v) b r so beschaffen, dafi r(x) sich auf eine von Null 
verschiedene Konstante r reduziert, d h bestehen die Bedingungsglei- 
cliungen (y) mit alleiniger Ausnahme der leteten (so dafi also- c 0 ^” m+1 l 
= r + 0), so wird: 

(11) g(x) = f(x) • q(x) + r 

und, da hiernach g(x) und f(x) ftir kein einssiges x gleicheeitig gu NuU 
werden konnen, so haben m diesem (aber mcht etwa nur in diesem) Falle 
g(x) und f{x) keme einzige Wurzel, also auch Tceinen Teiler gemein und 
werden, analog wie bei der entsprechenden Beziehung zwischen ganzen 
Zahlen, als relativ pnm (teilerfiemd) bezeichnet. 

4 SchlieBt man die beiden soeben besprochenen, auf die Beschaffen- 
heit von r(x) sich beziehenden Spezialfalle fiir die weitere Betrachtung aus, 
wird jetzt also angenommen, dafi r(x) weder Null, noch eine von Null 
verschiedene Konstante ist, so ist also r(x) eme ganze Funktion von x t 
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hochstens vom Grade m — 1, and zwar genau von diesem Grade, wemi 
^ eonst von niedrigerem Grade. Aladann wollen wir, da es 
sich im folgenden um eine Fortsetmng dee bisherigen Divisionsverfahreus 
nach dem Schema des Euklidischen Algorithmic handelt an Stelle von 
q(x), r(x) die Bezeichnungen q Q (x), r x (x) einftthren, so dafi also Gl. (7) 
die Form annimmt: 

o(*) + *i(*)- 

Diese Gleichung zeigt zunachst, dafi jeder gemeinsame Toiler von f(x) 
and ^(a;) auch ein Toiler von g(x) ist und, wenn man sie auf die Form 
bringt: 

r x (x) -g(x)~ f(x) q 0 (x) r 

dafi auch umgekehrt jeder gemeinsame Toiler von fix) und g(x) ein Toiler 
von r x ix), somit ein Gemeinteiler von fix) und r x (x) sein mufi Man 
wird also durch Anwendung des oben angegebenen Divisionsverfahrens 
nunmehr eine Beziehung von der Form berstellen: 

f(x) - r t (x) q x (x) + r a (x), 

welche wiederum zeigt, dafi im Falle r a (x) + 0 jeder Gemeinteiler von 
f(x) und r x (x) auch ein solcher von r x (x) und r a (x) sein mufi. Dabei 
ist r a (x) von niedrigerem Grade als (der diesmabge Divisor) r 1 (x) t also 
hochstens vom Grade m — 2 (bzw. genau von diesem Grade, falls mcht 
infolge spezieller Beziehungen zwischen den a yi b v eine Erniedrigung des 
Grades eintritt) Man findet, falls r a (x) ■+ 0, sodann weiter: 

r x (x) - r a (a) ■ q a (x) + r a («) usf. 

Da der Grad der Reste r x (x), r a (x) f r a (x), . mit ^ m — 1 beginnend 
bei jedem Schritt um mindestens eine Emheit sich emiedrigt, so mufi 
schliefilioh einmal als Rest eine ganze Funktion mUten Grades, also eine 
Konstante aufbreten, und da diese letztere, falls sie von Nidi verschieden 
sem sollte, wiederum noch als Divisor dienen kann, in jedem Falle schliefi- 
lich der Rest NuU erscheinen Man erhalt also zusammenfassend ein 
Gleiohungssystem von folgender Form: 

’g{x) -/■(*) -ffoW +n(*) 
f{x) =r t (x) q l (x) + r § (x) 

( 12 ) , r i (*) - r t (*) ft (*) + r a (pe) 

f i-»W - • &-i(») + *»(*) 

-»»(*)■&(*) 

Dabei ist im , } aUgemeinen (i Falle (genauer gesagt, wenn zwischen den a 9 , b t 
ttberhaupt koine Beziehungen besteheu oder doch zum mindesten keine 
solche, welche eine Graderniedrigung irgendeines r v (x) zur Folge hatte) 
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r ,(#) vom Grade m — v (v — 1, 2, .. k) and daher k — m, r k (x) = r m (%) 
erne von Null verschtedene Konstante, folglich, wie die vorletzte Gleichang 
zeigt, r k _ t (x) and r i _ 1 (x) relativ prim — sohlieBlich also aaoh f(x) and 
g(x) relativ prim. Das analoge findet offenbar auch im Falle h<m statt, 
wenn als r k (x) eine von Null verschiedene Konstante erscheint. 

1st dagegen r k (x) nickt konstant (was nach dem eben Gesagten nur 
im Falle k < m eintreten kann), so geht ans der vorletzten der Gleichangen 
(12) hervor, dafi r k _ l (x) and r kmm% (x) den Gemeinteiler r k (x) haben, and 
zwar, wie anmittelbar ersichtlich, als tJ groflten u Gemeinteiler (d. h. als 
solchen vom hochstmoglichen Grade). Das gleiohe gilt dann fttr r k _ t and 
r k _ , asf, sehlieBlieh fiir f(x ) and g(x). 

Hiernaob laBt sicb der grofite Gemeinteiler zweier ganzer Fanktionen 
ohne Kenntnis der gemeinsamen Warzeln darob ein dem Euklidischen 
Algorithms fUr ganze Zablen nachgebildetes Divisionsverfahren berechnen 
bzw. auf gleichem Wege das Nichtvorhandensein eines (niobt konstanten) 
Gemeinteilers feststellen. 

5. Die Gleiobangen (12) lassen sioh, wenn man statt g{x), f(x), q v (x), 
r, (x) zar Abktlrzang g, f, q v , r v sehreibt, in die Form setzen: 


(13) 


j “ 2o + y 

f 




1'k-t 




Qk-i + 


r *- 1 « 

ft 


2t- 



Durch sakzeBsives Einsetzen der zweiten bis letzten dieser Gleichangen 
in die erste gewinnt man filr den (vollstiin digen) Qaotienten der beiden 
ganzen Fanktionen g(x) and f(x ) die folgende Kettenbruch darBtellang 1 ): 


(14) 


T“2o + 


'/ “ 10 1 H, + la. + 1 la-i 

Dabei ist q Q allemal vom Grade n — «i, femer im „allgemeinen" Falle 
k m jede der ganzen Funktionen Q.\, Q.%, • ■ Q k linear, w&hrend im 


+ 


+ 11 . 
+ Iftt 


1) Bezttglioh der Sohreibweise vgl I,, § 88, S. 678, Formel (9) Der Ketten- 
bruoh gehSrt der sog. eraten Hauptform an. a a. a. 0 § 94, S. 710 
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Falle besonderer Beziehungen zwischen den a v , b v die Anzalil k der 
(v ^ 1) sich vermindem, der Grad sick entsprechend erhohen kann (wo- 
bei die Sumnie der Grade von q lf q a , . . q k stets =— m bleiben muB) 
Bezeichnet man den v ten Naherungsbruch *) des obigen Kettenbruches 

mit §, so daB also §-“20 un( ^ fttr v ^ 1: 

Slv Vo 


(IB) 



+ — + — + 
+ l9i + IS, + 


+ — 
+ 12 / 


so gelten bekanntlick fiir v 2 die Rekursionsformeln 3 ): 

(16) P„ “ 2 v P v - l + P v -3 Qy = Q*Q,-l + Qy-i 

mit den Anfangsgleichungen: 

■^o “ 2o <?o ” 1 

A=2i2o + 1 


(16a) 


worans hervorgeht, daB die P„, Q v ganze rationale Funktionen sind, deren 
Grad gleickzeitig mit v bestandig zunimmt Ferner gilt fiir v ^ 1 die 
Bezieknng 8 ): 

( 17 ) 


welche zeigt, daB P v , Q v (v =» 1, 2, . , Jc) stets relainv prim sind. Nun 
ist insbesondere: 


(18) 


& 


Besitzen also g und f einen gememsamen Tetter, so stellt also -£■ die von 

S!k 

diesem gememsamen Tetter befreite Form (den „reduzierten Wert**) des 


Bruckes y- vor. 

Sind dagegen g und f relativ prim und bringt man G1 (18) auf die 
Form: 


so folgt zunachst: 


9_ 

P k 


f 

q: 


X, 


2“X-P t f-X-QL 


Da aber g und f ganze Funktionen okne gemeinsamen Teller smd, so 

muB X eine Konstante sem Bezeichnet man diese mit —. so wird: 

c' 

(19) P k -c-g Q k -c f 

und es geht daker die Gl. (17) ftir v — k nack Multiplikation mit (— l) 1 " 1 


1) A. a 0 § 89, S 681, letzter Absatz 

8) A a. 0 § 90, Nr 8, S 689, Formal (I) and letzter Absatz 

8) A. a. 0 § 98, S. 696, GL (VI). 
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in die folgende fiber: 

( 20 ) (- ty-'cQ^ •, + (- 1 ycp^f- 1 , 

deren Inhalt folgendermafien ausgesprochen werden kann: 

Smd g{x), f(x) relativ prim, so besteht fur jedes x die JBe- 
ziehung: 

(21) tp(x) g(x) + y(x) • f(oc) - 1, 

wenn die beiden ganzen Funktionen <p(x), y(x) definiert tverden 
durch die Gletchungen: 

(22) ?(*)-(-l)*- , <’•«»-,(*) 2(®) -i-lfc. P t _ t (x), 
(wo die Konstante c am einer der Gleichungen (19) durch Ver- 
gleichmg der Anfangsglieder zu bestimmen ist) 

Da <2*-i bzw. F k _ x von niedrigerem Grade, als Q t bzw. F t , so folgt 
aus den Gleichungen (22) nnd (19), daB der Grad von <p(x) ntedriger , 
als der von f(x) (also <m — 1), derjenige von y{x) niednger als der von 
g(x) (also ^ n — 1). Da andererseits G1 (21) zeigt, d&B die Produkte 
<p(x) ■ g(x) und y{x) • f(x) den gleichen Grad besitzen mtiBsen, so folgt, 
daB der Qrad von tp(x) die Form m — X, deijenige von y(x) die Form 
n — X haben mufi (wegen (m — 1) + n — (w — X) + m), wo A ^ 1. 

Im fibrigen laBt sich zeigen, daB es nur- ein Funktionenpaar tp(x), 
y(x) (namlioh das durch die Gleichungen (22) definierte) vom Grade 
1 bzw. ^n — 1 gibt, welches die Beziehung (21) befriedigt. 
Denn, ware auch noch: 

(23) <p x (x) • g(x) + y x (x) ■ f{x) — 1 

(wo (p x (x), y t {x) den genannten Gradbesohr&nkungen unterliegen sollen), 
so hatte man: 

(24) {(p x (x) — (p(x)) g(x) - {y(x) - y x (x)) • f(x), 

erne Gleichung, die unter der fiber tpi(x) } y x (x) gemachten Voraussetzung 
nur moglich ist, wenn beide Seiten identisch NtiU sind, wenn also: 

<PiO*) = v(p) 7i(*) *?(*)• 

Denn andemfalls mttBte die linke Seite von G1 (24) den Toiler fix) 
haben 1 ), was unmoglich ist, da f(x) relativ prim zu g(x) und (p x (x) — cp (x) 
hochstens vom Grade m — 1. 

(Dagegen gibt es unendlich viele der Beziehung (23) genfigende 

1) Dieser Schlufl beruht auf dem folgenden mit Hilfe des Eukhdisehen Al- 
gorithmus (12) leioht zu beweiseudeu Hilfesatze: 

Stnd fix), g(x) relativ prim und \at ty(z) eine behebigc ganee Funktion, so 
mufi jeder Qemetnteiler von g{x), ip(x) und f{x), «tn Toiler von ip(jz) setn (Beweu 
genau, wie der entipreohende fdr gauze Zdhlen itatt ganzen Funktionen: vgL, I,, 
§ 6, Nr 3, S. 86) 
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tpi(a), Y^ix) von hoherem Grade. Soli namlich G1 (23), also auch G1 (24) 
moglich sem, so mufi f(oc) ein Toiler yon q> t (%) — q>(x) und ebenso g(x) 
ein Toiler Ton %(#) — y(%) fleiu, also: 

<Pi(oo) - tp(x ) - h(x) ■ f{x) y x {x) - y(x) - k(x) • g(x), 
wo h{x) t fc{x) lrgendwelche ganee Funkkionen (eyentuell auch nullten 
Grades, also Konstcmten ) bedeuten Da durch Einsetzen dieser Ausdriicke 
in Gl. (24) sich ergibt: 

h{x) • f{x) -g(x)=-- l{x) gix) • fix) dh &(a)- hix), 

so folgt zunachst: AUe ($), (a;), welche der Gl. (24) genilgen, sind in 

der Form enthalten: 

(25) tp^x) - (pix) + K x ) • f( x ) n( x ) - ?i x ) - K x ) '9i x )- 
Man iiberzeugt sich sodann durch Einsetzen in Gl. (23), dafi alle diese 
Ausdrilcke auch der letzteren Gleichung genflgen.) 


§ 27. Gebrochene rationale Fnnktionen. — Partialbrtiche. 


1. Als gebrochene rationale Funktion bezeichnen wir einen Bruch, 
dessen Z&hler und Nenner ganee rationale Funktionan sind, mit Einschlufi 
des Falles, dafi der Zahler sich auf eine Konstante reduziert *) Aus dieser 
Definition und den Begeln fHr das Rechnen mit Brtlchen folgt ohne 
weiteres, dafi Summon und Produkte beliebig vieler gebrochener ratio- 
naler Fnnktionen wieder derartige Funktion n darstellen (die sich unter 
Umstanden auf eine ganee rationale reduzieren kann) 

1st der Grad des ZaMers niedriger als der des Nenners, so heifit die 
Funktion eoht gebrochen, anderufalls uneeht gebrochen 

1st eine uneeht gebrochene rationale Funktion, also, wenn p 

den Grad Ton Gix), n denjenigen von gix) bezeichnet, p^n, so kann 
man naoh Gl. (7) des vorigen Paragraphen setzen: 

(1) Gix) - gix) -qix) + r(x), 

wo qix) eine ganze Funktion vom Grade p — n, r{x) eme solche von 

einem Grade m <Ln — \ Daraus folgt, dafi: 


( 2 ) 


g{x) q (' + g(as)> 


d. h. eine uneeht gebrochene rationale Funktion lafit sich (und zwar, wie 
aus dem Zusammenhan ge hervorgeht, auf eine emzige Weise) zerlegen 


1) Bezeichnet man znr Abkfirzung ganee rationale Fnnktionen aohleohthin aU 
ganee Fnnktionen, bo pflegt man unter ratumalen Fnnktionen (ohne Zueatz) achon 
gebrochene rationale Fnnktionen zu verstehen, w&hrend gen an genommen dieser 
Audruok bade Kategorien nmfafit 
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in die Summe einer gamen Function (die sich im Falle p n auf eine 
Konstanbe reduziert) und einer echt gebrochenen Funktion. Wir brauchen 
uns daher im wesentlichen des weiteren nur nut edit gebrochenen Funk- 
tionen zu beschaftigen. 

Jede (echt oder unecht) gebrochene rationale Funktion besitzt an 
jeder Stelle x, ftir welche der Nenner von Null verschieden ist, nicht nur 
einen bestimmten endliohen Wert, sondem ist daselbst als Quotient 
zweier stetiger Funktionen stetig. 1 2 ) Dies gilt ftir eine echt gebrochene 
Funktion auch in bezug auf die Stelle x =■ oo. Denn hat man: 


+ fyn-1 + • +M + K 


(3) 


< 


so folgt: 

w B (i) 

und daher: 

(B) 

AuBerdem auch: 

\fi) 


+ a, x -f- a 0 

& B ,y"- M +& m -iy w - w+1 + +*> 1 y n - 1 -\-\y n 

<*»+ a„-i y + + y" -1 + %y n 

R(-) = 0, also:*) B(oo) - 0 

' if • y = 0 

lim R(x) ™ lim R (—\ == 0, 
v J w->-o \y) 1 


so dafi also R(x) ftir x->oo auch stetig ist. Letztere Eigenschaft bleibt 
auch noch fOr eine unecht gebrochene Funktion im Falle m = n erhalten 
(wenn sich also die in Gl. (1) mit q(x) bezeichnete game Funktion 

auf die Konstante — reduziert) mit dem Unterschiede, dafi alsdann 

J2(oo) — lim R(x) — — wird. Ist dagegen w > m t so wird, wie GL (2) zeigt, 
lim R(x) unendlich yon der Ordnung n — m. 

00 -►oo 

2. Es sei nun x l eine NudsteUe des Nenners der echt gebrochenen 
Funktion R(x) = also: g(x x ) ■=> 0. Dann besteht zunachst auch ffir den 
Z&hler die Mdglichkeit: f(x t ) — 0. In diesem Falle wtlrde also die Funk¬ 
tion R(x t ) unter der Form erscheinen, w&re also nicht defmiert. Man 
konnte lhr dann definitionsweise den Wert lim R(x) beilegen. Zweck- 
mafiiger erscheint es (was im Effekt fdr die Wertbestimmuug yon R(x^) 
auf dasselbe hinauslauft), R(x) yon yornherein in eine Form zu setzen, 
die das gleichmtige Nullwerden yon f(x) und g(x) aussohliefit, d. h. f(x) 
und g(x) yon etwa vorhandenen gemeinscmen TeUem zu befreien, was sich 
ja nach dem im yorigen Paragraphen gelehrten Verfahren (s. insbeson- 
dere S. 214 GL (18)) stets bewerkstelligen lafit. 


1) Ygl g 16, Nr 6 (8 146) 

2) Ygl § 16, Gl (8), S. 148 
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Wit konnen daher, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, von 
jetzt ab annehmen, dafi f(x) und g(x) relativ prim sind. Die gebrochene 

Fnnktion mag daxm als irredueibel bezeichnet werden. Da dann ins- 
besondere: f(x^) + 0, so folgt: 

ith - - 0 ( flbri 8 ens Js. m~ 0) ’ 

und somit: 

(7) ^(®i) — 00 • 

Um fiber die Art des Unendlichwerdens von R(x) fttr x —► x t genauere 
Aussagen zu machen, werde angenommen, dafi x^ eine ^-fache Null- 
stelle von g{%\ also: 

(8) g{x) - {x - x x )"» • &(*), wo: ftfo) + 0. 

Alsdann ergibt sich- 

““ = A, d.h. endhch \md von Null verschieden 

9i ) 


lim , . 
*-►*1 9 d x ) 


(9) 

und daker: 

(10) lim R{x) 


lim 


m 


A lim 


\9i( x ) ( x —X,)" 1 x-¥X x (x — xj 1 '' 

d. b R(x) wird fttr x—> x t so unendlicb, wie — 1 -, anders ausge- 

(x - xj " 1 

sprochen so, wie y" 1 fttr y — *- oo, also nach der frliher eingefttbrten Aus- 
drucksweise (§ 20, Nr. 3, S. 182) von der Ordnung n v 

Die Beziehung (10) zeigt, dafi R(x) in der Nahe der Stelle x — ^ 

sick „nahezu“ so verhalt. wie der Bruch ——-Um die Art der An- 

(*-%)"■ 

naherung bzw die Abweichung von diesem Brucke genauer beurteilen 
zu kttnnen, bilden wir die Differenz: 

(11) A r .. f( x ) — a '9x( x ) 

9 ( x ) (x — x t ) n ‘ (x — x,)"* ■ g x (x) 

Da nack Gl. (9): 

f( x t) ~ A- g t (xj = 0, 

also die ganze Fnnktion: f(x) — A g t (x) (die hochitens vom Grade n — 1) 
die Wurzel x =*■ x lf mithin den Toiler x — x x hat, so kann gesetzt werden: 
f(x) —A* g t (x) 
x — x, 


( 12 ) 




wo f t (x) eine game Funktion hochstens vom Grade n — 2, und Gl. (11) 
lafit sick daker in die Form setzen: 


(13) 


m 

9 ( x ) 


+ 


fti x ) 


(x — a,)** (x — x t ) ni g x {x) 
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Da der Grad des Nenners (x — x^" 1 g x (x) den Weit n — 1 hat, 
so ist die damit behaftete rationale Funktion wieder eine edit gebrochene 

Ax) 

Zugleich lafit sich zeigen, dafi eine Zerlegung von in zwei Summanden 

nach Art der rechten Seite yon G1 (13) nur auf diese einzige Weise mog- 
lich ist Bezeichnet man namlich nut A' eine vorlaufig ganz beliebig zu 
denkende Zahl, so besteht die Identitat; 

f[x) _ A' / f(x\ _ A' \ 

g(x) (re — x x ) ni \(a: — x ^” 1 g x (t c) (x — x l ) ni ) 

_ A 1 + f(x) — A'-g x jx) 

(re — asj )" 1 (c — g x (x) 

Soil nun das zweite Glied der rechten Seite die Form des ent- 
sprechenden Gliedes von Gl. (13) annehmen, so mufi fix) — A g x [x) 
durch x — x x teilbar sein, also die Wurzel x == x x besitzen, so da8 also: 


und daher auch: 


f(x x )-A' g x (x) = 0, d h. A’-j&L-A 


fW—A'-g^x) 


X - I l\ /> 


wo fx(x) dieselbe Bedeutung besitzt, wie in Gl (12) und (13) 

Hiernach ergibt sich, wenn wir noch mit Riicksicht auf das fol- 
gende A x ^ an Stelle von A schreiben: 

Isbx=*x x eine n x -facJie Wurzel von g (x) und g (x) — (x—x x ) n ‘ ■ g x ( x ), 

so lafit sich die irreducible edit gebrochene Funktion ^ stets und 
mt/r auf erne einzige Weise m die Form setzen 


Al ” 1 - +-- m-.AJ'J 

{x — a ?!)” 1 (x — re, J" 1 " 1 * g l (x) 




und das zweite Glied der rechten Seite uieder eine echt geh ochene 
Funkiion ist. 

Durch Anwendung desselben Verfahrens auf das letzte Glied von 
Gl. (13 a) wtirde sich analog eine Beziehung von der Form ergeben: 


(13b) 


0*—*!) Bl 1 9li X ) 


L. , /IE) 

(x—xj)” 1 "* (x—x i y ii ~ i -9ii x y 


wo .A^ 111 - 1 ) 


i) 

9i'*i) 


Dabei besteht aber die Moglichkeit A 1 ( ‘ ni ~ r > = 0, wenn namlich die Glei- 
chung (s. Gl (12)): f(x) — A x ^> g(x) = 0 die Wurzel x x mehrfach besitzt. 

Schhefit man in dieser Weise weiter fort, so gelangt man durch 
Einsetzen der Einzelergebnisse von der Form (13b) in Gl. (13a) schlieB- 
lich einmal zu einer Darstellung von folgender Form: 


(13c) 


m a™ jp'-v a™ 6..( g ) 

9( x ) (x — xff 1 (X — .'C 1 ) T ' 1 "” 1 X — X x 9i (3) ’ 
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wo die A x ^(?, — l f 2, . . n x ) eindeutig bestimmbare Kondtanten bedeuten, 
von denen beliebig viele anfier A x ^ auch Nutt sein konnen, und wo 

—~ ~ ~r- wieder eine echt cebrocbene Funktion, von der sich tiberdies zeigen 

laBt, daB sie irredueibel sem mnB. 1st namlich x t erne Wurzel von g^ )> 
etwa von der Ordnnng n a , so daB also: 

(14) g x (x) — (x - a? a )"* • g % (x), wo: g % (a s ) + 0, 

so nmvmfc GL (13c) nacli Multaplikation mit (x — x i ) n% die torm an. 


fix) 


{x — xj" 1 g t (x) 
and daraas folgt ffir x 


( a <*•> A. (1 ' 




i(iC— x x ) 

fix,) 


+ 


f nl w 


g a {x) 


, d. b + 0, 


(Xg x x ) 

so daB also fn x (&) keine Waizel mit g^ix) gemeinsam hat Hiernach laBt 

sich also -^4-r im AnschluB an die Zerlegung (14) ganz in derselben 
ffiix) 


Weise weiter behandeln, wie dies mit geschah. Angeuommen nun, 
es sei 1 ): 

(15) g(x ) — (x - a^) s *• (x - x g)"*. . (x - a;*)**, 

so ergibt sich duxch Fortsetzung des beschnebenen Verfahrens schlieBlich. 


(16) 


in Worten: 


fix) A™ 

9i&) {x—xrf 


(« — *,)"* 

V* 1 


+ 

+ 


(x — x*) B * (x 


A Oh - **) 

+ <^p- i+ 
^- ii , 
dr-*,)’*- 1 


4 


+ 




A 


(11 


X X| 
( 1 ) 


A 


x — x. 


- -L 


+ 


x—x k ’ 


Eine echt gebrochetie rationale Funldton lafit sich, wenn die 
Nullsteillen des Nenners (nebst threr OrdnungseahT) bekannt sind 2 ), 
in eine Swtnme von )f Partialbrilchen tl von der Form (16) jse/r- 
legen, deren Zahler A y ®(v ■=■ 1,.2, . , k; A — 1, 2, .. w r ) em- 


1) In der Annahme, dafl der hOchiten Pofcen* von g(x) der Koeffizient'l bei- 
gelegt wild, liegt keme Besohr&nkong der Allgemeinheit, da ja: 


fix) 


— ■M 


c g(x) g(x) 

2) AndemfallB ergibt Bich auf Grand des Fundamentals atzes der Algebra 
nor die Existent einer aolchen Zerlegung, meht die MiJglichkeit, sie herzustellen. 
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deutiy bestvmmbare Konstanten, und zwcmr A x ^\ A^\ A£ n d 
stets von Null verschieden sind 1 ) 


3. Die Partialbrucbzerlegung von mmmt eme besondera emfache 


Form an, wenn y(x) lauter emfache Nullstellen besitzt Set also: 
(17) g(x ) - (x - x x ) (x - x t ) • (x - x n ), 


wo x 1} x S) . , x n samtlicb voneinander verscbieden, so findet man nach 
G1 (16) zunacbst: 


(18) 


„ A I . . I Ay . , A„ 

g(x) x — x t ~ ' x — x t ~ ~ x — x n 


Dabei laasen aich die A v (y => 1, 2, , n ) am bequemsten in folgeuder 

Weise bestimmen Multipliziert man die voratehende Gleicbung mit #(#), 
so wird: 


+ - ■ + * 


g(x) 


+ 


+ 4,-2^. 

^ X — x„ 


und daber fllr x ■» x v " 


fix,) - A, ■ (^_) - A, g\x y ) (S § 24 61 (4), S 200) 


d. h : 

also acbliefllicb: 


A, - - f M (V - 1, 2, 

1 g (xp) K ’ ’ 


(19) 


ffa) _ \J f(Xy) £ _ 

?(®) g (*Cr) x — X\ 


Setzt man f(x v ) — y v und multipliziert die Gleicbung mit g(x), so wird: 


( 20 ) 


f(*) - 2 


m 

g'fa) ‘ 


g(x) 

X — x,. } 


eine Beziebung, die offenbar mit der frilber abgeleiteten Lagrangeachen. 
Iuterpolationaformel (§ 24, GL (6), S. 200) identisch ist Man konnte daber 
aucb umgekebrt die Partialbruchzerlegung (19) aus der Lagrange scben 
Interpolationsformel ableiteu. 

Scbreibt man in Gl. (20) wieder statt y v und denkt sich die 
recbte Seite nach Potenzen von x geordnet, so erscbeint der Ausdruck • 

W 

2 g'fa.) a ^ ,s Koeffizient von x” ~ l . Es besteht daber die (zuweilen niltz- 


1) Eme zweckm&Aigere, auf der Lehre von den Potenzreihen beruhende 
Methode znr Bestimmung der Konstanten Aj X) wird in $41, Nr 5 mitgeteilt 
werden Im flbngen s auch Nr 4 dieses Paragraphen 
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liclie) ldentitat: 


n 



wenn f{x) hochstens vom Grade n — 2 

4. Der Satz von Nr 3 uber die Zerlegbarkeit einer echt gebrochenen 
Funktion in Parti albriiche von der Form (16) kann auch ala spezieller 
Fall ernes etwas allgemeineren Satzes gewoimen werden, welcher un- 
mi ttelbar aus Gl. (21) des vongen Paragrapben (S 215) resultiert. 
Angenommen, es sei wieder g(x) vom Grade n nnd: 

( 22 ) 

wo g 1 (x) vom Grade n lt g 3 (x) vom Grade w a (also: -f — n), ferner 
g x {%) trnd g % (x) rdafav prim 

Alsdann lassen sich anf Grund der angefilbrten Gl. (21) von § 26 
stets, nnd :zwar auf eme emzige Weise zwei ganze Funktionen (x), 
y 3 (x) von den Graden — 1, n 3 — X (wo: 1 1) so bestimmen, dafi 

Vi • £*(*) + • 9i{x) - 1 

1 = 7i(a) , r,(s) 

9(x) = &(®) ' r 9* (*) 


far jedes x: 

(23) 

nnd daher: 

(24) 


Hierans folgt durch Multiplikation mit f(x) (wo wiederum f{x) relativ 
prim zu g(x) und hochstens vom Grade n— 1): 

(25) ® 7l ^ + 7 *^ 

K J 9{x) 9i (®) r ffato • 

Sind die beiden recbts anffcretenden (sicher irredusiblen ) Funktionen keine 
echt gebrochenen, so kann man sie auf Grund von Gl. (2) in je eine ganze 
nnd eine echt gebrochene (irreduzible) Funktion zerlegen, so dafi also: 

( 26 ) ^-ft(*> + * ( .) + ag + ag 

Hierans wlirde aber mit Bentitzung von Gl (6) fdr x —► 00 folgen: 

0 — lim (gj(x) + q 3 (x)), 


worans hervorgeht, dafi fOr jedeB x. 

= 0 

Die Gleichung (26) geht daher in die folgende fiber: 


(27) 


fls) — jM®) ■ <p«(®) 

9(?) ” ffiW T g t (®)' 


nnd man gewinnt somit den Satz: 
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Die irreduzible echt gebrochene Funktion lafit sich, wenn 

g(x) = g 1 (x) g 2 (x) und g 1 (x), g 9 (x) relativ prim sind, als Summe 
mveier gleichfalls irreduziblen und echt gehrochenen Funktionen von 
der Form (27) darsteden. 

Audi diese Zerleguug ist wieder nur auf erne einzige Weise moglich. 
Denn, hatte man neben Gl. (27) die folgende: 

f&) — ftfo) , ft («) 

9(x) “ g^x) “*■ g^x) 

(wo der Grad von ft ( 3 ), ft (3) den gleicben Beschrankungen unterliegt, 
wie derjenige von ft {x), ft (x)), so wiirde durch Subtraktion und Multi- 
plikation nut g(x) folgen: 

0 - (ft(a) — ft (3)) g t (x) -f (ft (x) — ft (a)) • g x (x), 


eine Gleichung, die nur besteben kann, wenn: 

ft 0*0 ~ ft (*) = 0 ft (a;) — ft ( 3 ) = 0, 

da andemfalls ft ( 3 ) — ft ( 3 ) den Toiler g 1 (x), ebenso ft ( 3 ) — ft ( 3 ) den 
Toiler «/ s (#) haben mtiflte, was mit RtLcksicht auf den Grad dieser Funk¬ 
tionen unmoglich ist 

Durch wiederholte Anwendung des obigen Satzes ergibt sich, wenn 
wieder: 

g(x) - (3 - 3 1 ) w »(3 - 3 1 )"» • - ■ (3 - x k ) n t , 
zunachst eine Beziehung von der Form: 


(28) 


f{x) _ _?i_(a) _ , ft (a) ,_, ftfo) 

^( 3 ) “ (3 —3,)"! (3 —3,)"* “ r ’ ' (3 — 3*)»i 7 


wo ft( 3 ) (v — 1, 2,.. , A:) hochstens vom Grade — 1 und relativ prim 
zu 3 — 3 y , also ft(3 y ) + 0- Infolgedessen hat man: 


ft(3) - ft(0 + 


ft (ft) 
1 


■ (3 — 3„) +-1- 




(3 — 3 r )"» -1 


und; 

/OQ\ ft( a ) — ft(ft) , _1. ^(^0 _. . . 1 . v) 

' - Xy)** (3- Xv)** 11 (3- Xy)* V ~ 1 ( W >' - 1 ) ! 31 X * 


Durch Einsetzen m Gl. (28) ergibt sich also wieder die Partialbruchdar- 
stellung von der Form (16) mit der Koeffizientenbestimmung: 


(30) AM-<p,(x,), AJ-”’- ’1-i ■ <p,'(x,),..A&- (SiiriTi • 


wo + 0, wahrend von den tlbrigen Koeffizienten beliebig viele den 
Wert Null haben konnen. 
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Kapitel IV 

Potenzreihen. 

§ 28 Fnnktionenfolgen: Konyergenzbereich and Grenzfanktion. — 
GleichmSBige und ungleichmSBige Eonyergenz. — Punhtweise 
gleichm&Bige Eonyergenz. — Stetigkeit der Grenzfunktion. 

1. Wir wollen jetzt zur Ausftihrung des bereits in § 13, Nr 1, (S 121) 
in Erwagung gezogenen Scbnttes ilbergeben, zur Erweiterung unseres 
Funktaonenkreises neben den rattonalen Funktionen aach Grenzwerte von 
unbegrenzten Folgen rationaler Funktionen in Betracbt zu ziehen. Dabei 
erweist es sich im Hinblick auf spaterbin noch voizunebmende Verail- 
gemeinerungen als zweckmafiig, gewisse hierzu dienlicbe Vorbereitungen 
nioht von yornherein auf rationale oder auch nur auf analytiscbe Funk¬ 
tionen zu bescbranken, sondem yon ganz beliebigen, fUr irgend einen in 
Frage kommenden Bereich eindeutig definierten Funktionen auezugehen 

Es sei also eine unbegrenzte Folge von Funktionen: 

F 0 (x), F t (x), . ., F v (x), kfirzer geschrieben: (F v (j r)) 

fQr alle Stellen eines (offenen oder abgescblossenen) Bereiches 1 ) S3 der 
komplexen Veranderlicben x eindeutig definiert (z. B. durch irgendeinen 
yon x und v abhangigen aritbmetischen Ausdruck), derart, dafi fQr jede 
einzdne dem Bereiche SB angeborige Stelle of und jeden emzdnen Wert 
v = 0, 1, 2, F y (x ') erne bestimmte Zabl vorstellt 1st sodann ftir 
jedes emzelne dem Bereiche SB angeborige x die Zahlenfolge (F y (x)) kon- 
vergent, so sagt man, die FunkUonenfolge (F v (a 0) konvergiere im Bereiche 
SB, bzw SB sei em Konvergenzberetch der Fwnktionenfolge (F v (x)) Auf 
Grund dieser Definition ergibt sicb (nach 1 B , S. 559, § 73, Ungl: (II)) als 
notwendig und hvnreichend fQr die Konvergenz yon (F v (x)) im Bereicbe 
SB: FQr jedes einzelne zu SB geborige d muB sicb jedem s > 0 eine (sc. mit 
x und £ im allgemeinen veranderlicbe) nattirlicbe Zabl*) n' so zuordnen 
lassen, dafi: 

Q) I F ,.'+ P ( x ') “ I < * fQr p - 1, 2, 3, • • , 

1) Die Bezeichnung „Bereich u 1st, soweit nicht das Gegenteil ausdriloklieh 
bemerkt wird, in der allgemeinen Bedentnng der in § 15, Nr. 1 (S 140) gegebenen 
Definition zn verstehen. 

2) Genan genommen mfifiten wir, nm die Abh&ngigkeit dieser Zahl anoh 
von a' kenntlich zn machen, sie etwa mit t bezeichnen Znr Yermeidung dieser 
allzu ichwerffilligen Bezeichnnng schreiben wir statt dessen n t ' in dem Sinne, 
dafi bei Yertanschung von x mit emem anderen Werte x" an die Stelle von 
n/ ein « f " zn treten b&tte. 
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eme Bedingung, die nach Bedarf auch durch die folgende (nur schembar 
anspruchsvollere) ersetzt werden kann 1 ) (vgl. a. a 0 UngL (III)): 

(II) | F y+f (*') - F,(*') | < • lui p = 1, 2, 3, . 

1st die Bedingung (I) fiir jedes einzelne x' des Bereiches S3 erfhllt, 
so besitzt jede der Zablenfolgen (F v (x')) einen bestimmten endlichen 
Grenawert (vgl a a. 0 S 561), welcher mit F(x) bezeiehnet werden 
moge, so dafi also: 

(1) hmF'M-FP), 

und es steht alsdann frei, die Bedingung (I) oder (II) durch eme solche 
von der Form: 

(ID) |F(aO-F,(aO|<. (•-£*.') 

zu ersetzen. s ) 

Wird jetzt die Gesamtheit der einzelnen dem Bereiche S3 angehon- 
gen Stellen x mit x und dementsprecbend die Gesamtheit der alien ein- 
zelnen Stellen x' zugeordneten Grenzwerte F(x') mit F(x) bezeiehnet, so 
erscheint F{x) als eine fiir den Bereich S3 eindeutig defimerte Funktion, 
welche die Grenafunktion der Funktionmfolye (F v (x)) fiir den Bereich S3 
genannt und lm Anschlufi an die Beziehung (1) durch die Schreibweise 
charakterisiert wird- 

(2) lim F v (x) = F{x) (fdr alle x des Bereiches S3). 

Eme solche Beziehung ist, wie zur Vermeidung jeder Zweideutigkeit 
ausdrflckhch hervorgehoben werden moge, stets so aufzufassen, dafi man 
der Veranderlichen x zuerst jedesmal emen behebigen, aber festen, dem 
Bereiche S3 angehongen ZaMemoert x beizulegen und sodann den Grenz- 
wert der ZaMenfolge (F v (x')) fiir v —► oo zu bilden, mcht aber umgekehrt 
die Grenzwertbildung fur irgendem „unbestimmtes“ x vorzunehmen und 
erst nachtraglich diesem x irgend emen bestimmten Zahlenwert x' bei¬ 
zulegen hat 


1) In der Tat ist ja die Bedingung (I) als der Em zelfali v = «/ in (II) ent- 
halten Andereneits wurde auB (I) naoh bekannter Schlufiweiae zunEohet nur folgen 

|F 1) + p («')-J , r (*')|<2i fiir —1, 2, 8, . , 

was aber wegen der Willkdilichkeit von s dem Stnne nach nicht weniger besagt, 
als Ungl. (II) 

2) Auch hier wllrde aus (I) auf dem m der vorigen Fnfinote eingeBchlagenen 
Wege an Stelle von (HI) znnEohat nur folgen 


und umgekehrt aus (HI) 

I F v+p (a;) F v (x) | <i 2 s 

Im fibngen gilt, aber in bezug auf die schliefllicbe Aquyvalena der Bedingung (III) 
mit (I) oder (□) das am Scblusse der vorigen Fnfinote Geeagte 
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2. Angenommen, der Bereich $8 besfcehe lediglich aus emer abeahl- 
baren Punktmenge, etwa x 0} x 19 . , X/t) .. , so laflt sich der gesamle 
Werivorrat der FmTdionmfolge F v (x) folgendermafien anordnen: 

FoM, Fx (#o) j F% (x 0 ), . , F v (x 0 ), ... 

Fofa), Fxfa), F.M, . , F v ( Xl ), . . 

(3) . 

F x{x u ), F^xJ, ., F^xJ, 

‘ ’ ' » 
also in Form einer Doppdfolge mit konvergenten Zeilen , und zwar hat 
man (b. G-1 (2)): 

( 1 2 * 4 ) Jim 0 = 0, 1 , 2, ), 

also mit Benutzung der Bedingungsform (III): 

(6) | F(x fl ) — F^ ( Xfi ) | < b etwa fttr: 1 ) } 

wo n hit aufler von s auch von der Wahl der Stelle Xfli also schlieBlich 
yon p abhangt. Nach dor in l 1} § 42, Nr. 3 (S 275) gegebenen De¬ 
finition 9 ) heifien dann die Zeilen der obigen Doppelfolge gleichm&fiig kon- 
vergent, wenn erstens die | F( Xfl ) \ (p — 0, 1, 2, ) beschrdnkt sind und 

eweitens die in (6) mit n flt , bezeiohneten Zahlen fUr alle mSglichen /i 
ein bestimmtes endliohes Maximum n, besitzen, so dafi also die Beziehaag 

(5) die Form anmmmt: 

(6) I F( X/l ) — F^Xp) | < b far | ^ ^ ^ 

Besteht hingegen der Bereioh S3 aus einer nicht abzahibcvren Punkfc- 
menge (wie das ja bei unseren bishengen Betraohtungen die Regel ge- 
wesen ist und auch weiterhin bleiben wird), so tritt an die Stelle dee 
Schemas (3) gewisBermafien ein solohes aus unendlich vielen, unbegrenzt 
zu yerdiohtenden leonvergenten Zeilen: 

F»(x), ■ ■ ; -F.W, • • 

deren Qremwerte durch die Beziehung (2) zuBammengefafit werden. Die 
in der Lehre von den reellen Doppelfolgen gewonnene Erkenntnia von 
der prinzipiellen Bedeutung des Begriffes der gleichmafiigen Konvergen* 
legt es nahe, diesen im Anschlufi an das Schema (3) bereits in Erinae- 
rung gebraohten Begriff nunmehr auf den vorliegenden Fall zu fiber- 
tfagen. Dabei erweiBt es sich als zweckmafiig, die Forderung der Be- 

1) Vgl. Fuflnote 2 auf S 224 

2) A. a 0. zun&chst nur fflr reette Doppelfolgen Bezfiglieh der Oherfcragbiir* 

keit auf homplcxe Doppelfolgen vgl die allgemeine Bemerkung m I B , § 78, Nr. i 

am.Anfang, Bowie den Soblufl der Nummer (S 666—68). 
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schrcmMheit der Gesamtmenge der „ZeiIenlimites“ d. h der Grenzfunktion 
F(x), fallen zu lassen 1 ) (NB. die Endliclikeit fiir jede einedne Stelle Ton 
S3 folgt ja aus der Voraussetzung der Konvergem) nnd im tlbrigen nach 
Analogic von Ungl (6) die folgende Definition einzufQhren: 

Du Funktionenfolge (F v (x)) konvergiert im Bereiche S3 gleich - 
mafiig gegen die (fiir jede emeelne Stelle x von S3) endliche Grene- 
funktion F(x), wenn m jedem e > 0 eine naturliche Zahl n t exir 
stiert, der art, dafi fiir alle x des Bereiches S3 die Beziehung he- 
steht' 

(Ilia) | F{x) — F v (x) | < s fiir v ^ n a 

Zugleiob steht es anf Grand der m Nr 1 angestellten Betrachtnngen 
frei, diese defimereude Ungleichung nach Analogie von Ungl. (I) und (II) 
auch durch jede der beiden folgenden zu ersetzen: 

a») o-i,2,3,.), 

bzw. 


( na ) I ~ I < « (v ^ n M ,p - 1, 2, 3,...), 

welche nicht den Ausdruck der Grenzfunktion F(x), vielmehr nur die 
notwendige und hinreichende Bedingung ftlr deren Existent enthalten 
und deien Inhalt demgem&fi folgendermaBen auszusprechen ist: 

Die Funktionenfolge ( F v (x)) konvergiert vm Bereiche S3 gletchmdfiig. 
3. Beispiele 1) FJx) = x v . Ist 0<p< 1, so hat man lim x v = 0 

/ H / v->oo 


fiir den abgeschlosBenen Bereich 0 ^ [ x | ^ p 
d > 0, so folgt: 

p" < x + nd } also < s, wenn n ^ 

und daher mn so mehr: 

| x | v < s fiir | x | ^ p und v 


Setzt man: p =— x 

l — « _ g(i — g) 
8a e(l — p)* 


n. 


g(l — «0 
«(! — ?) 


WO 


Die Funktionenfolge (x v ) konvergiert also in dem abgeschlossenen 
Bereich \x \ p, sofern nur p < 1, gleichmafiig (gegen die auf die Kon- 
stante 0 sioh reduzierende Grenzfunktion). 

Dagegen ware es auf Grand unserer Definition unrichtig, zu sagen, 
dafi die Funktionenfolge (x v ) in dem offenen Bereiche j a? | < 1 glerch- 


1) Die entsprechende Fordernng wnrde in der Lehre von den reellen Doppel- 
folgen nnr eingefdhrt, mn die gletehm&fkge Eonvergem ale besonderen Fall unter 
den dort ale gletchmdlfoge Beschr&nktheit bezeichneten Begnff zu Bubemnieren 
(vgl. Ij, S. 270 letzten Abaatz) nud anf diese Weise die Gflltigkeifc gewisser unter 
der Voraussetzung dieaer letzteren Eigensobaft bewiesener S&tze ohne weiteres 
fiir den Fall gUtchmU/foger Eonvergem zu sicbem. In dem vorliegenden Zusammen- 
hang f&llt dieser Gxund weg, und die betieffende Einschrfiiikuiig ersoheint daher 
flberflilBBig. Vgl im dbrigen das BeiBpiel 8). 



Absohnitt I Kap IV Potenzreihen 


228 


Nr 3. 


tifiig konvergiere Nunmt man namlich eine nattlrbche Zahl n x nock so 
aroB an und setzt: I a? I =» —-f-r. so findet man: 

at i < n x 1 

> -7 (S § 33, S 199, Ungl. (10)) 


as r* 


(*+*T 


Der auBerordentlich grofi zu denkende Exponent Wj genflgt also bei 
weitem noch nioht, um dieses |#|" 1 imter em sehr kleines s herunter- 
zudrBcken. Dagegen hat es keme Schwierigkeit, zu beliebig kleinem • >0 


einen Exponenten n a > n x so zu bestunmen, dab 


< fi ausfallt 


(man braucht ja nur bei dem zuvor angegebenen Verfahren 6 = — zu 
setzen). Wird dann aber \x\ — l angenommen, so hat man fflr 


dieses I a; I wiederum. wie oben: |a?h> —• Diese SchluBweise lieBe sich 
11 > 1 1 e 


unbegrenzt fortsetzen Also* wie grofi man anoh n annehmen mag, so 
lassen sich stets Werte | a? | < 1 angeben, ftlr welche ausfallt 

und nur durch weitere YergroBerung von n unter em vorgeschriebenes 
« > 0 herabgedrUckt werden kann. Kein noch so grofies n reicht also aus, 
um dieses Resultat ftlr dUe \x\ < 1 zu erzielen, so daB die Funktionen- 
folge (a?) m dem (offenen) Bereiche | x | < 1 nickt mehr gleichmaftig kon- 
vergiert. 1 ) Yielmebr zeigt sich, daB bei unbegrenzter Annahernng von 
re an die Peripherie d@B Einheitskreises eine bestandige Vereogermg oder 
Verschlechtenmg der Konvergenz, sogenannte ungleichmafiige Konvergenz 
stattfindet. Nichtsdestoweniger ist der Punkt x — 1 noch em Konvergenn- 
punlct der Folge (doch wird hier, abweichend von den Stellen \x \ <1, 
lim x v — 1 ) 

X V 

2) F v (x) = — + v[|£B{"I (wo wieder das Symbol [|a?|] die grSBte 
in \x\ enthaltene ganze Zahl bezeichnet). Man hat fdr | x | <£ 1 zunachst: 
— <[ — < s, falls v > —, und daher lim — — 0 gleichmafhg far alle 
x des Bereiohes |#| 1 Da ferner [|a?|] = 0 far \x\ < 1, so verhfilt 


1) Einzelne Aufcoren defimeren nur fttr abgeschlossene Bereiohe die gleich- 
m&fiige Konvergenz so, wie in Nr. 2 far beliebige Bereiche angegeben wurde, und 
nennen sodann eine Funktionenfolge in einem offenen Bereiche gleushm&fiig kon- 
vergent, wenn sie in jedem abgeschloasenen Tetlbereiche gletchm&fltg konvergiert, 
Bei dieBei; zwieapftltigen, nach meinem Daf&rhalten recht unzweckmiLfligen Ter- 
minologie h&tte dann die Fnnktioneniolge (as 1 ) im Bereiche | as | ■< 1 als gleichm&fitg 
konvergent zu gelten 
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sich F v (x) id dem (offeDen) Bereiche |a?| < 1 genau so, wie —. Da- 

gegen hat man, wenn | £c| =■ 1 gesetzt wird: F v (x) — + v, also 
Inn F (x) — + oo Die Folge (F v (x)) konvergiert also nur in dem ojfenm 
Bereiche \x \ < 1 , nnd zwar daselbst glewhmafiig gegen den Grenzwert 0 . 

3) = 7 + . + [1 1 _|. n (wo also: [1 -|«|] - 0 fllr 0< \x\£ 1 , 

dagegen: [1 — |aj|] = 1 ftLr x = 0). Da wiederum fftr 0 ^ |a?| ^ 1 

gleichma/Sig gegen 0 konvergiert, so gilt das Gleiohe fflr (F v {x)) } da ja 
der zweite Summand von F v (x) ganzlich unabhangig von v ist. Dabei 

ergibt sich ala Grenmfunktion: bm F v (x) — ~ fiir 0 < |a?| ^ 1, dagegen 

F v (0) =■» 1, also auoh lun F(0) — 1. Die Konvergenz iat somit f&r 
1*^00 

0£\x\<l eine gleichmafitge , die GrenzfmMion zwar fiir jede einzelne 
Stelle endlich, jedoch in der NShe von x =» 0 nicht heschranJct. 

4) Setzt man- 

FM- 

so findet man: 

lim F v (x) — 1 fiir jedes x ■+ 0, 


v\x\ 


1 -|- V |®| f 


lim F v ( 0) - 0. 


Die Konvergenz ist fdr | x | ^ d > 0 eine 
hat fiir \x \ ^ 8: 

\F(x)-F,(?)\' 


, denn man 


i + *'l aj l 
< s, wenn: v > 


1 — B 


1 + v8 


8b 


Die letzteUngleiohung zeigt aher, daB bei abnehmendem d die untere 
Sohranke fiir v bestandig vergrofieri werden muB, wenn | F(x) — F v (x)\ < s 
fiir | x | ^ d werden soil. 

Nimmt man etwa wiederum wie bei dem Beispiel 1) eine nattlrliohe 
Zahl » noch so grofi an und setzt sodann \x\ — —, so wird: 

|'(v)- J, .(v)|-+* 

also noch kemeswegs sehr klein Die Folge (F v (x)) konvergiert also in 
der N&he der Stelle x — 0 ungleichmafiig. 

5) Setzt man: 
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SO folgt: 

bra FJx) — — 1 fiir I a; I < 1 

v ->oo y N ' 

lim FJx) — + 1 fiir | a? I > 1 

Tim F,(l) - 0 

Der Konvergenzb ereich setzt sich also zusammen aus den beiden nur 
durch den gememsamen Punkt x — 1 verbundenen Stiicken | x | < 1 und 
|a;| > l. 1 ) Wird d>0 beliebig Mem angenommen, so findet gleicfvmdfiige 
Konvergenz statt fiir | x | ^ 1 — d und x ^ 1 + S Der Bereich gleich- 
mafiiger Konvergenz besteht also aus zwei vollig getrennten Stiicken, 
In der Nahe von x = 1 ist die Konvergenz erne ungleichma/iige, wie man 
am emfachsten erkennt, wenn man, nach Annahme eineB beliebig grofien 
v = n, setzt: 



4 Besteht der Konvergenzbereich der Funktionenfolge (F v (x)) aus 
einer endlichen Anzahl von Stiicken SB a> .. ,93* von der Beschaffen- 
heit, daB die Konvergenz in jedem dieser Stiicke eine gleichmafiige ist, so 
gilt das namliche auch fiir den ans diesen Stricken znsammengesetzten 
Bereich S3 Denn, um die Gttltigkeit der Beziehung: 

| F{x) — F v (x) | < s , falls v > n„ 

fiir den Bereich S3 zu erzielen, braucht man ja nur fiir w t die grofite der- 
jenigen Zahlen zu wahlen, welche m den einzelnen Bereichen SBj, 93 a , .., 
die entsprechende Rolle spielen. 

DaB umgekehrt die gleichmafiige Konvergenz in lrgendeinem Be- 
reiche S3 diejenige m jedem Teilbereiche nach sich zieht, ist unmittelbar 
ersichtlicb. 

Man sagt ferner, die Funktionenfolge (F v (x)) sei m der Nahe oder 
auch in der Umgebmg *) emer dem Konvergenzbereiche von'(F v (x)) ange- 
hBrigen Stelle x 0 gleichmafiig konvergent, wenn ein mit x 0 im allgememeu 
veranderliches q(x 0 ) ^ 0 existiert, derart, daB ftlr die Gesamtheit aller 
dem Konvergenzbereiche angehorigen Stellen x t welche der Bedingung: 

(7) 

bzw im Falle x 0 = oo emer Bedingung von dei Form. 

(7bis) |s| 

1) Fiir |a;|™=l findet, abgesehen von der emzigen Stelle x=l, Divergent statt. 

2) Danach ist, fallB x 0 auf der G-rente des Konvergenzbereiches liegt, unfcer 
Umgebung schleohthm immer nur der dem Konvergenzbereiche angehUnge Tetl 
der vollstandigen, durch Ungl (7) bzw. (7 bie) charaktensierten Umgebung zu 
verstehen. 
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genflgen, gleichmafiige Konvergenz stattfindet. Dann ist zunachst wieder 
unmittelbar ersichtlich, daB aus der glekhmafiigen Konvergenz in irgend- 
emem Bereiche $3 stets diejenige in der N&he jeder emednen Stdle von 
99 resultiert Es erweist sioh aber (um ein zuweilen bequemes Kritenum 
znr Feetstellung der gleichmaBigen Konvergenz in einem Bereiche zu ge- 
winnen) als niltzlich, nachzuweisen, daB zum mindesten frir einen dbge- 
schlossenen x ) Bereich aucb das nmgekehrte gilt (was keineswegs selbst- 
verstandlioh ist). Wir wollen Qberdies den entsprechenden Beweis unter 
einer noch etwas erweiterten Voranssetzung, derjenigen der sogenannten 
pimktweise gleichmaBigen Konvergenz fflhren. 

5. Die Funktionenfolge (F v (x)) soil im Pwrikte x 0 gleichmafhg kon- 
vergent heiBen, wenn x 0 dem Konvergenzbereiohe von (F v {x)) angehdrt 
nnd zn jedem einzelnen s > 0 die Bedingung: 

(Hla) I F(x)-F,(x)\<6 

durch passende Wahl von n, fiir v~^.n e und alle Stellen emer gewissen 
Umgebung 8 ) von x 0 , etwa: 

(®) ! x ®o| < o) 

befriedigt werden kann Nur, wenn Q s (x 0 ) bei unbegrenzt abnehmendem 
s ein von Null verschiedenes Minimum besitzt, dann ist die Folge (F v (x)) 
zngleich auf Qmnd der zuvor gegebenen Definition m der Ndhe oder 
Umgebung von x Q gleichmafiig konvergent. Hat dagegen Q„(x 0 ) fflr s —► 0 
die untere Grrenze Null (und dieser Fall kann wirklich eintreten), so be- 
sagt die obige Forderung weniger als jene frfihere: die Folge (F v (xj) ist 
dann wirklich nur „im Punkte“ x Q , nicht „m der Ndhe" von x 0 gleich- 
mafitg konvergent Niohtsdestoweniger gilt der folgende Satz: 

Steht nur so vtel fest, daft die Folge (F v {x)) in jedem Punkte 
eines abgeschlossenen Bereiches 99 gleichmafiig Tconvergiert, 
so ist sie auch im Bereiche 99 gleichmafiig konvergent . 8 ) 

Oder auch in etwas ktirzerer Fassung: 

Jede vn emem abgeschlosseneu Bereiche 99 (mindestens) 
punktweise gleichmafhg konvergierende Funktionenfolge kon- 
vergiert daselbst schlechthm gletchmtifiig 

1) Ist der Konvergenzbereioh ein ntcht-dbgeachloasener , bo braucht diese Um- 
kehrung nicht zu gelten. So ist z. B die als Beispiel 1) der vongen Nummer be- 
bandelte Funktionenfolge (x v ) ofFenbar gletchmdfiig konvergent in der Umgebung 
jeder Stelle des Bereiches | o;| < 1, nicht aber, wie a. a 0. gezeigt wurde, im 
Bereiche | x | < 1 

2) BezHgkch des Umfanges dieser „Umgebung“ gilt, falb x 0 auf der Greuze 
des Konvergenzbereiches liegt, das in Fuflnote der vongen Seite Gesagte. 

8) Das letztere gilt also a fortiori , wenn (F v (x)) in der Ndhe jedes Punktes 
von 99 gleushm&ffta konveririert 
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Beweie *) Es werde lrgendein (verhaltmsmaBig kleines) positives e 
feet angenommen, welches fiir die ganze folgende Betrachtung unverandert 
bleibt Ferner werde der Bereich SB zunachst als endlich vorausgesetzt 

Zu jedem SB-Punkte x gehort daun auf Grund der Voraussetzung 
erne Zahl n t a , derart, daB ftir eine gewisse Umgebuug (lm Sinne von 
FuBn. 2 von Seite 230) die Bedingung (Ilia) fiir erfiillt ist 

Hat die Zahlenmenge { n t> m }, erstreckt fiber alle x des Bereiches SB, erne 
bestimmte obere Overuse n„ so ist die Bedingung (Hla) in dem ganzen 
Bereiche SB ffii v ^ n k erfiillt Wir zeigen, daB dieser Fall unter alien 
Umstanden eintreten mu/i 

Denn angenommen, es gabe kerne solcke obere Grenze n t) so mfiBte, 
wenn man den Bereich mit einem quadratischen Teilungsgitter iiberzieht, 
mindestens ein Quadrat vorhanden sem, fur dessen (lm Innern odei auf 
der Begrenzung liegende) SB-Punkte jene (ungilnstige) Annahme zutrifft. 
Wird dieses Quadrat m vier kongruente Teilquadrate zerlegt, so inlifite 
wieder das gleiohe ffir mindestens eins dieser Teilquadrate gelten. Und 
das analoge wlirde bei unbegrenzter Fortsetzung dieses Viertelungver- 
fahrens emtreten Man erhielte also auf diese Weise eine unbegrenzte 
Folge ineinandergesohachtelter und unbegrenzl kleiner werdender Quadrate 
mit der fraglichen Eigenschaft uud somit schliefihch emen lm Innern oder 
auf dem Rande aller dieser Quadrate liegenden Grenzpunkt x yon der Be- 
schaffenheit, daB ffir heme noch so kleine Umgebung die Bedingung (HI a) 
durch Wahl von v ^ a , erffillbar ware — was der Voraussetzung wider- 
spncht.*) 

Hiemach muB also m der Tat ein bestimmtes n t existieren, deiart, 
daB ffir aUe x des Bereiches SB und das spezielle e>0 - 
| F(x) — F v {x ) | < e, falls v ^ n t . 

Ua aber die vorstehende Betrachtung auf jedes beliebige e > 0 anwend- 
bar ist, so folgt schlieBlich, daB die Folge (F y (x)), wie behauptet, in dem 
(abgeschlossenen) Bereiche SB gletchmaftig konvergent ist 

Erstreckt sich der Bereich SB ins UnendUche , ohne den Punkt x = 0 
(lm Innern oder auf der Berandung) zu enthalten, so kann man zunachst 

1) Der Beweie beruht auf demeelben, nach Lage der Sache in der Durch- 
ffthmng etwas vereinfachter SchluBveifahren, wie der^emge fur die gleicfimdfhye 
Stetigkeit vou Funktionen zweier reellen Veranderhchen (vgl § 12, Nr 18, S 118) 

2) WSxe der Bereich © Item abgeschlosBener, bo kfinnte der fragliche Grenz- 
punkt auf der nicht zu © gehfirigen Berandung von S liegen, wo also die Yor- 
auBBetzung nicht mehr gilt und Bomit die lm Texts angewendete Sohlufiweise hw- 
fAllig wird. (Man betraohte wieder die Beispiele' 

x* ffir Ire| < 1 und - ^ fur |re| > 0 ^ 

1 H- v|rc| / 
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den unendlichen #-Bereioh durch die Substitution x = y in einen ganz un 
Endliohen gelegenen y-Bereich 93' transforms ren Da sodann einem 
Kreise um emen zu 93 gehorigen Punkt x 0 ein solcher lm Bereiche 93 
entspricht, der den Punkt y 0 = — zwar nicht zum Mittelpunkte hat, aber 
vm Innem enthalt 1 ), so wird gleichzeitig mit der Beziehung (7): 

| F(x) — FXoo)\<a fiir \x — x Q | *>/a 0 ) 

erne solche von der Form. 

immerhin fur erne gemsse TJmgebung der Stelle y Q bestehen, so daB also 
die Voraussetzung der pwnktweise gleichmufiigen Konvergenz auoh fiir 

lm Bereiche 93' erfullt ist. Daraus folgt aber auf Grand des 
zuvor bewiesenen, daB ^F, wl Bereiche 93' gleichmafkg konvergiert, 
also fill alle y von 93' und jedes s > 0 einer Beziehung von der Form 

|'(7) -^(7) <*, *“* *£». 

geniigt, woraus dann durch Riicksubstitution von «=■ x die gleichmafiige 
Konvergenz von ( F V (X)) vm Bereiche 93 hervorgeht 

Enthalt der sioh ins Unendliohe erstreckende Bereich 93 die Stelle 
x = 0, so zerlege man lhn id zwei Teilbeieiche, von denen der eine, 
die Stelle x = 0 1 m Inn era enthaltende, em endlicher 1 st Dann gilt auf 
Grand der vorstehenden Ergebnisse die gleichmafiige Konvergenz fur jeden 
dieser beiden Teilbereiche, folglich auch fur den Gesamtbereich 93 

6 . Der Begriff der glewhmafiigen Konvergenz erweist sich als em 
wichtiges Hilfsmittel zur Boantwortung der folgenden Frage (welche tat- 
sachlich auch den AnlaB zur Einfiihrung des fraglichen Begriffes gegeben 
hat): Wir nehmen jetzt an, daB derKonvergenzbereich 93 der Fnnktionen- 
folge (F v (x)) aus emem oder mehreren Gebieten 2 ) besteht Ist dann jede 
emsselne FunMion F v (x) an lrgendeiner Stelle x 0 stetig, wie verhalt es 
sich mit dei Stetigkeit der Ghenzfunktion F(x) an der Stelle x Q ? DaB 
diese letztere nicht stattzufinden braucht, zeigt schon das iibereus era- 
fache Beispiel der Funktionenfolge (x v ) Jedes emzelne x v 1 st m jedem 
endlichen Bereiche ausnahmslos stetig. Die Folge (ar) ist fiir \x\ < 1 

1) Vgl § 17, Nr 2, Fufln 1 (S 168) Nur wenn x 0 = oo, m welchem Falle 
ja y 0 = 0 zu aetzen ist, entapncht einem Ereiae „um den Mtttdpunkt oo“, d h. 
emem Kreise \x\^R mit verhUltmamEfiig grofiem Radius R ein solcher um den 

Mittelpunkt y = 0 mit dem Radius 1 1 /1 ™ — • 

2) Vgl § 8, Nr 6, Def VI (S 66) und § 16, Nr 8, letzter Absatz (S 141) 
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and auoli noch fttr x = 1 konvergent. Als Grenzfunktion ergibt sick filr 

\s}\ < 1: lim x v — 0. dagegen fiir x =■ 1: lim x v =- 1. Die fttr Iasi < 1 

1 1 »-> OO ' V-*-00 1 1 

stetige Grenzfunktion, n&mlich F(x) = 0, ist also an der Stelle x =» 1 

unstetig, namlich F( 1) = 1 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Ist jede der Funktumm F v (x) mm mindesten von einer be- 
stimmten Stelle v^m ab stetig an der Stelle x 0 und konvergiert 
die Folge (F v (x)) gleichmafiig im Punkte x 0 gegen die Grenz- 
furiktion F(x), so ist auch F(x) stetig cm der Stelle x Q 
Be we is Infolge der (punktweise) gleichmafiigen Konvergenz von 
(F v (x)) hat man bei passender Wahl von n^>m 

\\F{xo)-K(0\<i 

(9) 

( \F(x a + ft) — FJx a + ft)| < -j- etwa fflr | ft | < p, 
und daher, wenn man den absoluten Betrag der Differenz bildet. 

(10) |-F(*<, + ft) - F(x a )-\ f.% + ft) - j;(» 0 ))| < £ 

Andererseits kann man mfolge der Stetigkeit von F n (x) fiir x = x 0 durch 
geeignete Herabminderung von \h\, etwa fiir ]7&J < erzielen, dafi: 

(11) |J?.(*. + »)--F.WI<7, 

bo daB durch Kombination von Ungl (10) und (11) sich schlieBlich er¬ 
gibt: 

(12) \F(x 0 + h) — F(x 0 ) | < e fttr \h\£d, 
womit der obige Satz bewiesen ist. 

Derselbe kann auch folgendermaBen ausgesprochen warden: 

Ist jede der Furiktionen F v (x) fur v^m stetig am der SteUe 
x 0 , die Folge (F r (x)) fiir x =- x 0 und in der Umgebung von x 0 
konvergent, die Grenzfmktion'F(x) fiir x = x 0 unstetig, so mufi 
( F r (x )) im Punkte x 0 ungletchmafiig konvergieren. 

Man vergleiche hierzu das bereits oben erwahnte Beispiel F v (x) *=• x v 

fttr x — 1, sowie das in Nr. 3 als Beispiel 4 angeftthrte: fill x=Q: 

Im ttbrigen ist die Bedmgung der gleichmafiigen Konvergenz (bei 
gleiclizeitiger Stetigkeit der einzelnen F v (x)), wie bewiesen, eine Jnnrbi- 
chende, keineswegs aber notwendige Bedingung 1 ) fttr die Stetigkeit der 

.1) Man beaohte, dafi BChon beim Beweiae des obigen Satzee die Voraua- 
eetzung der gletchmttlSigen Konvergenz gar moht volletSudig in AnBpruch genommeu 
■wild Denn die Giiltigbeit der (Jngleiohungen (9) wird lediglich fur irgendewen 
iso. von s abh&ngigen) Wert des Index n gebraucht, mcht , wie dies ja die Yor- 
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Grenzfnnktion F(x), wie das folgende Beispiel zeigt Es werde gesetzt: 


( 13 > '.w-rnbi* 

und daher. 


F(x) = lim F t (x) = 0 ftir | > 0, aber auch: jP(0) = 0 


Die Grenzfunktion F{x) =0 ist also durchweg, insbesondere auch ftir 
x = 0, stetig Nichtsdestoweniger konvergiert die Folge [F v (x)) in der 
Nahe von x = 0 ungleichmafiig. Denn, wie grofi man auch eine natiir- 


liohe Zahl n annehmen moge, so ergibt sich ftir x — ^ allemal: F n 
Setzt man ferner: 



(14) 

so ergibt sich wiederum: 


F,{x) - 


v'x 

14 - l*'*l 8 ' 


2 ‘ 


F(x) = lim F % == 0 fur | x | > 0, ebenso: F( 0) = 0, 
1* 00 


somit Stetiglceit der Grenzfunktion ftir x = 0. Trotzdem findet man hier 
sogar: J 7 ,, = y, 80 also ^er den F y (x) bei wachsendem v 

solohe vorkommen, welche in der Nahe von x == 0 unter anderen Werten 
beliebig grofie annehmen (obschon jedes einzelne fiir x = 0 stetig ist) 

Sohliefilich ergibt sich aus dem oben bewiesenen Satze noch der 
folgende: 

1st jede der Funktwnen F v (x) etwa fur v^m stetig im 
Bereiche 93 und konvergiert die Folge (F v (x)') in jedem m 93 ge- 
hongen abgeschlossencn Bereiche 93' 1 ) gleichmafiig gegen die 
Grenzfunktion F(x), so ist auch F(x) stetig im Beieiche 93 


§ 29. Funktioneureihen: GleichniiiDige, uugleichmhfiigc und 
maxi male Konvergenz. — Stetigkeit der Beihensumme. 

1 Wie bereits bei frtlherer Gelegenheit s ) bemerkt wurde, lafit sich 
der Grenewert jeder beliebigen konvergenten Zahlenfolge (af) auf Grund 
der Indentitat: 

n 

+^( 0 ,- 0,^0 

i 

auBBetzusg der gleichmafhgen Konvergenz geBtatfcen wdide, ftii jeden Index v > n. 
Ioh wflrde die in den Ungleichnngen (9) enthaltcne beaehr&nktere Fordernng ale 
emfach gletchmafhge Konvergenz bezeibhnen. 

1) d b also auch in S3 selbst, falls S3 eui abgeschlossener Bereicli 

2) Ij, S 668, Fufin 1 
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auch. als Summe einer unendlichen Reihe darstellen, namlich: 


lim a. ■= a 

«->oe 





Umgekehrt ist ja die Summe jeder konvergenten Reihe c v von vorn- 
6 "o 

herein ale Grmwoert einer Zahlenfolge defimert, namlich: 


5?c v =lims B , wo: s n =-^j'C, (n- 0,1,2, ) 

Eb liegt anf der Hand, dafi sich diese Bemerkungen ohne weitereB auch 
auf Fmktionenfolgm bzw. „ FunUionemreihen “ d. h solche Reihen, deren 
Gheder lrgendwelche Funktionen (in dem vorliegenden Zusammenhange 
einer komplexen Veranderlichen) sind. Danach laflt sich also die Orem- 
fmhtion F(x) einer konvergenten Fnnktionenfolge (F v (z)) durch die kon- 
vergente Reihe darstellen: 

(1) F(x) = Urn F,(x) - F,(x) F,(x) - F,_ t (x)). 


Umgekehrt wird man, wenn (f v (x)) irgendeine Funktionenfolge voratellt 
und gesetzt wild: 

(2) (n-0,1,2,...), 

0 

oa 

die Summe der unendlichen Reihe ^J'f v (x) zu definieren haben durch 

o 

die Beziehung: 

oo 

( 3 ) 

0 

Durch die im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtungen ilber ge- 
wisse Konvergenzeigenschaften von Fu/nkhonenfolgen {F v (x)) Bind also 


1) Bedeutet (p v ) eine beliebige Folge wacheender natdrlioher Zahlen, bo kon- 
vergierfc mit der Folge (a v ) auoh die herausgehobene Folge (a p ^ gegen den ndm- 
Itchen Grenzwert Da andererseits 

n 

a P n - *9 t + ( a >v ~ a Py-t) ' 

1 

bo kunn man hm a. auoh in die Form sebzen: 

n->o* " 

CO 

Dagegen darf ’umgekehrt ans der bloflen Konvergenz dieser Reihe nur auf die 
Rristenz von hm o. , nicht abet auf diejemge von lim a„ geBchlosBen warden 

ft->00 ••-►oo 
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die entsprecbenden EigenBcbaften ftLr Reihm der Form ^Sf r (x) bereits 
vollatandig festgelegt: man bat lediglich die dort gemacbten Aussagen in 
die neue Ausdrucksweise zn iiberaetzen, die erforderliclien Formeln in 
die nene BezeicbnungBweise umznechreiben Obschon dies mcht die ge- 
nngste Schwiengkeit bietet ; bo dtirfte ea bei der dominierenden Stellung, 
welche gerade die Benutzung der Reibenform fiir die Funktionenlebre 
gewonnen bat, zweckmafiig eracbeinen, dieae tTbertragung in den wesent- 
lichaten Pnnkten wnkbch durchzufiihren, zumal aicb dabei nocb gewiaae 
gerade an die Reihenform anzukniipfende niitzliche Erg&nzungen ergeben 
werden. 

2 Sieht man jetzt also die Funktionenfolge (/?($)) (v —0, 1, 2,...) 
ale gegeben an und bezeicbnet die Summe ibrer eraten n -f 1 Glieder, 
wie in G1 (2) angegeben, mit F n (x), so beiBt die unendliche Reibe 
2f v { x ) an der Stelle x = x' konvergent und F{x") ibie Summe, in Zeicben ■ 

00 

« - *v>, 

0 

wenn jedes fJatf) eine bestvmmte ZaM vorstellt und lim FJx') ■= F(x') %m 

II w 

engeren Sinne existiert In jedem anderen Falle heifit die Reibe divergent 
Die Gesamtheit der Stellen x, fiir welche die Reihe Sf r (x) konvergxert, 
bildet ibren Konvergenebereich Sie beiBt daselbst auf Gmnd der friiber 
eingefiihrten Terminologie 1 ) dbsolut konvergent, sobald aucb J5;\ fjx) \ 
konvergiert, und iat in diesem Falle zugleicb unbedingt konvergent, un 
entgegengesetzten nur bedmgt konvergent. 

Beacbtet man ferner, daB 

« + p CO 

(6) F n+P (x) - F n (x) =^}f v (x), F(x) - F v ,{x) = y}f y {x), 

, n + l 

so ergeben sicb un Anscblusse an die lm vongen Paragrapben aufgeatell- 
ten Defimtionen der gleichmafiigen Eonvergenz einer Fwnkttonenfolge 
(S. 227/31, Nr. 2, 4, 5) und bei Benutzung der dort mit (la) und (Ilia) be- 
zeicbneten Bedingungsformen ala entsprecbende Definittonen fiir unend- 
licbe Reihen die folgenden: 

Die im Berewhe S3 konvergterende Reihe ^2f v (x) hd$t 
daselbst gleichmafhg konvergent , wenn eu jedem s > 0 eine na- 
turliche ZaM n vorhanden xst, dera/rt, daft fur alle x des Be- 
retches S3 die Beziehtmg besteht' 

w+ p 

(I) <s (p = 1, 2, 3, ..) 

_ n + l 

1) s I,, § 76, Nr 2, S. 57<i 
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oder auch die demit aqutvalente. 


(II) 


2m 


*'+1 


< s fiir 




Steht mtr soviet fest , dafi die Beziehwng (I) oder (II) fur eine ge- 
wisse feste hew. gleichzeitig vmt s eventuell gegen Null konver- 
gierende Vmgebung einer SteUe x 0 erfullt ist, so heifit die unend- 
liche Rebhe J£f v (x) in der Nahe oder Umgebung von x 0 bzw. 
%m Punkte x 0 gletchmafiig konvergent 
Anf Grand dieser Defiuitionen gestattet dann der Satz yon Nr B dea 
vorigen Paragraphen (S 231) ohne weiteres die folgende ttbertragung: 

Jede m einem abgeschlossenen Bereiche 93 (mindestens) 
punktweise gleichmafiig konvergierende Reike konvergiert da- 
selbst schlechthm gleichmafhg 2 ) 

Man sagt wiederum, die unendliche Reihe 2f v ( x ) konvergiere in der 
Nahe einer dem Konvergenzbereiche angehongen Stelle x 0 mgleichmdfiig, 
wenn nioht zu jedem s eine nattLrliche Zahl n existiert, welche die Gtll- 
tigkeit der Beziehung (I) oder (II) ftir aMe in der Nahe von x 0 befind- 
lichen Konvergenzstdlen zur Folge hat. 

Um Beispiele fill gleichmafiig bzw mgleichmdfiig konvergierende 
Reihen ^f r (x) herzustellen, braucht man lediglich in den Beispielen 
von Nr 3 des vorigen Paragraphen f 0 (x) •= F 0 (x) ^d. fUr v ^ 1: 
f v {x) = F v {x) — F v _ t (x) zn setzen. Auf dieae Weise ergibt sich ans dem 
Bei spiel (1), (S 227): F v (x) — x% daB die Reihe: 

eo 

( 6 ) 1 + 2 (®” 1 ) ®"" 1 

i 

fitr | a? | < 1 gegen die Summe 0 konvergiert, jedoch gleichmafiig nur flir 
| x | ^ q < 1, wahrend bei Annaherung an den Kreis | x | — 1, insbesondere 
an den noch Konvergenz (gegen die Summe 1) liefernden Punkt x = 1 
ungleichmtifiige Konvergenz stattfmdet 


1) Dabei wnd also keineswegs gefordert, daB alle f v (x) in © beschrd/nkt sein 

00 

mdfiten. D&naoh gilt z. B die Reihe ^ x iv 1 lm Bereiche i£| ^ Q <C 1 m it 

o 

einzigem AuBaohlnfl der SteUe x = 0 als gletchmd^ig konvergent, obsohon daB An- 
fangsglied — in der Nahe von x = 0 ntcht beschr&nkt ist. 

2) Gilt wiederam a fortuyrt, wenn die Reihe m der Ndhe jedea Punktes von 
© gleusSmdfitg konvergiert 
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Das Beispiel (4) (S. 229): F t (x) — - j liefert die Reihe: 


(?) 



I | 

(l-f-(i>— 1)"(£C |) (1 + *|®|) 


mit der Summe 1 fQr \x\ > 0, mit der Summ© 0 fttr x = 0; gleichmafiig 
konvergent ftlr | x | ^ 8 > 0, dagegen ungleichmafitg in der Nahe von 
a = 0. x ) 

3 Bin nicht selten niltzliches (gewohnlich Weierstrafi zugeschrie- 
benes) Kriterium znr Feststellnng der gleichmajiigen Konvergenz gewinnt 
man dnrcb die folgende tTberlegung Es sei in einem gewissen Bereiche S3 
zum mmdesten fiir v ^>m: 

eine Bedingung, welcher insbesondere geniigt wil’d, wenn f v (x) fttr v^m 
un Bereiche S3 bescbr&nkt ist nnd y v die obere Orenee von | f y (x) j ftlr den 
Bereich S3 bezeichnet Wird sodann angenommen, daB die Reihe 'Sy r 
konvergiere, so hat man bei passender Wahl von n m: 

w + p 

2r v <e Cp = 0, 1, 2, ) 

n + 1 

nnd daher anch: 

n + p 

y-fM 

«+l 


n+p n+p 

n + 1 7i + l 


filr aUe x des Bereiches S3 Die Reihe ^Sf v (x) konvergiert somit im Be¬ 
reiche S3 gleichmdfiig, 

Wir wollen erne Reihe ^Sf Y (x). welche fflr lrgendeinen Bereich S3 
die Eigenschaft besitzt, daB die aus den dberen Greneen der | f v (x) | ge- 


1) Man beaohte, daB die Reihen (6) nnd (7) beide absolut konvergieren, daB 
somit die absolute Konvergenz keineswegs die Gleichmii/Sigkett der Konvergenz 
Bichert Andererseita kOnnen Reihen, die in lrgendeinem Bereiche nnr bedtngt 
konvergieren, daaelbst durchweg glexchm&fiig konvergieren So konvergiert z B 

418 B “ he - - 1 +^ + _ 2 ^ + ' ftl 1*1 nm **»»*< 
jedoch gletchmd/Sig (wie man leioht erkennt, wenn man die Reihe in die Form 


. 2a! . setzt vgl Nr 8 am Ende). 
v'— X* 

1 eo so 

2) Man pflegt die Reihe y y als Majorante der Reihe f v (x) zn bezeich- 


n + 1 


n + 1 


nen Allgemein versteht man nnter einer Majorante einea anthmetischen Aus- 
dmoks A einen anderen darans abgeleiteten M von der Beachaffenheit, daB dnrcb- 
weg bzw in einem nkher bezeichneten Umfange die Beziehnng besteht 


\A\. 
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bildete Reihe Iconvergiert, als im Bereiche S3 maximal konvergent bezeich- 
nen Dann gilt also der Satz: 

Eme m irgendeinem Bereiche maximal konvergente Beihe ist 
dasdbst gleichmafiig Iconvergent. 

00 

2 x 

Beispiel: Die in der letzten FuBnote erwahnte Reihe x v -* 

r V' — SC 3 

1 

ist im Bereiche | x j ^ q < 1 maximal und somit gleichmafiig konvergent, 

eo 

we S ei1 ^ V *- Q * und we g en der Konvergenz von 

tlbngens gilt das enteprechende fflr jeden beliebig groBen endlichen Be- 
reich \x \ < R nach WegJassung derjenigen Anfangsglieder, fill welche 
v < R. Und die gleichmafiige Konvergenz bleibt auch nach Hinzuftigung 
dieser Anfangsglieder erhalten, wenn man die Punkte x = ± U d= 2, . 

± [J2] aueschlieBt. Man beaohte, daB man dieses letzte Ergebnis nicht 
etwa aus dem Umstande erschliefien konnte, dab die Reihe m der Rahe 
jeder von den Punkten ± 1, ± 2, . , ± R verschiedenen Stelle gleich- 

maBig konvergiert. Denn diese Form der SchlnBweise wiirde ja nur fCir 
abgeschlossene Bereiche gelten, wahrend der dnrch bloBe AusschlieBnug 
der Punkte x = ± v entstehende Bereich ein nicht abgeschlossener ist 
Man konnte Bie also nur an wen den, wenn man die betreffenden Punkte 
durch beliebig kleine Ereise aueschlieBt und diese sodann zur Begrenzung 
des Bereiches hinzufiigt (Fur die Praxis ist das wohl in alien Fallen 
gleichgtiltig, verdient munerhin volliger Klarheit zuliebe hervorgehoben 
zu warden ) 

4 Da aus der Stetigkeit von f 0 (z), f^x), . wegen ■ 

Fy(%) — f 0 (x) + (x) + -f f v (x) auch diejenige voft F v (x) resultieit, 

so ergibt Bich durch unmittelbare TTbertragung der Satze von Nr. 6 des 
vorigen Paragraphen: 

Ist jedes der Reihenglieder f v (x) stetig cm der Sidle x 0 und 

eo 

konvergiert die Reihe ^jf v {x) iyi der Nahe von x 0 gleichmafiig 
<> 

gegen die Summe F(x), so ist auch F{x) stetig an der Sidle x 0 . 

Ist jedes der Reihenglieder f v (x) stetig im Bereiche S3 und 

qo 

konvergiert die Reihe f v (x) in jedem eu S3 gehongen dbge- 

"o 

schlossenen Bereiche S3' gleichmafiig gegen die Summe F(x), so 
ist auch F(x) eme stetige Funktion im Bereiche S3 
Dabei ist die Gleichmdfiiglceit der Konvergenz in dem bezeichneten Zu- 
Bammenhange wiederum zwar eme hmreichende, aber kerne notwendtge 
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Bedingung far die Stetigkeit [Beispiel (vgl S 236, G1 (13)) Eb ist: 

ao 



VX 

1 + | vx}* 


{v — l)x 



fiir jedes x, also inebesondere fiir x -= 0, dennoch ungleichmdfiig konver- 
gent in der Nahe yon x = OJ 


§ 30 Reihen $(&) nach ganzen positiyen Potenzen einer Ver^ndel'¬ 
ll chen. — Der Konvergenzkreis. — Fomieln znr Bestimmnng des 

Konvergenzradius. 

1 Der ernfacbste und zugleich, wie Bich zeigen wird, ftir die Funk- 

tionentheorie fruchtbarste Typus von Reihen der Form ~Sf r (x) kommt 
zum Vorschein, wenn gesetzt wird* f v (x) =■ a v x v (v = 0, 1 , 2 ,. .), unter 
(a v ) eine behebige unbegrenzte Folge komplexer Zahlen veratanden. Eine 
solche Reihe heifit eine geivohnliche Potenereihe oder auch, wo ein MiB- 
verstandnis auBgescbloBBen ersohemt, achlechtbin eine Poten&reihe in x 
und soil generell mit bezeichnet werden, so dafi also im vorliegen- 
den Falle: « 

(!) 

o 

Als Gbrundlage fiir die Featatellung des Eonvergenzbereichs einer solchen 
Reihe beweisen wir zunachat den folgenden Satz: 

Oibt es eme Zahl x 0 von der Beschaffenheit, dafi \ a y t | fur 
alle v — 0,1, 2, unter einer positiven Zahl y bleibt, so ist 
^(a:) absolut Convergent fur jedes der Bedingung \x \ < | a? 0 1 
genugende x, mfierdem nach Anndhme eines positiven q < | x 0 \ 
gleichm dfiig Convergent fur 0 ^ | x | < q 
Beweis. Die geometrische Reihe Convergiert, und zwar absolut 
fQr | x \ < 1 (vgl. Ij, § 76, Nr 2, S 576) Da nun: 

I i i \v \ X v 

a v°^ “ a * X 0 I =- 

I w o 

<y 

“*0 

bo ist, wegen <C 1, die Reihe ^a y x v fiir | x | ^ q absolut, und zwar 
®0 

maximal, also auch gleichmafiig Convergent 

2 Als unmittelbare Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze er- 
gibt sich: 

Konvergiert die Reihe Sa r x v fiir vrgendeinen bestimmten 
Wert x = x i} so Convergiert sie absolut fur aMe x mit einern 
Absolutwert \ x | < | x l \ Divergiert ^a t x v oder auch rmr 1 ) 

1 ) In diesem Palle kOnnte 3 a ^ a ¥ x i v nooh bedvngt konvergieren 
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J£\a v x v | fur einen gewissenWert x — x iy so divergiert ^a y x v 
f\ir aide x mit dem Absolutwert \ x\>\x i \. 

1 st namlich ^a v x x Convergent (wenn auch eventuell nur bedingt 1 )), so 
mull ja lim a v x x *■* 0 sein, also etwa: I a v x x v | < e fQr v > n, so dafl nach 

I 1 ->0D 

Hinzunahme von |a 0 |, \a x x x \ t \a n x x n \ alle \a y x x \ sioher unter einer 
endlichen Sohranke bleiben, also der zuvor bewiesene Satz in Wirksam- 
keit tritt. 

Wenn dagegen auch nur a y x % v \ diver giert, so kann ^a y x v fQr 
Teem x mit dem Absolutwert | x | > | x a | konvergieren. Denn ware dies der 
Fall, so wQrde ja auf Grand des bewiesenen Satzes sofort die absolute 
Konvergenz von ^Sa r x^ v daraus resultieren. 

3. Sind die a y so besohaffen, dafl die \a v x y \ (v = 0, 1, 2, . .) fQr 
jedes einedne noch so grofie x unter einer endlichen Schranke bleiben, so 
mu£ offenbar die Reihe ^Sa Y x v ftlr jedes noch so grofle (endhche) x Jcon- 
vergieren (und zwar absolut ): sie heifit in diesem Falle bestandig {conver¬ 
gent, (NB. Nichtsdestoweniger dwergiert sie selbstverstandlich an der 
Stelle x «- oo, da die erste Bedingung fQr die Konvergenz, nftmlich daB 
die einzelnen Glieder bestimmte Zahlen vorstellen, hier nicht raehr er- 
fflllt ist). 

eo 

1 ^,T 

Beispiel. Es werde gesetzt: a f = also: -» Si — • 

Alsdann wird, wenn | x j «— r gesetzt wird, zunachst: 

1 r 1 Ul/ 1.8 v v(v-l) ..1 

(2) _Jl._ . <•* _£*_tl. 

V } 1 v 2 (v — 1) (x + l)(v —x) (v —1) 8 v 1 

Die kleinsten in dem letzten Ausdrucke auftretenden Nenner sind, wie 
leicht zu sehen, 1 • v und v • 1 . Aus: 

X + 1 < v 

folgt namlich durch Multiplikation mit x > 0 : 

X 8 + X <xv 
0 < xv — x s — x, 

also durch Addition der Identitat v ■=■ v: 

v < xv -f- v — x* — x — (x + 1 ) (y — x) 

(fQr x — 1, 2,. v — 2). Infolgedessen ergibt sich aus G1 (2): 

_ '$*<£)’ 

1) Konvergieit die Reihe ^a ¥ x y absolut, so ist sie fQr |re | ^ |a^ | maximal 
konvergent, also zugleich absolut und gletehmUfiig konvergent. 
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und Bchlieflhch: 



Der rechteetehende Ausdruck wird aber, wie grofi man auch r angenom- 
men baben moge, ffir hinlanglich grofie v beliebig klern, xmd es bleiben 

daher die Zablen — fiir jedes einzelne noch so grofie r unter einer end- 

x v 

lichen Schranke. Die Reihe £ — ist somit bestandig komergent 1 ) 

Eb kann nnn zweiiens der Fall eintreten, dafi uberhaupt kein von Null 
verschiedener Wert x enetiert, ffir welchen dieZahlen \a v x v \ (v==0,1,2, ..) 
unter emer endlichen Schranke bleiben. In diesem Falle kann offenbar 
die Reihe a r x v ffir keinen yon Null verschiedenen Wert a: konvergieren , 
sie ist (sc abgesehen von x ■= 0) „bestandig divergent. 

eo 

BeisjiieL =^jv\x v . Ffir | x | ■= r findet man hier analog wie 

i 

oben (b. Ungl. (3)): 

(4) v\r v > (yv-rf 

und dieser Ausdruck wachst mit v ins Unendliche, wie Mem auch r > 0 
angenommen werde. Die Reihe Sv\x v ist also ffir jedes von Null ver- 
schiedene x divergent. — 

Als dritte Moglichkeit bleibt schliefilich noch der Fall flbrig, dafi 
die Zahlen \x\, fiir welche \a v x v \ unter einer endlichen Schranke bleibt, 
eme bestimmte (endliche) obere Orenee R haben. Dann ist zunachst evi¬ 
dent, dafi die Reihe ^a v x v ffir | x | > R divergiert, da ja ffir | x | > R die 
Zahlen \a 1t x v \ gleichzeitig mit v zum mindesten teilweise fiber alle Gfren- 
zen wachsen mfissen Andererseits bleiben aber (auf Grund der Bedeutung 
von R als obere Orenee ) ffir jedes R'< R die Zahlen | a v R' v \ (y = 0,1,2,...) 
unter emer endlichen Schranke, und somit konvergiert die Reihe ffir jedes x 
mit einem Absolutwerte \x\<.R'. Dann konvergiert sie aber auch geradezu 
ffir jedes nur der Bedingung \x\<R genfigende x: denn, wie wentg auch 
| a; | mterhaTb R angenommen werden moge, so gibt es doch stets (unend- 
lich viele) Zahlen R' von der Beschaffenheit, dafi \ x\ < J2'< JR, woraus 
dann nach dem zuvor gesagten unmittelbar die Richtigkeit der letzten 
Behauptung hervorgeht 

Geometrisch gesprochen divergiert also die Reihe ffir alle Stellen 
aufierhalb , sie konvergiert ffir alle Stellen mnerhalb ernes Ereises mit dem 
Radius R um den Nullpunkt, den wir von jetzt ab als den Kreis (0)R 
bezeichnen wollen. Er heifit der Konvergenzkrets der Reihe, sem Radius R 

l) Dieses Ergebnis l&fit sich iibngens einfacber mit Hilfe deB Cauehyaohen 
Fxmdamentalkntennms zweiter Art (vgl. Nr 5 dieses Paragraphen) herleiten 
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ihr Konvergenzrodius. Bezttglich. dee Yerhaltens der Reihe fttr die Stellen 
| a; | — B, also ftlr die Punkte auf dem Konvergenzkreise, gibt die ur- 
sprfiDgliche Definition yon JR (als obere Grenze der Zahlen \x\, fttr welche 
die Zahlen \a v x v \ unter einer endlichen Scbranke bleiben) keinerlei An- 
haltspnnkt: in der Tat konnen, wie sich spater noch zeigen wird, in 
diesem Falle alle moglichen Eventualitaten emtreten. 

Die zwei zuvor betrachteten Falle der bestandigen Konvergenz nnd 
Divergenz lassen sich fLbrigens unter den letzterwahnten in der Weise 
subsumieren, ^dafi man 1 m Falle einer bestandig konvergierenden Potenz- 
reihe jR — + oo, im Falle einer bestandig divergierenden B — 0 setzt. In 
der Tat Jcotwergieri ja eme Reihe der ersten Art fOr \x\ < -}- oo, die andere 
divergiert fttr | x | > 0 

4. Es ist wichtig festzustellen, dafi der Konvergenzrodius B yon 
S ^°^ L stets mit Hilfe eines aus den a v gebildeten Grenzwertes dar- 
stellen lafit. Nach dem CauchyBchen Fundamentalkriterium erster Art 
(s. I,, § BO, Nr. 4, S. 342/8) hat man ftlr die Reihe J£\u v \: 

Konvergenz, wenn: lim VKi < i, 

V->oo 1 

Divergenz, wenn: lim V|i»j > i 

V -> oo 1 v 1 


Darans folgt zun&chst unter der Voraussetzung ernes endlichen und von 
Ntdl verschiedenen lim V|a v |, dafi die Reihe 2\ a,x v \ 


(B) 


konvergiert, wenn: lim y|aj • | x | < 1 , 


divergiert, wenn: lim yloj ■ I x I > 1 , 

A -4-ao i vi » i 

Setzt man also: 


d.k \x \<-j-, 

d. h. |s| > 1 


( 6 ) 




so ist die Reihe x v absolut Convergent fiir x J < _R, absolut divergent 
ffir |®| > jR, also, wie aus Nr 2 heryorgeht, auch schlechthin divergent 
ftlr \x \ > jR. Somit stellt die durch die Beziehung ( 6 ) definierte Zalil 
den Konvergenzrodius der Reihe ^a v x v dar Dabei steht es selbstyer- 
standlich frei, den in GL ( 6 ) auftretenden oberen bzw. unteren Limes durch 
den Limes sohlechthin zu ersetzen, falls ein solcher existiert. Man hat 
also in diesem Falle: 


(6 a) 
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1st Y | % | “ + oo, und nur wenn dies der Fall ist, so wird die Kon- 

yergenzbedingung (6) durch kein yon Null verschiedenes | x | befriedigt, 
die Reihe ist dann also bestandig divergent. 

Ist dagegen lim Via I — 0. d. h. schlieBlich: lim vTaJ - 0, und 

nur wenn dies der Fall ist, so wird die Konyergenzbedingung (5) durch 
jedes (noch so grofie) | x | befriedigt, so dafi also die Reihe bestandig kon- 
vergiert x ) 

Da im ersten der eben betrachteten Falle: lim y — ■« 0, im 

sweiten • lim y ~ — oo, so ergibt sich noch, dafi der eweite in G1 (6) 

bzw. (6 a) ftir JR angegebene Ausdruck auch flir diese beiden Falle ghltig 
bleibt. 

5 G-eht man yon dem Cauchyscbeo. F nndftmflntftllrri t.flriiiTn %%center 
Art aus (s.I a ,§54, Nr. 6,S. 385), so folgt zunachst, dafi die Reihe ^\a v x*\ 


0) 


Hieraus ergibt sich nur soyiei, dafi: 


wenn* lim 

a v + l 

• I x I <1, bzw. lim 

a v + l 

V-+00 


1 1 r-*-ce 

a v 

wenn: lim 

°v + l 

1 x 1 > 1, bzw lim 

a v + l 

V + M 

«v 

1 1 ' V-+oo 

a v 


|«| < 1, 

1*1 > 1 - 


( 8 ) 


Ii — lim 


*v + l 


g^setzt werden kann, wenn dtescr Qrenswert existiert (wobei die Falle 
a a 

lim —— -= 0 und lim —— — oo m analoger Weise mit einzuschlie- 


>+1 


v + l 


fien sind, wie die entsprechenden m Nr 4). Andernfalls kann man nur 
schliefien, dafi die Reihe ^a v x v 


( 9 ) 


f konvergiert, wenn: |®|<lim 


l divergiert, wenn: I x I > lim 

1 1 V-> 00 


'v+l 

a. 


*v + l 


wahrend das Yerhalten der Reihe fiir solohe x, welche dem Bereiohe 
(dem „Kreisringe‘ < ): 

( 10 ) 


lim 




^ I a? I ^ lim 

- 1 1 - V 


v + l 


1) Es gilt also der Satz 

Dte notwendige und htnreichende Bedtngung ftir die besthndtge 
Konvergerus der Reihe '^■a v x v besteht tn der Besiehung 


lim 1 

V-+00 


l fl J 
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angehfiren, hieraus nicht beurteilt warden kann. Eb besteht also hier ein 
wesen&icher Unterschied in der Wirksamkeit des Knteriums aster nnd 
zweiter Art, insofern nwr das erstere in jedem Falle (s Gd (9)) den genanen 
Wert des Konvergenzradius liefert. 

Beispiele. 1 ) Die Reihen vx r , beaitzen samt- 

lich den Konvergenzradius 1, wie aus jeder der beiden Formeln (6 a) uud 
(8) ermittelt werden kann 

Setzt man dagegen a v =» -f- (— 1)” , so bat man (s. I,, § 33, 

Nr. 3, S 202): lim a, -= e, dagegen lim a s ^ +l — c -1 und daher. 


lim 

y ->■ oc 



i 

lim i 

a 

V 

a *+i 

= e a 1 

1 -►00 | 

1 a v+l 




woraus nur geschlossen werden kann, dafi die Reihe fiir ' x | < ^ Icon- 
vergiert, ftlr | a? | > e* divergiert. Andererseits findet man aber- 

VkT - l™ (l + (~ 1)" v) - 1, 

so daB sich auf dtesem Wege unzweideutig R = 1 ergibt 
Ferner: Fiir a, =■ vi -1 )*' wird 

Oj w 2fi, a lfl+ i 

und daher: 

a„ 


lim 


‘v + l 


0, lim 


2fi + 1 

a„ 


v + i 


oo. 


bo dafi hieraus gar Item SchluB auf die Konvergenz oder Divergenz der 
Reihe: „ 

• x v — -j- + 2x * + y + 4® 4 + 

T 

gezogen werden kann. Dies gelingt dagegen mit Hilfe des Knteriums (9) 
Man hat n&mlich (I,, § 37, S. 230, Fufin.)' 

(9) limV|^J - 1 

F -^00 

uud somit nach Cft. (6): R — 1 

Sohliefilich werde noeh gesetzt: a v — » also: 

a »jU + l 


1 und daher: 


also: 


—, | - j , wenn v gerade, 
v 1 1 — 1, wenn v vngerade, 

limVTaTi “ £» limVToTi-1 


1) Vgl 1^ § 87, Nr 8, S. 280, Fufln 1 und I,, § 60, Nr. 4, 8 896/6. 
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Obschon bier lim ]/\ a v | (und a fortiori 1 )) lim nichi existiert. lie- 

\ ' v ■+■<*> a v | / 7 

fert hier Gl. (6) unzweidentig das Resultat It — 1, dessen Richtigkeit siob 
ttbrigens auch leicht verifizieren l&fit, wenn man die fragliche Reihe, 
namlich 



8 + (-!)’) 


V 


— 1 + * + (y)' + ** + (y ) 4 + *‘ + • • 

in die beiden Teilreiben zerlegt: 


1 + (y) + (y) 4 H- und: x + a? + ofi -\ -, 


deren erste dann zwar den Konvergenzradius — 3 besitzt, wEhrend fttr 
die twttte It —■ 1 ausfallt und somit aucb die Summe dieser beiden Reihen 
nur fttr | x | < 1 konvergiert. 


§ 31. tJber Konvergenz nnd Divergenz yon Fotenzrelhen anf dem 
Konvergenzkrelse, insbesondere liber bedingte Konvergenz. 

1. Fragt man nach dem Verhalten von Potenzreihen ftir die Stellen 
des Konvergenzkreises, so lehrt schon das Beispiel der oben erwahnten 

Reihen ^vx v , ^^x v , dafi sowohl Divergent: als auoh absolute Eonvergeng 

fttr alle SteUen des Eonvergenzkreises \x | — 1 mttglich ist, wakrend an- 

dererseits die gleichfalls oben erwahnte Reihe ^ ^x v fttr die auf dem 

Eonvergenzkreise gelegenen Stellen x — 1 und x =■ — 1 ein verschieden- 
artiges Verhalten zeigt, namlich fttr x — +1 divergiert und fttr x — — 1 
(flbrigens, wie sioh weiter unten zeigen wird, auch fttr alle ttbrigen Stellen 
mit dem Absolutwerte 1) bedingt konvergiert 

Bei der genauen Prttfung der in diesem Zusammenhange auftreten- 
den Mdgbchkeiten dflrfen wir ohne merkliche Beeintrttohtigung der A11 - 
gemeinheit dem Eonvergenzradius der zu betrachtenden Reihe ^a r x * 
den Wert 1 beilegen, also lim Y\ a v | =■ 1 annehmen. Hatte man n&mlich 

V so 

erne Reihe 'Sb r tf mit beliebigem von 1 versohiedenem Konvergenzradius 
E, so geht dieselbe durch die Substitution 0 — Ex in eine Reihe von der 

1) Wie in I,, § 68, Nr 4 (S. 894) gezeigt wnrde, aieht die Extatenz (im 
weiteren Sinne) von lim burner diejenige von Jdm a « I und die Beziehung: 



naoh Bioh, ftber nxcht umgekehrt. 
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Form ^{b v R')x v mit dem Konvergenzradius | rc | =^= 1 fiber, so dafi also 
das Verbalten der Reike 'Sb x e v auf dem Konyergenzkreise | js \ = R nach 
demjemgen der Reihe '^(b l R?)x v auf dem Konyergenzkreise \x j =* 1 be- 
urteilt werden kaun 

Die notwewhge und htnreichende Bedingung fdr die absolute (also 
unbedmgte ) Konvergenz der Reihe a v x v ffir lrgendewe evneelne SteUe auf 
dem Konyergenzkreise \x \ = 1 besteht dann offenbar m der Konyergenz 
der Reihe J a v | 1st aber diese Bedingung erfiillt, so Tconvergiert ^a r x v 
auch absolut ffir alle Stellen des Konyergenzkreises. Mit anderen Worten: 
Divergiert J£a v x v auch nur ffir eme emzige Stelle des Konyergenzkreises, 
so kann sie fur lrgendwelche anderen Stellen desselben kemesfalls absolut , 
also hiJchstens noch bedingt konvergieren. 

Zur Entscheidung fiber die Konyergenz oder Divergenz der Reihe 
J£\a y \ mfissen, da infolge der Voraussetzung lim ]/\ a v | = 1 (wobei auch 

geradezu lim Y\ | *=■ 1 bzw. lim - ' q - +1 1 — 1 sein kann) die Cauchyschen 

Fundamentalkriterien yersagen, je nach Bedarf scharfere Kriterien heran- 
gezogen werden 1 ), wie sie in I a , § 50, 54 und I s , § 76 ausffihrlich ent- 
wickelt worden sind. Sind z. B die a v so beschaffen, dafi 


1 + + Ir 

V V 1 


wo x, X yon v unabhangig sind und f r v | unter einer endlichen Schranke 1 ) 

bleibt (also: Jim — 1^, so folgt aus I,, § 76, Nr 5 (S 590), dafi 

.S '! a v | Tconvergiert ffir * > 1, dagegen diverg%ert ffir x ^ 1. Somit ist 
unter der Yoraussetzung (1) die Reihe ^a v x v nur im Falle x > 1 auf 
lhrem Konyergenzkreise j x | — 1 absolut konvergent Dies tnfft insbeson- 
dere zu (wie a. a. 0. S. 591 gezeigt wird) ffir die hypergeometrische Reihe 


yi q(q+i)- (a + » 1) 5 (b + 1)... (6 + — 1) _ m/ , 

jZi 1-2 v e(c + i). . (c + »— i)* ^falls »t(c i a— b)>0. 


2. 1st Jim Y\ a v | =■ 1 und 2\q v \ dwergent , so divergiert die Reihe 
-S'a,. x v sicher ffir aUe Stellen des Konyergenzkreises \x\ — 1, falls 
lina [ a v \ > 0 ist 8 ) Hat man dagegen: lim a v =» 0, so ist noch bedmgte 


1) Abgesehen von dem Falle lim 
weiteres ereiohtlich ist 


> 0, in welchem die Dwergens obne 


2) Eb wfirde sogar, vne a. a. 0 gezeigt wird, schon gendgen, wenn 




8) Dieser Fall tritt z. 5. ein, wenn die a v der Bedingnng (1) geniigen und 
* ^ 0 ist (s Ig, § 87, Nr. 4 — insbesondere S 802 unter 1) und 8)). Ffir die hyper- 
geometrisehe Reihe lautet die entsprechende Bedingung: 8ft (c — a — b)^ — l. 
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Eonvergenz moglich. Insbesondere laflt sich der in I 8 , § 77, Nr. 2 (S 594) 
bewiesene Satz jetzt folgendermafien anssprecben: 

1st ^ja v divergent und lim a v — 0, so besitet die Reihe 
den Komergeneradms \ x | =■ 1 1st sodann a v — a v _ t \ kon¬ 
vergent, so konvergtert ^a v x v noch bedingt fUr aUe Stetten des 
Konvergenzkreises mit Ausscblufi von x — 1 


Hiernach konvergiert z B die Reihe — (ebensojede Reibe Sa v x v 

t v 

mit posiliven, monoton der Null zustrebenden n r bei gleichzeitiger Diver- 
genz von ^\ a v j) abgesehen von der (Divergenz-)Stelle x — 1 nocb be¬ 
dingt fiir alle flbngen Stellen des Konvergenzkreises | x | 1. 

Genfigen die a v wiederum der Bedingong (1) und ist 0 < * ^ 1, so 
divergiert zwar, wie bereits oben bemerkt wurde, die Reibe a v |. Da- 
gegen konvergtert, wie in I B , § 87, Nr. 5 (S. 663) gezeigt wurde, die Reibe 
JS'I a v — a v _ l |, und somit ist ^a r x v auf dem ganzen Eonvergenzkreise 
| * | ™ 1 mit emzigem Ausscblufi der Stelle x =■ 1*) noob bedingt kon- 
vergent 

Fiir die hypergeometrische Reibe nimmt die Bedmgung 0 < * ^ 1 
(b a. a. 0. S. 667) die Form an: — 1 < 9t (c — a — b) ^ 0 Sie ist also 
unter dieser Voraussetzung fiir alle Stellen des Ereises | a; | =■ 1 mit 
Ausnabme von x =~ 1 nocb bedingt konvergent Setzt man insbesondere: 
b =» c, a — — m (also: c — a — b => m) und ersetzt x durch — x, so ent- 
steht als Spezialform der hypergeometrischen die „binomtschef 1 Reibe 


ro (ro — 1) (m — v ■+• 1) 


Dieselbe besitzt (wenn nicbt gerade m 


eine nattirliche Zabl, in welchem Falle die Reibe mit der Potenz x m ab- 
bricht) wieder den Eonvergenzradius | x |» 1 und ist (nacb dem in Nr. 1 
fiber die hypergeometrische Reibe Gesagten) auf dem ganzen Ereise 
| x | — 1 noch dbsolut konvergent, wenn 91 (m) >0; dagegen mit Ausscblufi 
der Stelle x «= — 1 bedingt konvergent , wenn — 1 < 91 (m) ^0 Im Falle 
9t (m) ^ — 1 divergiert sie fQr | x J — 1 ausnahmslos s ) 


3. Die auf Grund des Satzes von Nr. 2 als Beispiele fQr die bedmgte 
Eonvergenz auf dem Eonvergenzkreise angefflhrten Reihen 'Sa v x v baben 
die gemeinsame Eigenschaft, an einer Stelle des Ereises zu divergtcren, 
namlich an der Stelle x =■ 1, fUr welche jener Satz keme definitive Aus- 
sage fiber das Verhalten der Reibe enthalt Und man darf geradezu sagen, 
dafi alle bekannteren Reihen, die auf dem Eonvergenzkreise nur bedingt 


1) Dafl die fflr x = 1 zum Vorschein kommende Reihe (nxcht nur die 

Reihe J5j\a\) wuklich divergiert, wurde a a. 0. auBdnlcklioh bewiesen. 

2) Ygl die PuBnote 1 
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konvergieren, daselbst stets an einer oder mehreren 1 ) Stellen divergieren. 
Man konnte hiemach vermuten, dafi iiberhaupt jede Potenzreihe, die anf 
dem Konvergenzkreise nicht dbsolut konvergiert, daselbst mmdestens eine 
Divergenzstelle besitzen mtlsse Es gibt indessen aucb Potenzeiben sebr 
einfacher Art, welcbe auf dem Konvergenzkreise cmsnahmslos nnd dennocb 
nnr bedingt konvergieren, wie das folgende Beispiel lebren soil 
Man setze: ri/-i 

(8) (*-1,2,8, .), 


wo wiederum []/v] die grofite w Yv entlwMene game Zahl bedeutet. 
Nimmt dann v diejemgen Zahlenwerte an, welche cbaraktensiert sind 
durch eine Bediiigung von der Form: 

(9) X'£v<(X + l) 2 (A-1,2,3, ), 

so wird 

x£Yv<x + \, 

also 

(10) []/v] — X, 

d. h durohlanft der Index v die Reihe der Zahlen A*, 1, X* + 21, so 

bat [Yv] den konstanten Wert X, so dafi also die entsprechenden Glieder 
a, samtlich das Yorzeicben von (— 1)* baben Setzt man also: 


( 11 ) 

so bat man: 
( 12 ) 


A 


+ 


+ 


i JT i , + i T '' “ r i 1 4- 2i> 
00 00 


- _ (f + t + t) + (t + ‘' + t) - (y + ■ • • + h) + • • 

Um die Konvergenz dieser Reibe nachzaweisen, hat man nur zn zeigen, 
dafi die A. x mit waohsendem X monoton, nnd zwar scbliefilicb gegen Null 
abnehmen. Man bat nun: 

also: 0 

92 + 1 

1 


(i + l)*+v 


4* 


(14-1)1 + * T (1 + 1)1+214*1 " r (14-1)'4-214-2 


1) Will man z B anB einer Reihe der in Nr. 2 betrachteten Art eine solohe 
bilden, die f&r m Stellen del Rinheitskreues divergyert, bo hat man nur x durch 
<£ m zu erietzen: die betreffende Reihe dwergiert dann far die m Stellen x, welche 
den Wurzeln der Gleichung x m — 1 entspreohen 
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und da jeder der beiden letzten Briiche kleiner ist ala jedes der 2 k + 1 
Giieder der vorangehenden Summe und d&ber: 
l 


so wird" 
folglicb* 


i a ^ 

< 21 + 1 (1+ l)* + v ’ 


(l+l)«+2l+l 
1 

(l + l)>+21 + 2 

A _ l - _ 

^ 21 + 1 ^ 1 ( 14 - 1 )* + 1 /’ 


si 


L * + l ^21 + 
8-1 


ff+grrv} 


21 8 + 41 + 1 — 2v 
(21 + l)(l s + *0((l + l) s + *) 

>0 


(da ja 2v ^ 4k, also jeder Zahler wesentlicb positiv ist) 


also 


A< 


21+1 
1* ’ 


lim A, ==» 0. 

i+oo * ’ 


"Da auBerdem: 


so folgt in der Tat, daB die Reihe ^a v zunachst in der Form 2(r~ 1)* * 
konvergiert, iibrigens aber, wie dann unmittelbar ersicbtlich, auch Con¬ 
vergent bleibt, wenn man mit Weglassung der Klammern die einzelnen o„ 
als Reihenglieder ansieht Es honvergiert also die Reibe ^ a v x v an der 
Stelle x — 1 

Man bat nun femer: 


( 13 ) ^j\ a r a r + ll“^(„ „ + l) + ,2(l* + 21 + (1 + 1)*)' 

wobei der Akzent bei dem ersten Summenzeichen der recbten Seite andeuten 
soil, daB alle Giieder yon der Form (jjrqry-i — (X^jTlj*) =" lj 2, 3, ) 

wegzulassen Bind: an ibre Stelle treten eben (wegen des Zeicbenwecbels 
beim tFbergange yon A x zu A x+1 ) die m der aweiten Summon vereimgten 
Giieder Setzt man diese letztere in die Form: 

m oo 

2 {i* + 2i “ (i +1)*) + (i + i)" s 

und filgt jene fehlenden Giieder noob zur ersten Summe hinzu, bo nimmt 
GL (13) die Form an: 




l 

(1 +1) 1 


(14) 
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Die Eeihe der \a y — a v+i \ ist also Convergent, und somit konvergiert 
2a v tf auch fiir alle yon 1 verschiedenen Stellen mit dem absoluten Be¬ 
trage ] x | — 1. Sie konvergiert also auf dem Konvergenzkreise ausnahms- 

los , aber offenbar nur bedxngt, da ^ | a r 1 =» ^ -i- divergiert. 

§ 32. Stetigkelt der Sunime einer absolut honvergenten Potenz- 
reihe. — Erhaltnng der gleichm&Bigen Konvergenz (und Stetig- 
keit) beim tfbergange zn einer Konvergenzstelle anf dem Kon¬ 
vergenzkreise (XbeZscher Satz und dessen Yerallgemeinerung). — 
Yerhalten beim tfbergauge zn einer Stelle eigentlicher Divergenz. 

» 

1. Konvergiert die Potenzreihe ^ (x) ~^Ja v x v absolut fiir | x | = r, 

o 

so konvergiert sie nach § 30, Nr. 2, Fufin 2 (S. 242) gleichmafhg fiir alle 
x mit dem absoluten Betrage | x j <, r. Folglich ist (x) fdr den betref- 
fenden Bereich, d. h. fdr den Kreis mit dem Radius r emschliefilich der 
Peripherie eine stctige Funktion von x (dabei kommen fiir die Stellen auf 
der Begrenziing wieder nur die im Innern oder auf der Begrenzung ge- 
legenen Stellen als „Umgebung“ in Betracht). 

Konvergiert die Reibe {x) bestandig, so stellt sie also eme fdr 
jeden endlichen Wert von x stetige Funktion dar. 

Besitzt 5p(a:) den Konvergenzradius R and konvergiert die Reihe 
noch absolut fiir | x | — R, so besteht offenbar die Qleichmdfiigkeit der 
Konvergenz und somit die Stetigkeit von (x) fdr | x \ <. R. 

Wenn aber 5(5 (x) fdr lrgendeine Stelle mit dem absoluten Betrage 
| x | — R nur bedmgt konvergiert, so ist die zum Beweise der gleichmafiigen 
Konvergenz in § 30, Nr 1 benutzte SchluBweise fdr | x | <[ R nioht mehr 
anwendbar, da sie wesentlicb auf der Konvergenz von a v | • R? berubfc. 
Hier gilt nun der folgende (in der Hauptsache von Abel herrdhrendeSatz): 

Konvergiert die Reihe (x) = ^£a t .x v fiir irgendeme Stelle 
X desKonvergenekre ises ( 0)R, so konvergiert sie gleichmafiig fur 
alle auf dem Radius OX gelegenen Werte x (einschliefiltch x=~X), 
und es wird daher | ( X ) — 5p (a;) | m%t \ X — x | beliebig Hein 

(also: lim 3$ (a;) — ® (X), wenn die Verdnderliche x auf dem 

Radius OX gegen den Wert X konvergiert). 

Beweis Bedeutet, unter der vorlaufigenYoraussetzung,daB X +±R 
und -f ± Ri, x irgendeine Stelle auf dem Radius OX und setzt man: 
x Tji, X = X-fBi, 

so hat man offenbar: 

J_ J_a[ 

A. 
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also: 

und daher: 


d. h. 

(i) 


S + fli-lvlU+BO 1 ). 


x_ 

X 


X 

X 


In den yorlaufig ausgescblossenen Fallen x «— ± R oder — ± Ri ist die 
Bichtigkeit von Gil. (1) ohne weiteres ersichtlich. 

Da nun J^a v X v nacb Voraussetzung konvergieren soli, so kann 
man zunachst zu beliebig klemem s > 0 eine Zahl n so fineren, dafi flir 
v - 0,1, 2 ,. . 

(2) 1 3ft<- + 01 = | a n X n + • • • + a n+r X*+' j < s 

Andererseits ergibt sicb mit Anwendung der Abelschen Transformation 
(I„ § 59, Nr 4, S. 416 und § 77, Nr 1, 8 592): 


n+P »+P 



and daber: 

I «+»» 

a v x v 

n 


niemals die Einbeit iibersteigen kann, scbliefilicb: 


also, da ■= 



< s 


*+p -1 


f X v x * + l\ , X 

2?(l - X ) + X 




d b. 


1) Diese Gleiohung bleibt aueh m den F&llen A =■ 0, B ™ i JR und A — i -Bi 
B — 0 gfllhg (8 im Text die auf G1 (1) folgende Bemerknng) Die s&mthohen 
Stellen x anf dem Radius OX werden also dargestellt duioh* 

x=> 9 X, 

wenn 9 alle reellen Zahlen von 0 bia 1 (einschliefllich der Grenzen) bedeutet (vgl 
dbrigenB § 14, Nr. 4, S. 187) Danaoh l&Bt sioh der oben ausgesprochene 8atz auoh 

00 

bo formulieren■ 1st ty(X) Convergent, so konvergiert ?(dl) gletch- 

o 

mdfUg fQr 0 ^ 9 ^ 1 und man hat 
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Nr. 2. 


(3) 




n 


< £ 


(far p - 0,1, 2,. .), 


vomit der atfsgesprochene Satz bewiesen ist*) 

2 Der vorstehende Satz ist ein spezieller Fall des folgenden: 

Konvergiert die Heihe J£a v x v fiir erne SteUe X auf dein 
Konvergenzkreise , so konvergiert sie gletchmafiig fiir alle Stellm 
x m Innem und auf der Begremsung jedes Dreiecks, dessen emer 
Eckpunkt der Punlct X ist, wdhrend die beiden anderen innerhalb 
des Konvergemshreises liegen 

Urn den Beweis etwae zu vereinfachen, bemerke man, daB durch die 

Substitution _ , 

x A x 


die Reihe^a,®’' ttbergeht in eine von der Form: ^a' v x' v (wo: a v = a v X v ), 
wahrend zugleicb dem Werte.a: — X, wegen: x — der Wert x'=>l 
entspricht, so daB die neue Reihe den Konvergenzradius 1 besitzt und fiir 
x' — 1 nooh konvergiert. 

Infolge der zwischen x und x' bestebenden linearen Beziehung wird 
jedes von Punkten x erfttllte Dreieck mit dem Eckpunkte x — X auf ein 
(tibngens gleichstimmig ahnlicbes) Dreieck mit dem Eckpunkte x' — 1 
abgebildet — vice versa (vgl. § 16, Nr 4, S. 158). Da auBerdam jedem 
Werte x mit dem absoluten Betrage | x | < | X | ein Wert x mit dem ab- 
soluten Betrage | x' | < 1 entspricht und umgekehrt, so genttgt es offen- 
bar, den oben ausgesprochenen Satz in der folgenden Fassung zubeweisen: 

1st die Beihe J£a y x v mit dm Konvergenzradius 1 fur x — 1 
konvergent , so konvergiert sie gleichmdftig fur alle Stellen x im 
Innem und auf der Begremsung jedes Dreiecks , dessen einer Eck¬ 
punkt der Punlct 1 ist, wahrend die beiden anderen innerhalb des 
Eiriheitskreises liegen.*) 


1) Ala Folgernng aus dem Beweise dieses Satzes, bzw aus Ungl. (2) und (9) 
ergibt sieh aoch 

Konvergiert dieBeiheJ>ja v x y gleichmdflig fiir alle Stellen \x\ — E, 
bo gilt das gleiche far \ x | JR. 

Konvergiert ^§a v x v gleichm&flig fiir Me Stellen |ai|—li cines 
Kreisbogens AB (etnschhefihch der Endpunkte A und B), bo gilt das 
gleiche fOr aUe Stellen des Sektors AOB. m 
(Man hat mu' zu beach ten, dafi auf Grand der vorausgesetzten gleichm&Bigen 
Konvergenz X in Ungl. (2) bei festem n jetzt jede Stelle anf dem Kieise |£c| « JZ 
bzw dem Kreisbogen AB bedeuten kann) 

2) Konvergiert also ^a y x v gleichm&Big fflr aUe BteUen | x | ■■ B, emeB 
Kreisbogens AB, so I&fit sich das auf Grand der vongen Fuflnote zun&obst den 
Sektor AOB nmfassende Gebiet gleichm&Biger Konvergenz noch entsprechend 
vergrfiBern 
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3 Wir schicken dem Beweise dieses Satzes den folgenden, anch fQr 
anderweitige Betrachtnngen flber das Verhalten yon Potenzreilien an der 
Konvergenzgreme niitzlichen Hilfssate voraus: 

Zieht man vom Punkte 1 aus zwei zur redlen Achse symme- 
tnsche, dem Etnheitskreise angehomge Sehnen f deren Lange mit a 
bezeichnet werden woge } so besteht die Beziehung . 

U_-®J 4 

1 — ] o; | ^ a 


fdr die von 1 verschiedenen Stellen vm Innern und auf der Be- 
grenzung desjewigen Bereiches SB, welcher begrenzt mrd von jcnen 
beuien Sehnen und dem mnerhalb des von ihnen gebildeten Winkels 
liegenden Bogen eines Kreises mvt dem MittelpunM und Radius 
Beweis. Man bemerke zunachst, dafi der mit dem Radius y um den 
Ponkt beschriebene Kreis alle vom Punkte x =» 1 aus gezogenen 

Sebnen balbiert. Wird sodann x vorlaufig auf einer der beiden begren- 
zetiden Sehnen von der LSnge a angenommen, so hat man (s. die Figur): 


| a; | 2 = Ox* — OA* + Ax* 

-I)’ 

= 1— a • 11 — a I + 11 — a: I 8 , 

also* 

1 — |a?! 3 * — 11 — x\ (a — jl— *|) 

T 



(wobei das Gleiohheitszeichen nur fiir den einzigen Fall 11 — x | — y gilt, 
d. h. wenn x im MittelpunM der betreffenden Sehne liegt). 

Daraus folgt weiter: 


|i — *1 
1 - 1*1 


|d + i*i)< 


4_ 

a 


Liegt jetzt x auf einer anderen vom Punkte 1 aus gezogenen, urner- 
halb des in Betracht kommenden Winkelxaumes verlaufenden Sehne, de¬ 
ren Lange mit a ' bezeichnet werden moge, so ist offenbar a'> a und 
andererseits auf Grand des eben gewonnenen Resaltates: 

^rj||<7, also afortwri<j, 

womit der ausgesproohene Hilfssatz bewiesen ist. 

4 Nunmehr beweisen wir den am Schlusse von Nr. 2 ausgesproche- 
nen Satz folgendermafien 
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Nr. 4 


Infolge der voransgesetzten Konvergenz von lafit sich, wenn 
gesetzt wird: , 

n + k I 


zu beliebig kleinem e > 0 eine Zabl n so fixieren, dafi f(ir Je — 0,1,2, 


ji + A 


(5) 


£(»+*> = 0r < 


Andererseits findet man -wiederum mit Hilfe der JieZschen Transformation: 
yja y x v - x n ^}a n+v x v - x n {^R^ + ^(x v — x v + 1 ) + R*+ k )x k } 

n 0 0 

k -1 

0 

nnd daher, mit Berttcksichtigung von Ungl. (5)- 


Da aber unter der Voranssetzung | x | < 1 

1 1 — ®l ^ | 1 —1^11 ” 1 “ 1^1? 


so kann man im Nenner des letzten Ghedes 11 — x \ a fortiori dnrcb 
1 — I x I ersetzen und findet daher: 


( 6 ) 


n + k 


2 a, v x v < b 


I i- g l 

1 — j ic I 


Gehort jetzt x einem Bereiehe an, wie er in dem znvor bewiesenen Hilfs- 
satz mit 58 bezeichnet wurde, so findet man mit Benutznng von Ungl (4): 


(7) 


\2’ a > X ' 


< e "a 


(mit Ansschlnfi von x =— 1), 


wahrend flir x — 1 diese Unglpichung auf Grand von UngL (5) ohnehm 
erfflllt ist. Es konvergiert somit die Beihe ^Sa r x v gleichmafiig im Innem 
and auf der Begrenzung jedes solchen Bereicbes 58. Da die Beibe fiber- 
dies fiir jeden, emscbliefilieb seiner Grenzen mnerhalb des Einbeitskreises 
gelegenen Bereicb gleichma/Kg konvergiert, bo stebt es ohne weiteres frei, 
durcb Hinznfiigung eines beliebigen, dem Lmern des Einbeitskreises an- 



Nr 5 
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gehorigen Sttlckes zmn Bereiohe 58 den Bereich gleichmaBiger Konver- 
genz entsprechend zn vergroBern, womit also die Richtigkeit des am 
Schlusse von Nr 2 ausgesproehenen Satzes in dem dort behaupteten Um- 
fange vollstandig bewiesen ist. 

5. Aus dem vorstehenden Satze und der in Nr 2 erwiesenen Mog- 
lichkeit, denselben nnmittelbar auf den Fall eines beliebigen Konvergenz- 
radins R nnd einer bdiebigen auf dem Kreise \x \ = R gelegenen Stelle X 
zn flbertragen, ergibt sich beziiglich der StetigTceit eine Potenzreibe fiir 
irgend eine Stelle des Konvergenzkreises das folgende Resnltat: 


Konvergiert die Reihe (x) = 5? a * f ur wgend eine Stefle X 

o 

ihres KonvergenzToreises, so ist ^ (x) stetig fur jeden Bereich, 
welcher aus der Umgebung von X dwrch irgend zwei von X cm- 
gehende Sehnen ausgeschnitten wird. 

Es wird also in diesem Falle lim^5(rc) — 5|$(X), wenn x auf einem 
beliebigen Strdhle ans dem Innem des Konvergenzkreises der Stelle X 
zustrebt (oder anob auf einer beliebigen Kurve, die in der Naohbarschaft 
der Stelle X einen gewissen, ttbrigens beliebig groBen Sebnenwinkel mcbt 
ilberscbreitet). 

Dagegen darf keineswegs ans der Existenz eines endlichen km 
(selbst wenn dieser bei gam beliebigem GrenztLbergange ans dem Innem 
des Konvergenzkreises znstande kommen sollte) auf die Konvergenz der 

oo 

Reihe a„ X v gesoblossen warden. Dies zeigen schon Beispiele aller- 
o 

00 

emfaobster Art, wie die geometriscbe Progression ^ x y . Diese besitzt 

o 

ja fiir I x I < 1 die Summe — und nian findet daher, wenn X eine ganz 
beliebige Stelle auf dem Konvergenzkreise | x | ■- 1 mit einziger Ausnahme 
per Stelle 1 bedeutet: 


00 

lim x y =« (also endlich und bestimmt) 

o 


Nicbts destoweniger konvergiert die Reihe x. v (wegen | X | =• 1, 

o 

lim I Xy I =■ 1) fiir Jceine ernzige Stelle X auf dem Konvergenzkreise. 

V ->oo 1 ' 

Gestattet hiemach die bloBe Existenz eines endlichen lim 5B (& X) 
noch keinen ScbluB auf die Kowvergenz der Reihe so lafit sich 

doch wemgstSns zeigen, dafi diese letztere m dem betreffenden Falle me¬ 
nials eigentUch divergieren kann (vgl I 8 , § 75, Nr. 1, S 575). 

PrlnKBhelm Vorleaumren II 1 17 
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6 Um dies nacbzuweisen, scbicken wir zunachst den folgenden Satz 
voraus: 


Ist^}a v x v fur \x\ < 1 Convergent, ^ja v = (ct y + /3 v t) 
o o o 

eigentlich divergent, so ist bei reeUen, positiv wachsenden Werten 

00 oo 

p: 00 (^* 5S \2 a ^ 9 1 ™ + °°)- 


von 




Beweis. Die Yoraussetzung besagt, dafi mindestens eine der beiden 
Reiben eigenUich, d h. nacb + oo oder — oo divergiert. Um 

irgendeine Festsetzung zu treffen, werde etwa angenommen, dafi: 


^«,“ + oo. 

o 

Setzt man sodann: 

(8) « 0 + “i H-1 - a , “ -4* ( v — 0; 1> 2,...), 

so ergibt sieh mit Hilfe der Afefacben Transformation fUr jedes beliebige 
m und n > m\ 

n 171—1 n— 1 

( 9 ) S A - < ~*’- r « , ’ +1 ) +2^o v -9'* 1 ) + A *«' 

0 0 m 

Da lim A v =» + oo, so werden alle A v , zom mindesten yon einem be- 

V ->00 ' 

stimmten Index v anfangend, positiv und bei binlanglicher YergrSfierung 
yon v bdiebig gro/3. Man kann aber obne Bescbrankung der Allgemein- 
beit annehmen, dafi die Ay scbon ftlr v — 0 , 1 , 2 , .. durobweg positiv 
ausfallen, da man dies ja eventuell durch' passende (die QtQtigkeit dea 
Satzes offenbar in keiner Weise beeinflussende) Abandoning des Anfangs- 
gliedes a 0 stets erzielen kSnnte. Bs beaitzt nladann die unendliebe Zab- 
lenfolge 

•dyl + -4 > + 8> ■ ■ ■ 

bei beliebiger Annahme yon v eine positive nntere Grenze, die mit y v be- 
zeicbnet werde, so dafi also fdr jedes v ^ 0 und k —* 0,1,2,.. 

(10) A + ^)V>0. 

Alsdann ergibt siob ans Gl. (9) flir 0 < p < 1: 

n m-1 n-1 

ft(f - O’* 1 ) +2y.(Q’~ O’* 1 ) + M" 

o o in 

- ?o(l - 9 m ) + YmQ m 
> Y m Q n - 


(11) 
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lingu 
P 


Unterwirffc man jetzt p der Bedingung 

m 


m+l> 

so wird (s. I 1; § 33, S. 199, Ungl. flO]): 
( 12 ) 


Q m ^ \ . m > — fttr jedes (noch so groBe) m 

( 1+ ») 

und somit: 

oo n 

( 13 ) * vQV > 2 v ** * > t ■ Yn ■ 

0 0 

Da gleichzeitig mit bmi r = + oo auch limy,— + oo wird, so kann 

»->• V->00 

man fiir m eme untere Sohranke so firieren, dafl — • y m eine beliebig grofi 

vorzuschreibende positive Zahl G fibersteigt, so dafi also nach UngL (13) 

00 

(14) .2? «,<■'><? 

0 

wird fttr p ^ 1 Mitbin ergibt sich: 


(15) lim ^ = + °° 

00 00 00 

ond scblieBlioh, wegen: | (a v -f /3 V ®) p* |* — I ^ a v p* |* + | /3 r p j*, 

o o o 

00 00 

also: \^}(a v + |3,i)p*'| ^ | ^?« < p f '|, wie behauptet: 
o o 

00 

( 16 ) lim $ (p) = Urn (a v + /3,i) p v - <x>, 

nbnpi daB fiber die /3 y sine weitere Voranssetznng gemacht zn werden 
braucbt. 

Ganz analog gestaltet sick der Beweis im Falle — — oo, bzw. 
^/3,,-ioo. 

7 Ersetzt man in dem eben bewiesenen Satze a T dnrch a y X v , so 
folgt ohne weiteres: 

Bfl 00 

1st 95(a) a v x v konvergent fiir |z|<|X| und^ja v X v 

o o 

eigenthch divergent, so wvrd: 

— oo. 


17* 
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Hieraus ergibt sich aber in Verbindung mit dem Abdseh&n Satze von 
Nr. 1 auch sofort die Richtigkeit der am Scblusse von Nr. & ausgespro- 
cbenen Behauptung, namlich: 

Besitzt lim^P('d’X) fur irgend eine Sidle X mf dem Konver- 
genzhreise emen endhchen Wert, so hcmn 5(5 (X) nur Tconvergie- 
ren oder uneigentlich divergieren 

§ 33. Reihen ip (ac — cc 0 ) und nach positiven Potenzen von 

(a? — x 0 ) und — Reihen JP(x), JP(x — x 0 ) nacli positiven und 
negativen Potenzen von x und (x — x 0 ). 

1 Bedeutet x 0 eine beliebige Eonstante, so lafit sich der Eonvergenz- 

OP 

bereich einer Potenzreibe von der Form: 5(5(2 — x Q ) «■ '5*a v (x — :r 0 ) F 

o - 

mit Hilfe der Substitution: x — x Q ™ y obne weiteres aus demjenigen der 
Reibe 5(5 (y) bestimmen. Er wird also, falls die Reihe iiberbaupt flir 
irgendeine von a? 0 verscbiedene Stelle x konvergiert, entweder defmiert 
durch eine Bedingung von der Form \x — x 0 \ < R, d. h er wird dar- 
gestellt durch einen Ereis um den "Punkt x 0 mit dem Radius H; oder die 
Reihe konvergiert fttr jeden noch so grofien endlichen Wert von (x — x 0 ), 
also bestdndtg . Im ttbrigen besitzt dann die Reihe 5(5 (x — x Q ) lm Innem 
und auf der Grenze ihres Eonvergenzbereiches offenbar genau dieselben 
Eonvergenz- und Stetjgkeitseigenschaften wie erne Reihe von der Form 
¥(»)• 

In analoger Weise wird sich auch dasYerhalten einer Reihe von der 
00 

Form: 5(3 (~r) mo a„x~ v vermoge der Substitution: — — y aus dem- 
o x 

jenigen der Reihe 5(5 (y) beurteilen lassen. Eonvergiert die letztere ftlr 

| y | < B, SO wird die erstere far — I < JS, dhfttr|a;|>4-“-Ro kon- 
vergieren, also fttr alle Stellen, die aufierhcdb ernes mit dem Radius B 0 
um den Nullpunkt beschriebenen Ereises liegen. Darf R grofler als jede 
noch so grofie positive Zahl genommen werden, so sinkt R 0 unter jede 
noch so Tcleine positive Zahl herab und die Reihe 5(5 konvergiert in 
diesem Falle fttr jedes x mit einzigem AusschluB der Stelle x = 0. 1st R 
der Eonvergenzradius von 5(5 (y), so ist auch R 0 derjenige von 5(5 , 

d. h. die Eonvergenzgrenze fttr 5(5 ist wiederum ein Xreis, jedoch mit 
dem Unterschiede, daB 5(3 aufierhcdb dieses „Konvergenzhreises“ kon- 
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vergiert, dagegen im Innem divergtert. Oder anders ausgesproohen: Die 
SteUe x « oo, fflr welche sioh 5(5 (-^-j auf das Anfangsglied a 0 reduziert, 
gehort allemal zum Konvergenebereiche, die SteUe x = 0 zum Divergenst- 
bereiche emer solchen Reihe. Man pflegt dies anch so auszndrtloken: Eine 
Reihe von der Form (^ konvergiert, wenn flberhaupt, far eine gewisse 
Umgebung der SteUe x — oo 

Im iibrigen lehrt die Beziebung: sp (—j daB die Reihe 

»(*) im Innem und auf der Grenze ihres Konvergenzbereiches die ent- 
sprechenden Eigenschaften besitzta wird, wie 5(J (y) .Sie konvergiert also 
absolut fttr |®|> und gleichmafiig far \x\ ^jR^, feUs angenommen 

wird; wahrend auf der Konvergenzgrenze, also far \x\ =- B 0) die n&mlichen 
verscbiedenen EventuaUtaten eintreten konnen, me bei der Reihe ^ (y) 

fttr | y | - i-. Zerlegt man also $(^) in: (j) + (^-) (wo: 

n — 1 

■= a v x~A, so kann man fiir den gesamten Bereioh gleichmaJJiger 
o ' 

Konvergenz durob Wahl emer passenden Zabl n | ^ n (~) | < « machen; 
und da die rationale Funktion $P n (-^ fiir diesen ganzen Bereich eine 

stebxge Funktion von x ist 1 ), so folgt, daB aucb ™ Iunem des 

Konvergenzbereiobes und eventueU aucb bei passendem tfbergange zur 
Konvergenzgrenze eine stetige Funktion von x darsteUt. 

Das analoge gilt offenbar aucb fttr erne Reibe von der Form SJ5 x )» 
mit der einzigen Modifikation, daB die SteUe x «■ x 0 bier diejenige RoUe 
spielt wie die SteUe x — 0 fiir 5(5 (-^ • 

2 Wir betraobten soblieBUcb noch solcbe Reihen, welche sowohl 
positive als negative Potenzen von x bzw (x — x 0 ) in unbegrenzter An- 
zahl enthalten Eine solcbe Reibe soU genereU stets durch das Symbol 
P(x) bezeiobnet werden, so daB also: 


( 1 ) 

wo etwa: 
( 2 ) 


00 00 


1) Die emzige UnstetigkeitBBteUe von Sp n n&mlich x ■■ 0, gehOrt ja nie- 
mals dem Konvergenzbereioh von $ (-^-j an. 
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Setzt man sodann: ct^ => ct_ v) so pflegt man statt: 

00 30 " 00 00 

P{x) ~y}a_ v x- v +y}a v ^^y}a v x v -\-^}a v 

1 0-10 

kttrzer zu schreiben: 

+°° 

( 3 ) 


Fttr die Konvergenis von P(x) ist alBdann notwendig und hinreichend, 
dafi jede der beiden Reiben 5Pi(^-) ^nd 5(5 (a) komergiert .*) Bedeutet 

dann R 0 bzw. R den Konvergenuradius yon 5J5 t ^ bzw 5(5 (x), so dafi also 
far |a:| > J2 0 , 5(5 (a) fttr \x\<R absoUt konvergiert, dagegen 

> R divergiert, so existiert offenbar 

fttr P(x) tlberbaupt Teem Konvergenzbereich, falls R 0 > R Ist E 0 *= R, 
so besteht der Konyergenzbereicb von P(x) eventuell auB denjemgen 
Stellen der KreisKtwe |$| = Rq == R, fttr welcbe 5^ und 5(5 (x) gleich- 
zeitig konvergieren (unter Umstanden also aus dieser ganzen Kreislmie) 
Ist endlich Rq<R, so konvergiert offenbar P(x) absolut fttr R 0 < | x | < R, 
d. b. im Innem eines Kreisrvnges, weloher von zwei um den Nullpunkt 
mit den Radien E^und R beschriebenen Kreisen begrenzt wird; und sie 
konvergiert gteiehmaflig fttr R^ ^ | x | ^ R\ wo: Rq< Rq < R' < R. Da- 
bei kanri moglicberweise auob R 0 =* 0, R = oo sein, jedoch geheirt dann 
die Grenzstelle x — 0 bzw x =■ oo niemals dem Konvergenzbereiche von 
P(x) an, aufier wenn P{x) sicb auf eine Reihe von der Form 5(5 (a;) bzw. 
5(J reduziert Siebt man von den Spezialf alien R 0 = 0 bzw R “■ oo 
ab, so kftnn P(x) offenbar aucb nocb fttr |®| = R 0 und | x | «■ R durch- 
weg oder teilweise konvergieren 

Aus dem fiber Reiben von der Form 5(5 (a), ^ (-^-) Gesagten folgt 
dawn wiederum obne weiteres, dafi die Reibe P (x) im Innem ibres Kon- 
vergenzbereicbes und eventuell aucb beim tTbergange zur Konvergenz- 
grenze eine stetige Funktion von x darstellt. 

1) Da beliebig viele KoeffUienten den Wert NuU haben kfinnen, bo kann in 
irgendwelchem beBOndexen Zub ammenhange auoh der Fall emtreten, dafi dies fQr 
aUe a v mit negativm oder alle mit positivem Index zutrifffc, bo dafi aladann P(x) 

eine Reihe von der Form ip (as) bzw. voretellen wtlrde (worin kein Wider- 

spraoh liegt, da P(») alB Zeiohen fttr den allgmemeren Begriff auoh den speisieUeren 
umfafit) 

2i Yffl L.IU. Nr. 7. S. 808/4, 
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Auch lassen sich die vorstehenden Betrachtungen wieder unmittelbar 

+ o» 

auf Reihen von der Form ci v (% — x 0 ) v ttbertragen, wobei dann die 

— oo 

Stelle x — x 0 die Rolle des Mittelpunktes iibernimmt. 

§ 34. tber die Wurzeln der Gleichung x* n 1 und ihren Zusammen- 
hang fflr n-+ <x> mlt der Matizahl fttr die L&nge des Elnheltskrelses. 

1. Bei den bisbengen Betrachtungen fiber Potenzreihen warden die 
Koeffietenten a v als gegebene Zahlen angesehen und aus ihrer Beschaffen- 
heit gewisse Schlfisse auf die Existenz und die Eigenschaften der Summe 

oo -1-00 

*W-2«/ bzw -P(ic) — ^}a v x v gezogen. Wir wollen nun umge- 

0 — to 

kehrt untersuchen, inwieweit die Koeffieienten a y durch die Summemverte 
^5 (x) bzw. P(x) bestimmt bzw. darstdlbar amd. Es wird sich zeigen, dafi 
dies in der Tat der Fall ist, sobald P (x) fttr alle Stellen einer um den 
Nullpunkt beschriebenen, dem Bereiche gleichmafiiger Konvergenz ange- 
horigen Ereishnie als bekannt angesehen wird. Um aber dieses fttr die 
spateren Untersuchungen fundamentale Resultat erweisen zu konnen, be- 
dttrfen wir gewissei Kenntnisse ftber die Wurzeln der Gleichung ^*” = 1, 
welche zunachst hergeleitet werden sollen. Dabei machen wir absichtlich 
keinen Gebrauch yon dem frtther erwiesenen Satze fiber die Wurzelexistenz 
einer jeden algebraischen Gleichung, da die zu gewinnenden Resultate 
spaterhin auch dazu dienen sollen, einen neuen Beweis fttr diese Wurzel¬ 
existenz zu liefem. 

2. Wie in Ij, § 70, Nr 4 (S. 537/9) gezeigfc wurde, hat die Gleichung: 

(1) x 1 — a + /Si (wo: fi 0) 
stets zwei und nur zwei Wurzeln: 

(2) x x “ £ X + Vi*> ”™ S* "I" V**} 

wo: 

[ fe-+Vil* + /K| + i*> U —Vil* + 0*| + 

(3) - „_ R __ 

I ” [ff • Vil« + ^|-*«, Vi — | J | ■ + 

und samtliche Quadratwurzeln als positive Zahlen zu verstehen sind. 1st 
nun insbesondere /3 > 0, so wird, ohne dafi a + /3 i irgendwelcher anderen 
Beschr&nkung unterliegt, eine Lttsung der Gleichung (1) die Form haben: 

( 4 ) V« + §i - ii + Vi 

wo g x , rji beide weseniUoh positiv sind, n&mlich: 

(4a) 6 X - + Vila + fli | +T* * Vi — + Vs l a + P*\\ «• 
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Dieser besondere Wert der Quadratwurzel aus a + /3» (wo /5 > 0) soli un 
folgenden schlecbtbin als die positivgliedrige Quadratwurzel bezeichnet 
und durch das Symbol ya-\-fh dargestellt warden, so daB also: 

(5) + Va + /3® — Y\ \a + /Si| + \ u + »|/J- |o + pi | — ju 
3 Betracbtet man jetzt die Gleicbung: 

(6) x N — 1, wo: N — 2", 
so folgt zunacbt aus der Identitat: 

*» - 

daB a: 8 ” -1 nur die beiden Werte haben kanu: 

d. b -±1. 

Daraus ergibt sicb analog: 

x*‘-*-±V ±l, 

x %n 8 -±y±i/±i, 

und so weiter fortschlieBend findet man, daB alle flberhaupt moglichen 
Losungen der Gleicbung (6) in der Form entbalten sein mtlssen: 

m x-±V±v±. -±y±i 

n —1 rt-a 1 

(wobei die Indizes unter den Wurzelzeicben lediglich dazu dienen sollen, 
deren Ansahl zu cbarakterisieren). Da die n vorbandenen doppelten Yor- 
zeicben im ganzen 2" — N verscbiedene Kombmationen zulassen, so lebrt 
der Ausdruok (7) unmittelbar, daB GL (6) hochstens N verschiedene Wur- 
zeln baben kann. Wir zeigen nun, dafi die Anzahl der verschiedenen Wurzeln 
aucb wirUich N ist und daB sicb dieselben samtlicb als Potenzen einer 
ganz bestimmten unter ibnen darstellen lessen. 

Eierzu setzen wir zun&chst: 

( 8 ) 

( 9 ) c-Vl-K-i 

und definieren sodann gg als die im oben bezeicbneten Sinne positiv- 
gliedrige Quadratwurzel aus c v ebenso c L als diejenige aus c B und allgemein 
c Jt+1 als diejenige aus c x . Man findet also mit Benutzung von G1 (5): 

(10) c-yi-y^-yi+ivi 

(11) + 

Setzt man sodann allgemem: 

( 12 ) =yT — + Vc k - y.+i + ^4.1*1 
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bo wird Ql. (4) und (5) zunachst: 

Yx + 1 + ^*+i® — + Vy* + <^x® 

“ Vi I Yx + tf x® I + 1 Yx + l Vl\Yx + tf x®l — *Yx- 


Da aber: 

\Yx + tf x®l - I Cxi - 1 (wegen: -1), 

so ergibt sich schliefilich: 

(13) Yx+i^W-^Wxf s x+i ™Vt-tYx 
und hieraus mBbesojidere fOr x, = n — 1: 

(14) r.-vT+Tj-ZI, ».-V¥=Tr.'-i- 

Drtlckt man jetzt y n _ t wiederum mit Hilfe der Rekursionsformel (13) 
durch y n _ t aus, so folgt: 

Y% “ + i Va + I Yn-at — jY\ + jY*-% 


r\_ _i 

S i Yn-l * 


und durch weitere sukzessive Anwendung der Formel (13): 



(wobei die Indizes outer den Wurzelzeichen wiederum nor deren Anzahl 
cbarakterisieren sollen), also mit Berttcksichtigung yon GL (10) schliefilich: 



Dabei ist dann: 


( 16 ) O'.+ «*• = <?-!• 


Da dUe moglichen Wurzeln der Gleichung a^= 1, wie Gl. (3) lehrt, durch 
sukzessiye Quadratwurzel-Ausziehungen berechnet werden konnen, bo l&fit 
sich aus der besonderen Art der Herstelluug yon c n erschliefien, dafi es 
kerne komplexe Wurzel der Gleichung — 1 geben kann, deren reeTler 
Teil numensch grower als y„ ware Hat man namlich: 

c=~y-\-di f y* -fd a =l, 

wo y, d im iibrigen beliebig positw oder negativ sein mogen, so sind die 
beiden uberhaupt moglichen Werte yon Yc nach Gl (3) stets in der Form 
enthalten: 

V~‘ = ±{Vf+b' + £- l -'>V¥ zr ir}- 
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Danach fallt der reeUe Teil yon ]/e bei positwen Werten yon y stets 
mmensch grower aus als bei den entsprechenden negatwen, and wiederuin 
noch urn so grower, je grower y selbst ist. Da nun, wie unmittelbar zu 
sehen, c a outer alien moglichen komplexen Werten von^l emen positiven 
reellen Teil besitzt, der von keinem anderen libertroffen wird 1 ), so gilt das 
analog zun&chst ftir c 4 , folglich ebenso ftlr Cg — also schlieBlich ftir c n . 

Da iiberdies ftlr jedes n > 2: 

(17) y n < 1 and daher: d n > 0, 

wie man ohne weiteres erkennt, wenn man in G1 (15 a) die innerste 
]/| durch die tsu grofie Zahl 1 ersetzt, so folgt, dafi c n diejemge Ldsung 
der Gleichung X s -= 1 darstellt, welche naoh der in § 23, Nr. 3 (S 197) 
eingeftihrten Terminologie als die N te CrrMnrfeinheitswurzel zu bezeich- 
nen ist 

4. Aus dem a a. 0 Gesagten wtlrde dann ohne weiteres folgen, dafi 
die N Zahlen: & n , c^, c®, .c^" 1 die N (wirklich verschiedenen) Wurzeln 
der Gleichung x N =- 1 darstellen und dafi denselben n aquidistante, mit 1 
beginnende, in der Richtung der waehsenden Winkel aufeinanderfolgende 
Punkte auf dem Einheitskreise entsprechen. Indessen lafit sich dieses 
Resultat, unabhangig von den dort angcstellten Betrachtungen, ftir den 
besonderen hier yorliegenden Fall auch in folgender Weise ableiten. 

Aus (c„) y => (c%y — 1 folgt zunachst, dafi jede der Zahlen 

. , c^~ 1 


< 4 , 


nl 

l »f 


eine Wurzel der Gleiohung x N ~ 1 darstellt Waren nun lrgendzwei dieser 
Zahlen einander gleich, so hatte man etwa ftir: 0^v<.v<,N — 1: 

also: 1, wo: 0 < v— v ^ N— 1, 

d h es gabe mindestens einen von Null verschiedenen und unterhalh N 
liegenden Exponenten, welcher zu c M gesetzt den Wert 1 liefert 

Angenommen nun, es sei (i der Iclemste solche Exponent Dann er¬ 
kennt man zunachst, dafi g, keine Zahl von der Form 2* (A — 0,1,.. n — 1) 
sein kann. Denn aus: 

a ! 001 

folgt: 

4 - M )* -1 


‘'x-l 




(wo: n - A ^ 1), 


so dafi also c** stets yon 1 verschieden ist. 

1) Die aoht veraohiedenen Werte von ]/l Bind n&mlioh: 

i. -i. »\ -Cv1±»vT) 
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Da hiernach fi hem Tetter von N sein kann, so darf man setzen: 

N~p-ii + [I, 

wo p eine positive ganze Zahl und yJ der Reihe 1, 2, ; (ji — 1) an- 

gehort Alsdann ware aber: 

und, wegen <£*“ -■ (cQ p = 1, schliefllich: 

<’=i, 

d h. es gabe einen von Null verschiedenen Exponenten (i < p von der 
gedachten Beschaffenheit — was der Voraussetzung widerspricht. Da es 
somit ilberhaupt keinen von Null verschiedenen Exponenten (i<.N geben 
kann, so dafi c£ — 1, so folgt in der Tat, dafi die Zahlen c B fttr 
v «=» 0, 1, 2, . .., (N — 1) durchweg voneinander verschieden sein miissen 
und daher die samtlichen Wurzeln der Gleichung — 1 darstellen * 

5. Um sich fiber die Anordnung der den Zahlen 
c°, c 1 , c® . c y ~ 1 

«> n > n } t n 

entsprechenden Punkte etwas genauer zu orientieren, bemerke man fol- 
gendes. Da fQr jedes ganzzahlige v: 

Kl" 1 ! — <5 +1 | — |ct| ■ 11 — c,| — 1 1 — c„|, 

so folgt zunachst, dafi jenen N Zahlen ebensoviele aquidistante Punkte 
auf dem Einheitskreise entsprechen, wobei der Abstand jedes Punktes 
von dem unmittelbar vorangehenden oder folgenden den Wert 11 — c n \ 
besitzt. Beaohtet man nun, dafi c£ = 1, c* — y n + 8 n % } wo y B und d n betde 
positiv , und dafi mentals c* +1 = c y n ~ x werden kann, so folgt, dafi die 
Punkte <£, c*, c®, ... in der Richtung der wachsenden Wmkel und nnch 
der Reihenfolge der Exponenten aufemanderfolgen. Und zwar ist leicht 
zu sehen, dafi bei Verfolgung der Punkte c v n ( y — 0, 1, . ., ( N — 1)) in 
dem durch die Folge der Exponenten angegebenen Sinne die Peripherie 
des Einheitskreises gerade einmal durchlaufen wird, derart, dafi der letzte 
jener Punkte, namlich c^ -1 , von dem ersten, d h c£ — 1, wiederum den 
Abstand 11 — c n | besitzt. 

Wtlrde namlich die Ereisperipherie hierbei mehr als eirmal durch¬ 
laufen, so mfifite entweder mindestens ein Punkt <? n , wo 1 <>v <, N — 1, 
mit dem Ausgangspunkte cj = l zusammenfatten , was nach dem oben 
Gesagten unmoglich ist; oder es mflfite ein solcher Punkt c£ ewischen 
und cj; liegen: in diesem Falle wllrde aber die Zahl c* eine Wurzel der 
Gleichung — 1 darstellen, deren redler Teil grower ware als derjenige 
von c nf was ebenfalls ausgeschlossen erscheint. Da im flbngen: 

I <4 - o?- 1 1 - I- o?- 1 1 - 1 o.F'- 1 • k - 11 - 11 -«. I, 
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so ist die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptuug vollstandig er- 
wiesen. 

6. Da die Punkte <? n (v = 0, 1, . (N — 1)) die Eckpunkte eines 
dem Einheitskreise einbeschriebenen regelmafiigen 2V-Ecks mit der Seiten- 
lange 11 — c n | bilden, so ist geometriscb ohne weiteres ersichtlich, da6 
11 — c n | bei unbegrenzt waohsendem n der Nutt zustrebt. Um diese Tat- 
sacbe auoh arithmetiscb zu begriinden, gehen wir aus yon der Beziebung: 

( 18 ) 1 1 - «„l - V(1 - Y,)' + ^ “V2(X - yj (wegen: j-J + dJ-l) 

- 2d„ +1 (a G1 (13)), 

also: 

(19) 2” • 11 — cj — 2“ +1 d n+1 , 

und zeigen, dafi 2" 11 — c n |, d. h. geometrisch gesprochen, die Mafizahl 
ftligden Umfcmg jenes regelmafiigen ^T-Ecks, fttr n -► oo einen bestimmten 
G-renzwert besitzt, der dann als Mafizahl fiir die Limge der Kreislmie mit 
dem Radius 1 zu gelten hat and vorlaufig mit 2p bezeicbnet werden mag. 1 ) 
Man bat naob Gfl. (13): 


Vn+i-Wi 

und daber: 

(20) 2y„ +1 d n+I -l^T;-d„ 

Daraus folgt, wegen y n+1 < 1, dafi: 


, . ^^n + l > 

mithin: 

(21) 2" +1 d B+1 > 2 *<? m ^ 2 8 d 8 => 4 *)/2 (f(ir»^3). 


Andererseits bat man fQr » 3, wiederum wegen 0 < y n+1 < 1: 

*n+l 2 Yn + 1*»+1 *« 


'*+1 


< 


Yn + 1 


2 ^ + l 


(nach GU. (20) und (13)) 

\ 

.. ^ n 


und daber: 

( 22 ) 


1 i-r n 

Yn 

1 + Y n Y n ^ 2 Y n 


2 B + 1 d M+1 < 2 n+1 -^ii<2»^^2 8 ^ - 8. 


+1 


Yn ~ Yi 


Die Zablen 2 v d„ (v — 3, 4, . ) bilden also nach Ungl. (21) eine monoton 
zmehmmde t oberhalb 4]/2 und nach Ungl. (22) unterhalb 8 bleibende 


1) Wir venneiden hier die schon in der Mementargeometne flbliche Be- 
zeichniing 2jt, da wir aus ZweckmlLfiigkeitsgrtlnden das Zeicben x sp&terhin ztl- 
nBiohst in anderem ZuB&mmenbange einfdhren nnd daran anknfipfend erst die 
Existenz der Beziehnng p =» * nachweieen werden (e § 62, Nr 2) 
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Folge. 1 ) Mithm existiert km 2 n+1 d B+1 im engeren Sinne, so dafl man mit 
Berficbsichtigung von Gl (19) und mit Benutzung des bereits oben m 
Aup.sicht genommenen Zeichens 2 p setzen kann: v 

(23) lim 2" 11 — c | — lim 2 n+1 • d .. — 2 p, 

wo also p eine besfommte zwischen 2 ]/2 und 4 gelegene Zahl bedeutet, 
zu deren genauerer Bestimmung sich spaterhin noch geeignete Hiifsmittel 
ergeben warden 

Des weiteren folgt aus Ungl. (22) mit Benutzung yon Gl (18): 

(24) |1-<U-2*. + i<£. 
also, wie oben behauptet: 

(25) h_m|l-cj-0. 

Schliefilich wollen wir ftir spatere gelegentliche Benutzung an die 
Gl. (23) noch die folgende Bemerkung kniipfen. Erhebt man Gl. (23) 
ms Quadrat, so folgt mit Bertioksichtigung von Gl. (18): 

lim 2 ,B+1 (1 — y B ) «= 4:p a 

71 -r w 

und daher: 

(26) lim 2"(1 — y M ) =■ 0 

71 -r® 

Nun ist: 

c B — 1 =- (y B — 1) + S n i, 

also: 

lim 2”(c — 1) — lim 2"(y n — 1) + i lim 2 n d . 
und daher mit Benutzung von Gl (_'6) und (23): 

(27) lim 2 n (e B —1) = 2pi. 

71 -r oo 

§ 35. Definition und allgemeine Eigenschaften eines gewissen 
Mittelwertes SK/(cr). 

1. Es sei eine Funktion f(x) eindeutig definiert und beschrankt ftir 
alle Stellen x mit dem absoluten Betrage \x\ = r, anders geschrieben ftir 
x = er, wo e jeden beliebigen Einheitsfaktor*), also eine komplexe Vei- 
anderliche mit dem absoluten Betrage 1 bedeutet. Ferner werde nach 
Annahme emer beliebigen natiirlichen Zahl n unter c Mt wie mi vorigen 

1) Man bemerke, dafl, geometruch gesprocben, 4 T/2 bzw 8 den Umfang 
des einem Ereise nut dem Radius 1 eingeschnebenen bzw umschriebenen Quadrats 
darstellt 

2 ) Vgl. I,, § 72, Nr 1, 8 662 
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Paragraphen, die OruMdwureel der Q-leichung: x 1 * =** 1, wo N =■*■ 2", verstan- 
den. Dann soli der Mittekoert (das anthmetische Mittel) der N Werte, 
welche f(tr) fttr e = (v =- 0, 1, .. N — 1) annimmt durch das Sym¬ 
bol 5 Vft n f(tr) bezeichnet werden, so dab also die Definitionsgleichung be- 
stebt: 


(o 



Wird jetzt noch angenommen, dab f(x) langs des Kreises (0)r stebig (also 
eo ipso gleichmd/fog stetig 1 )) ist, so liibt sicb zeigen, dab SW„/’(c»') fdr 
n -> oo einen bestimmten Qr&nzwert besitzt. Hierzn ist lediglicb der Nach- 
weis erforderlich, dab 

l®. + ,rter)-!Dl/(cr)| 

durch passende Wabl von n fdr jedes nocb so grobe p behebig Tclein ge- 
macbt werden kann. 

2 Auf Qrund der Definitionsgleicbung (1) bat man: 

(2) ro, + /(er)--^’j§/k + ,r). 

0 

Urn die beiden Summen (1) und (2) zu vergleicben, sei daran erinnert, 
dab den Zablen c*r (x — 0,1,..2 W — 1) nach Nr 5 des rorigen Para- 
grapben 2” aquidistante Punkte auf der Peripherie des Kreises (0)r ent- 
sprecben, also denZahlenc* +# r(x — 0, 1,..., 2* +p —1) analog 2 n+p solche 
Punkte. Durch wiederholte Anwendung der ins Quadrat erbobenen und 
riickwarts gelesenen Q-l. (12) des vorigen Paragrapben findet man: 


und daber: 


c. 


=■= c 


9 

n + 1 


Q aa 
C « + 9 


r 

\+p> 


(3) 


x 9 P 


x+1 . 9-P+ 2P 

C mm C 
n v « + p 




Hiemach fallt der Punkt c* mit c* V*, ebenso c x + 1 mit </ x + 1),aP — c * aP+ * p 

« W + J*' * n+p s+J) 

zusammen, wahrend die Punkte 

x 9P + 1 x 2^+9 x 9.P + 2-P — l 

«+p ^ #+P J ‘ ' 't n-\-p 


1) Eb ist n&mlich f(x) l&ngs der oberen bzw. unteren Hilfte des Kreises (0)r 
je erne (bei £ —> ± r in eine einsige znaanunenfallende) stetige Funktaon von g 
und r[ —■ zhV r *— bei |£|^r, also schlieBbch eine stctxge Fnnktion der exnen 
reellen Ver&nderlichen £ (nacb dem Satze von § 6, Nr 5, S 61) ftlr den abge- 
scblosBenen Bereiob |£j (BeztLglich der fdr dieBen Sohlufl erforderlichen Stetigkeit 
von 1/r*— {■* vgl § 18, Nr 4, Fufin. 1, S. 170). 
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gwischen c* und c* +1 liegen. Vergleicht man nun die beiden Summon (1) 
und (2), so erscheinen an der Stelle des einen der Summe (1) angehorigen 
Summanden: 

W f. f«r) 

m der Summe (2) die folgenden 2? Summanden: 

1 /•/ X 8^+li 


(5) 




f& 


+J> 


r), wo:[i - 0,1, . 2 p — 1, 


also, zusammengefaBt, die Teilsumme: 

(pi t . 1 + ,‘Sf 

0 

Ersetzt man hiernach den einen Snmmanden (4) nut Benntzung von (3) 
(lurch 2 p Summanden von der zur Vergleichung mit (S') zweckmafligeren 
Form: 

w ^ 

so findet man als Differenz der Ausdrlicke (5') und (4) den Ausdruck: 


und daher duroh Substitution von % = 0,1,. . 2 n — 1 und Addition: 

m ®. + /(«0 - */( er ) - 'W (C, 4 


Infolge der bestehenden gleiehmcifiigen Sietigkeit von f(x) f&r alle 
x — er hat man, wenn auch e' einen Einheitsfaktor bedeutet, bei beliebig 
klein vorgeschriebenem s > 0 und passend dazu bestimmtem d > 0: 

(8) I f(tr) — f(l'r) | < s, wenn: r | e — e' | < d 
Nimmt man also n von vomherein so grofi an, dafi: 

(9) r |l-cj<d 

ausfallt — eine Bedmgung, die wegen: 11 — c n | < ^ (s. Ungl (24), S 269) 

8 f* 8 f* 

erfllllt ist, wenn -ar ^ d, also 2" ^ -r-und beachtet, dafi: 


( 10 ) 


2 " 

1 — C_ 


c* +1 -c* 


x + _ x 8 P, 

n+p C n+p \t 
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bo folgt aus Ungl. (9) a fortiori, dafl fUx p — 0, 1, 2* — 1: 


I **+/* _ Jt **i ^ 


und daher auf Grand von UngL (8) der Absolutwert eines jeden der in 
der Doppelsumme (7) anftretenden 2 n+ * Summanden < e wird. Mithin 
ergibt sicb scbliefilich: 

(12) | W H+p f(tr) - I < fi 

und damit dieExistenz eines bestimmten endlichen Grenzwertes Inn r), 

welober scbleobthin der Mittekvert von f[x) fllr | x | =*> r oder auch, etwas 
ktlrzer, Mittdwert von f(tr) beiBen und durch das Symbol 3 Jtf(tr) be- 
zeiohnet werden soil Ffir das letztere bestebt somit die Definitionsglei- 
chung: 

(13) SW/”(er) = limajf/(er). 


« B -i 



3 Die Existenz von lim 3Ji n /’(er) bleibfc erhalten, wenn f(x) fur eme 

pndbflbfl Any.abl — etwa mi — Stellen x * tr endlicli-unsfcetig wird oder 
ilberhaupt nicbt definiert ist, sofem es im letzteren Falle freistehen soil, 
der Funktion f(p) einen beliebigen Wert beizulegen, mit der einzigen 
Einscbrankung, dafl der absolute Betrag, 'gerade so wie derjemge aller 
anderen Werte f(zr), eine gewisse positive Zahl Q nicht iibersteigt. 

Der EinfluB einer solcben Ausnabmestelle auf die in Gl. (7) auftre- 
tende Doppelsumme erstreckt sicb dann nur auf einen oder, falls diese 
Stelle gerade die Form c* +p • r haben sollte, auf zwei (konsekutive) Sum¬ 
manden, somit der EinfluB aller moglicben Ausnabmestellen Tidchstens auf 
2 m jener Summanden. Da aber: 

I «er) - «cV) | ^ | f(tr) \ + | «eV) \£*Q, 
so ist der Oesamtbetrag, der auf diese Weise zu dei fraglioben Summe 
geliefert wird, absolut genommen hochstens ^ > a ^ B0 a fortiori < ~^T~ 

und daber < fiir n n 0 , wenn w 0 so gewahlt wird, dafi: 

u 


■jsr — t ih ».ii > + 

Fflr alle iibrigen Summanden der Doppelsumme (7) bleibt die Stetigkeit 


i m n 

lg 7 <? 
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yon /'(er) erhalten Man braucht also nur in der Stetigkeitsbedingong (8) 
c durch zu ersetzen, um durch entsprechende Bestimmung von d bzw. 
n w 0 zu erzielen, dafi der Absolutwert dieses Teils der Doppelsnmme 
gleichfalls < ^ ausfallt und somit sohliefilich wieder die fttr die Ezistenz 
eines endlichen lim < 3R n f(tr) binreichende Bedingung (12) zum Yorschein 

rt-^oo 

kommt 

tTbrigens lafit sich mit Hilfe gewisser Prinzipien der Mengenlehre 
dieses Ergebnis auch auf den Fall ttbertragen, dafi die Menge der betreffen- 
den Ausnahmestellen mit gewissen EinschrSnkungen unendlich grofi ist. 
4. Unmittelbar aus der Definition (13) von ergibt sich, dafi: 

(14) SW(A:- f(tr)) = K • SRfler), 

wenn K einen fdr alle er unveranderlichen Faktor bedeutet; ebenso: 

(IB) 

wenn: | /"(cr) | ^ G fttr alle Werte von e. 

Femer folgt gleichfalls unmittelbar aus der Definition (13), dafi: 

wi m 

(16) 2Jt 2/)(") S 

0 0 

falls f Q (x), f m ( x ) Funktionen bedeuten, die fttr x — er die oben 

von f(x) vorausgesetzten Eigen schaften besitzen. 

Dabei lafit sich die Beziehnng (16) auch auf den Fall m —*■ oo iiber¬ 
tragen, falls (unter den entsprechenden Voraussetzungen fiber die Folge 
00 

der f v (x)) die Reihe Air all© x = ir gleichmtifiig konvergiert. 

o 

00 

Unter dieser Yoraussetzung ist namlich ^jf v (x) eme fttr x — er stetige 

oo 

Funktion, so dafi W^jf y {tr) eine bestimmte Zahl vorstellt, Zugleioh 
o 

existiert dann zu jedem s > 0 eine natttrliche Zahl m' f derart dafi: 

00 

(17) |J^(er)|®| fttr m^>m und alle e. 

m+1 

Sodann findet man mit Benutzung von Gl. (16): 

oo ifa 

Wetter)+ 2»B„(er) 

0 0 
m 
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also mit Bertloksichtigimg der Ungleichungen (17) und (15): 

oo m 

(18) 1£( cr ) “2 ®^( cr ) I < * ftr m ^ m' 

o o 


und, da es freisteht s unbegrenzt zn verkleinem, m entsprechend zu 
vergriJBern, schliefilioh: 


(19) tf,(er). 

0 0 

5. Fttr eine alsbald zu maohende Anwendung erscheint es nfltzlioh, 
den Mittelwert Wtf(tr) ftlr den einfiachen Fall: f(x ) — x ±y zu bestmimen, 
unter v eine beliebige nattlrliche Zahl verstanden 

Nimmt man n von vomherein so grofl an, dafi 2* > v, so ist naoh 
Nr 4 des vorigen Paragraphen c ( j tr + 1 und daher: 


( 20 ) 


a»-i 



.+» s* 
C Z _ 


- 0 . 


Infolgedessen ergibt sicb: 

0 

und daher aohliefllich flir n -► oo auch: 


(21) M(er) 4 ’-0 (* r 1, 2, 3,... .)■ 

Ziebt man aueh noeh den besonderen Wert v — 0 in BetraCht, so findet 
man ftlr jedes ni 

«.(*»■)• - - & • 2* - 1 

0 

und daher auch: 

(22) SW(er)°-l. 


6. Die Definition des Mittelwertea lafit sich auch ohne Schwierigkeit 
auf den iTall flbertragen, dafi an die Stelle von a; ■— 0 all Mittelpunkt des 
in Frage kommenden Kreises irgendein anderer Wert x -■ x 0 tritt. Die 
Punkte auf der Peripherie eines Excises (x 9 )r Bind dann charakterisiert 
durch die Beziehung x\—x 0 + Cf. Setzt man hiernach: 

i n —i 

(28) + f-r) — £.2r/K + <S*0> 

0 

so ergibt sich 

( 24 ) + er) - lim SW. (f{x 0 + er)) 

als Mittekcert von f(x) fflr | x — x 9 \ — r, vorausgesetzt, dafi f (x) fflr alle 
% ~ x 0 tr die in Nr. 1 bezeichneten Stetigkeitseigenschaften hesitzt. 
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§ 36. Der Mittelwert ron |P(e^)| 8 . — Der Cauchysche 
Eoefflzientensatz. 

1 Es werde gesetzt: 

+ w 

C 1 ) P n(*)-2 a ’ x ’ 

— m 

(wo von den Koeffizienten a v beliebig viele, z. B. auch aUe rqit negativem 
Index, NuM sein konnen: vgl. § 33, Fufin 1, S. 262). 

Ferner werde analog wie bei frfiherer Gelegenheit 1 ) mit x bzw. fix) 
die zn x bzw. fix) konjugierte Zahl bezeichnet Da andererseits cr l zn 
konjugiert ist (wegen: <% c~ l = 1), so folgt ans: 

+ 771 

P m(<% r ) '-2 a * c ”r v > 

— m 

daB: 

+ m 

— m 


und, wenn man in der zweiten Summe den Index v duroh (i ersetzt, durcb 
Multiplication dieser beiden Gleichungen: 

+ m +m 

(2) | P m (c£r) I s 

— m — m 

sodann durch Summation fiber x — 0,1,.. , N— 1 (wo wiederum N^-2 71 ): 

N— 1 +tn +m If— 1 

0 —m —m 0 


Dabei ist: | v — g, | <12m Nimmt man also n so grofi an, dafi 2m <2", d. h. 
(4) 2* -1 > m + 

so ergibt sich aus GL (20) des vorigen Paragrapben, dafi: 

N-l 

* =■ 0 ffir: g + v, 

T 

wahrend nur ffir g — v: 

N-l N-l 

0 0 


1) VgL § 16, Nr. 5, letxter Absatz (S 166). 
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Nr. 2. 


wird. Da ttberdies a y ■ — | a, |®, so geht hiernach die GH. (3) in die 

folgende fiber: 

N— 1 +171 

(5) 

0 —m 

woraus durch Division mit N folgt: 

+ m 

(6) I P m (f)I* —^ | I s *•”, 

— m 

gQltig fiir jedes der Bedingung (4) genilgende n, msbesondere also auch 
fiir n -► <x>. Mitbin ergibt sioh: 

+ m 

( 7 ) 

—m 

2. Dae vorstebende Ergebnis lafit sicb wiederum nnmittelbar auf 
den Fall m-+oo iibertragen , wobei also an die Stelle der rationalen 

+ * 

Funktion P n (x) eine unendliobe Reibe P(a?) = a y x v tritt, von welcher 

— 00 

voransgesetzt warden soli, dafi sie bei irgendeinem bestimmten r > 0 fflr 
alle x — tr gleichmafiig konvergiert. 

Man bat zunacbst, wenn x dem Eonvergenzbereicb von JP(x) angeborfc: 

00 

(8) P(x)~2 m (x) + B m {x), wo: B n (x) -^>j(a y x' + a_ y x~ v ), 

m + 1 

and daber: 

I r (*) I* - A (*> + K (*» A <*> + K <*» 

(9) - A 0») I’+ «.(*)> 

wo: 

(10) <L (*) - P m (*) A (*) + p m (*) • (*) + | (*) |*, 

und aos GL (9) fiir x tr duroh Mittelwertbildung mit Benutzung von 
GL(7): 

+ rn 

(11) SWI P(er)| 8 I a, I* • r iv - Q m (er) 

Infolge der gleichmafiigen Konvergenz von P (er) lafit sicb aber zu ge- 
gebenem s > 0 ein m' so flxieren, dafi fiir 

( 12 ) l^(er)|-|^((f)|<*. 

Femer hat |P(Cr)| and damit gleicblantend |P(er)| eine bestimmte 
obere Qrenee f die mit P(r) bezeicbnet werden moge (dbrigens infolge der 
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jichm&fiigen Konvergenz von P(er) ein reales Maximum), bo dafi sich 
s G1 (8) ergibt: 

3 ) I I < P ( r ) + *; I P m(* r ) I < P ( r ) + * (f» > *»'), 

d sodann aus G1 (10): 

*) I Q m (tr) | < e • (2P(r) + 3f) = e' (m ^ ?«') 

eraus folgt mit Benutzung von Ungl. (15) defl vorigen Paragraphen, dafi: 
>) 

d man findet daher auf Grund von G1 (11): 

+ hi 

)) SU£ 1 P(er)l a — l 8 • r 8 ’ 1 < s' frtr m ^ m\ 

— m 

o scblieBlicb- 

+ a» 

') SDi | l\tr) | 8 ®= ^|a v | 8 p 8 ’ 

— 00 

gilt also der folgende Satz: 

+ “ 

1st P(x) = ^ja v x v gleichmafiiy Convergent fur aMe x mit 

— oo 

dem Absolutwert \ x\ — r, so ist der Mittelwert von | P(x) | s fwr 
\x\ = r gleich der Summe der aus den Quadraten der dbsoluten 
Betrage gebddelen Reihe. 

Dabei steht es selbstverstandlich wieder frei, in beliebigem Umfange 
- 0 anzunehmen, bo dafi alBO z B. m der G1 (17) auch die folgende: 

00 

a) m\%(tr)\*=^j |«, | 8 .r 8 *, 

0 

oo 

) ^(a:) ftlr | x\ — r als gleicbmafiig konvergent vorausge- 

o 

st wird), ebenso unsere zuerst abgeleitete Gl. (7) ala spezielle Falle 
halten smd 

Femer bleibt die Beziehung (17) unverandert besteben, wenn man 
l der folgenden ausgeht: 

+ eo 

P(x -X 0 )=^J a v (x - X 0 y, 

— 00 

3rn diese Reibe fiir \x — x 0 1 =■ r, also fur alle x — x 0 = er gleicb- 
Big konvergiert 
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3. Da nach UngL (15) des vorigen Paragraphen: 


Nr. 1. 


bo folgt aus (17) ; dafi: 


und hieraus a fortiori : 


SR|P(er)r^P(r/, 

+ » 

— • 


(19) |o,|-f*<P(r), also: \a v \<r~ v - P(r) (v - 0, ± 1, ± 2, ...) 

wit Ausschlu/i der Gleichheit, abgesehen yon dem (trivialen und bei allan 
Anwendungen des Satzes mentals ernstlich m Betradht kommenden) Falle, 
dafi P(x) aus einem emtigen Gliede a v x v besteht (also |o,(er) y | Con¬ 
stant ist). 

Die Ungleichungen (19) werden gewShnlioh als Cauchyscher Koeffir 
eientensate bezeichuet und leisten in der zweiten Form. nUtzliche Dienste 
zur Abschatznng der Koeffizienten a yt wahrend sie in der ersten Form, 
rftckwarts gelesen, eine untere Schranke ftlr den Maximalwert von I P(x) I 
fflr alle x — er liefem. 

Wendet man die letzte Bemerkung auf eine Reihe von der Form 
¥(*) and die spezielle Wahl v >— 0 an, so ergibt sich zunachst: 

( 2 °) 

Da ea freigteht, r unbegrenzt zu zerkleineru und andarerseits Q 0 =■ 35(0) 
isfc, so lafit rich dieses Ergebnis folgendermafien aussprechen: 

Es gibt in jeder bdiebigen Ndhe von x — 0 solche Stellen x, 
fUr welche: 

l*tol>l*(0)|. 


Ein anderer Beweis und zugleioh eine Vervollst&ndigung dieses Satzes 
wird in § 38 Nr 4 mitgeteilt werden 


§ 37. Darstellung der Koefflzienten und der Somme einer 
Potenzreihe P(x) durch Mlttelwerte. 

+ 8° 

1.Wir haben bisher die Koefflzienten a v einer Potenzreihe P ( x ) =^* a v x v 

als eine abzahlbare Menge gegebener Zahlen angesehen, vermdge ‘deren 
der Wert Ton P{x) ftlr jede Stelle x des Konvergenzbereiches eindeutig 
bestimmt ist. Wir wollen jetzt zeigen, dafi umgekehrt jene Koefflzienten 
eindeutig bestimmt sind, wenn die Werte von P(x) fflr eine passend ge- 
wihlte abz&hlbare Menge von Stellen x t namlich diejenigen Stellen 
df ■— er (e — c£ t c* +lf c £ +pt ...), welche zur Mittelwertbildung erforder- 
lioh sind, als bekannt angesehen werden. 
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Nr 8. 8. 


und konvergiert diese Reihe gleichmaflig fQr alle der Bedingung. 

|x — x Q 1 — r gentigenden x, so findet man analog mit Gl. (4): 

(6) a % = S»((crr' • P<e*0) - Softer)-’ • f(x 0 + c r)). 

2. Bezeichnet man wieder mit P(r) das Maximum yon j P(x) | auf 
dem Kreise | x j r, so folgt aus Gl. (4) nach bekannter SchluBweise: 

(7) l».l £r~’ P(r), 

d h. man erhalt auf diese Weise, ohne den Weg fiber den Mittelwertsatz 
yon Nr. 2 des yorigen Paragraphen zu nehmen, wieder den Cauchyschen 
Koefjmentensatss (Ungl. (19) des vorigen Paragraphen), freilich in etwas 
unyollkommenerer Form, insofern als hier moht umnittelbar ersichtlioh 
wird, dafl das Qleichheitszeicheji in Wahrheit ausschliefilich dann gilt, 
wenn die Beihe P(x) sich auf das eineige Glied a v x? reduziert. Ftlr die 
tiblichen Anwendungen des Satzes (der m der Regel in prinzipiell ahn- 
licher Art wie an dieser Stelle, also schliefllich in der Form (7) herge- 
leitet wird) ist diese kleme Unyollkommenheit ohne Belang. Immerhin 
ware eB z. B. nicht moglich, das am Schlusse des yorigen Paragraphen 
ausgesprochene Ergebnis aus der Fassung (7) des fraglichen Satzes zu 
erschlieflen. 

3. Ebenso wie die Koeffusienten lafit sich auch die Stmme der Reihe 

+«° 

P(x) =^*a v x r fQr jedes dem Innem ihres Konvergenzbereiches ange- 
— 00 

horige x durch einen gewissen Mittdwert darstellen. Angenommen, die 
Beihe konvergiere gl&ichmafiig fQr alle Stellen auf den beiden Kreisen 
\x | — 22 0 und | x | — 12, wo < 22. Sie konvergiert dann absolut fQr alle 
der Bedingung: 

( 8 ) 2 ^, < |#| < 22 

gentigenden Stellen x und gletchmafiig fQr jedes der Bedingung: 22 0 ^**;^22 
genQgende | x | >— r f so daB fQr jedes solche r auf Grund von Gl. (4) die 
Beziehung gilt: 

a v — 2K((cr)- v • P(er)). 

Wahlt man fQr die a y mit positivem Index: r =■ 22, fQr diejenigen mit 
negativem Index: r ~ 22^ und schreibt m letzterem Falle a_ v statt a y) 
wobei dann wieder v >■ 0 zu nehmen ist, so wird: 

a p - 2J2((c22)~*' • P(e22)) fQr v - 0,1, 2,... 
a_* -SKftcPo)'' -P(e2^) fQr v - 1, 2, 3,.. 
und daher fQr jedes der Bedingung (8) genQgende x : 

* os 

(9) P(x ) ~ SK((eJi)-«■ P(eB» ■ a? + 5? iD!((eB„)’• P(eJ?,))• *-’ 

0 1 
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oder, wenn man mit Benutzung der (rflckwarts gelesenen) Gleiebung (14) 
des vorletzten Paragraphen (S. 273) den Faktor xi v in die betreffenden 
Mittelwerte bineinziebt: 


( 10 ) +2w((^)’-P(tBS) 

Dee weiteren ist es auf Grund der (wiedernm riickwarts gelesenen) Glei- 
cbung(ld), S 274) gestattet, die Beibenfolge von Summation und Mittel- 
wertbildung zu vertauschen, also zu setzen: 

at) p( X ) - 3R (s(^f p(.*i «), 

falls die bierbei in Betracbt kommenden Reiben, namlich: 


auf den Kreisen mit den Eadien H und i2o (d. b. fflr alle moglicben 
Werte des Einbeitsfaktors e) gleichmaftig konvergieren. Dies ist aber 
sicher der Fall, da infolge der Bedingung (8): 


x 

B 


< 1 , 


Bo 

x 


<1 


ist und daber die fragliohen Reiben fflr alle moglicben e sogar absohri 
und gleichma/Sig konvergieren (woran durcb die langs der Ereise (0)i2 
und (0)B 0 stetigen, also besdwdrikten Faktoren P(eR), P(ei^) nicbts ge- 
andert wird, aucb wenn man sie unter die Summenzeicben ziebt). Da 
Qberdies: 


( 12 ) 


(A)’=*('*) 


so ergibt sicb durcb Einsetzen dieser Summon m Gl. (II) 1 
(18) P(z) 


gjj M) _ ■ P(eiZ 0 ) 

c JR x s Bq x 


als die angekiindigte, filr alle der Bedingung: jR^< |#| < P geniigen- 
den x gOltige Mittelwertdarstellung. Entsprecbend ergibt sicb wiederum, 
wenn die Reihe P(x) sicb auf eine solcbe von der Form SP(aj) reduziert 
und diese letztere fQr \x \ — B gleicbmafiig konvergiert: 

(i3») (o^|*|<s) 
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Setzt man: 

(1) 

—00 

bo wird far v — 0, ± 1, ± 2,...: 

+ oo +oa 

(2) x- 9 • P(x) -2 V'*"”' 

— OB —00 

und diese Reihe konvergiert offenbar gleichmiifitg fllr alle x mit einem 
gewissen Absolutwert | x | — r, wenn das n&mliche far die Reibe P{x) 
yoranBgesetzt wird (da ja die GleichmdfiigkeU der Konvergenz dnrch den 
Faktor or 9 nicht gestort wird). Infolgedessen ergibt sioh mit Benntznng 
von Gl. (19) und (14) des vorletzten Paragraphen (S. 274 bzw. 272): 

+ 00 

(3) 3R((er)- y ‘P(er)) — 

— OB 

Da aber naoh GL (21), (22) des Yorletzten Paragraphen: 

SW(ery - 0 far (i - ± 1, ± 2,..., - 1, 

so rednziert sioh die Gleichung (8) bei Vertauschung ihrer beiden Seiten 
auf die folgende: 

(4) a v — SW((er)r y - P(cr)) (y — 0, ± 1, ± 2,...) 
und es gilt somit der Satz: 

+ 00 

1st die Beihe P(x) =^}a,x v gleichmafiig konvergent fur 

—OB 

aUe x mit dem absoluten Betrage \ x | — r, so la&sen sich die Koef- 
fxexenten a v durch die Formd (4) darsteUen. 

Enthalt die fragliohe Reihe keine negativen Potenzen, rednziert sie 

OB 

sich also auf eine solche von der Form: ^(a;) = a v x 9 , so folgt aus (4) 

T 

durch Nullsetzen von a v fQr v — — 1, — 2,.. , daB 

(4a) a v — SDlftcr)”’' ■ $(er)) fttr: v — 0,1, 2,..., 

dagegen: 

(4b) 3R((er) y • $<er)) - 0 fflr v - 1, 2,3,. 

1st femer: 

+ 00 

fix) - P(x - x 0 ) a v (x - xtf 

— OB 


(6) 



282 


Abeohnitt I Kap. IT Potenzreihen. 


Nr. 1, 


Diese Beziebungen zeigen in etwas pragnanterer Darstellungsfonn, was 
ja inhaltlich sclion ans den Eoeffizientendarstellungen (4) bzw. (4 a) zu 
ersehen war, dafi namlich die Werte von P(x) bzw $£(;») far alle der 
Bedingrmg Rq < | x | < R bzw 0 | x | < 12 genilgenden Stellen x voll- 

standig dnreb diejenigen Werte bestimmt erscheinen, welche P(x) fflr 
eine abzahlbare Menge von Stellen auf den Ereiaen \x \ — R 0 and \x\ — R 
bzw. auf dem Ereise | x | — R aunimmt. Da man andererseits von 
den Beziebungen (13) bzw. (13a), wenn man den Weg, der zu ihnen ge- 
fflhrt, rflckw&rts verfolgt, aucb wieder zu den ursprflnglichen Reihen- 
darstellungen gelangen kann, so ist somit ein Prinzip gegeben, das si oh. 
spBterhin als aufierordentlicb nfltzlicb erweisen wird. Wenn es namlich 
gelingt nacbzuweiaen, dafi eine Funktion f(x) unter gewissen Voraus- 
aetzungen einer Mittelwertbeziehung von der Form (13) bzw. (13 a) ge- 
ntlgt (wie das spater tatsacblicb der Fall sem wird), so resultiert daraus 
unmittelbar die MSglichkeit, f(x) m eme Reibe von der Form P(x) bzw, 
^S(a;) zu entwickeln 

§ 38. Yerhalten einer Potenzrelhe ^(o?) flir relativ grofie nnd 
relatlv kleine Werte yon x. — tfber das Maximum yon J $ (#) | flir 
\x\<r. — Identitfttssfitze flir Potenzreihen $(&), ipjbff — cc 0 ). 

1 Wir macben zunacbst eine Anwendung des Cauchyachen Eoeffi- 
zientensatzes, um das Verbalten einer bestdndig konvergierenden Potenz- 

OB 

reihe ty(x) a v x* fflr unendbcb wacbsende Werte von x zu unter- 
o 

suoben. 

Es bedeute a n irgendeinen von Ifutt verschtedenen Koeffizienten jener 
Reibe aufier a 0J $|3(r) wieder das Maximum von | ^5(®) | fflr alle x mit 
dem absoluten Betrage | x | — r, so bat man 

( 1 ) 

Da man die reobte Seite dieser Ungleicbung durch Wabl von r beliebig 
grofi maoben kann, so folgt, dafi der Maxinudwert von | (#) | bei bin- 

langlicher VergrSBerung von \x\ eine bdiebig grofie Zabl flbersteigt, oder 
anders ausgesprocben, dafi \ ty(x)\ unter anderen Werten jedenfaUs auob 
beliebig grofie annimmt, d. b. man hat stets: 

(2a) Jjm |?(*)| - oo. 

Dagegen lafit sicb bieraus keineswegs folgern, dafi | ^(rr) | fflr irgendeinen 
Bereich | x | ^ R ausschliefilich beliebig grofie Werte annimmt, in der Art, 
wie das fflr jede ganee rationale Funktion g(x) bewiesen werden konnte 
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(§ 20, Nr 3, S 182). Dies ist in Wahrheit auch gar nicht der Fall: 
vielmehr wird spater noch gezeigt werden (s. § 57, Nr. 7), dafl die Reihe 
^5(a;), falls sie sioh nicht auf eine gauze rationale Funktion reduziert, 
ftlr hmlanglioh grofie Werte von x (anders ansgesprochen: in der N&he 
der Stelle x •» oo) jedem beltebigen Werte, insbesondere auch dem Werte 
Null beliebig nahe kommt und dafi daher neben G-l. (2 a) stets auch die 
folgende besteht: 

(2 b) 2iml¥(0)|-O 

Das analoge gilt ftlr Potenzreihen yon der Form: 

(3) 

und daher auch ftir: 

+ CO +«0 

(4) P(x)-]>}a v x?, P(x- x Q ) - a v (x - x 0 )% 

— 00 —00 

falls diese Reihen ftlr bdtebig Jdeine Werte yon | x | bzw \x — x 0 \ kon- 
vergieren, d. h. man kann in diesem Falle erne positrve Zahl p so Idem 

fixieren, dafl ?(^)|, | ■?(*)) bzw - j ? t=^“) | > \ x \^9 

bzw. \ x — Xq q unter anderen Werten auch beliebig grofie annehmen. 

ad 

2. Es sei jetzt wieder $P(a?) = u v x r gleichmhfiig konvergent ftlr alle 

o 

x mit dem absoluten Betrage | x | — r, also dbsolut konvergent ftir | x\ < r 
und schliefllich gleichmafiig konvergent ftir | x | ^ r. 1 ) Es besitzt dann 
| ^(x) | far die Gesamtheit der durch die Bedingung | x | <, r charakteri- 
sierten Stellen x ein reales Maximum, welches mit SJJW bezeichnet werden 
mc5ge. Dann soli gezeigt werden: 

Es gibt auf dem Kreise \ x | — r mindestms eine Stelle X' 
(so dafi also \ X' | — r), ftir welche | SP(.X') ] — wird. 8 ) 
Beweis. Setzt man: 

W 

(6) ?(*)-¥.(») + «.(*), wo: 

so laflt sioh (infolge der gletchmdfiigen Konvergenz yon $($) fUr \x\£r) 
1) S § 88, Nr. 1, Fufin. 1, S. 254. 

8) Es sei auidrflcklioh darauf aufmerksam gemacht, dafi dieses ^} (r> sioh 
nicht, me das 5P(r) der vorigen Nxunmer, von vornheretn nur auf die KreisZwtte 
| a) | » r, sondem auf die Kx&iaflhche | a | ^ r bezieht Der zu beweisende Bata 
besagt erst, dafi scMiefilich der Wert von $(r) mit zusammenfUllt. 
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zu beliebig klemezn $ > 0 ein n so fixieren, dafi ■ 

|8*«(®)l<* fQr : \ x \^ r t 

und es ergeben sicb alsdann aus G1 (6) die beiden Ungleichungen: 

(6a) |?WI^|ft,(af)|-|W ll (a!)|>|¥ ll (flj)|-fi 1 

(6b) |!P.(*)I^ |P(*)|-|W.(*)|>1¥(*)|-»i U * ISrJ 

1st x 0 eme dem Bereiche | x | ^ r angehorige Stelle, fiir welche 

im)i~r’ 

wird, so folgt aus Ungl. (6b), dafi: 

(?) l¥«WI>l¥WI-«» 81005 >? (r) -«- 

Andererseits besitzt aucb die gauze Funktion 5(5,, (x) im Bereiche \x\<>r 
em gewisses Maximum, welches nach § 21 Nr. 3 (S 188) ausschUefilich 
auf dem Kreise | x | — r, etwa an der Stelle X 0 (wo | Zo | = r) angenom- 
men wird. Ftir diesen Maximalwert | *|S n (Z 0 ) | hat man dann zunachst: 

(8) ia.wi^i?.wi 

und daher mit Benutzung yon Ungl (7): 

(«) I ¥.WI >¥”-», 

schliefllich mit Benatzung von Ungl (6a): 

(10) l¥(2-,)|>l¥.(Jy|-«>? w -9« 

ftir eine gewisse Stelle X 0 mit dem Absolutwerte | Z 0 1 — r Da es hierbei 
freisteht, e unbegrenzt $u verkleinern (wobei Z^, im allgemeinen variieren 
wird), so zeigt diese Ungleichung, dafi die obere Grenze yon | $P(a) | fUr 
die Stellen | x | — r mmdestens gleich $< r > sein mufi, und da sie anderer¬ 
seits nicht grower ale sein kann, so ist sie wirklich gleich Als- 
darrn gibt es aber infolge der Stetigkeit yon |$(^?)| lar^gs des Kreises 
]®| — r daselbst mindestens eine Stelle X', derart, dafi: 

(11) | sp(Z')1 - (wo also: | X' | - r) 

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 1 ) 

ao 

3. Ist die Potenzreihe ^5 (x) = a v x y nicht best&ndig divergent, so 

o 

1) Der Beweia l&fit die MOghohkeit offen, dafi | (aj) | den Maximalwert ^ (r) 
nooh ftlr ixgendwelche Stellen im Innem dea Kreiaea | as | ™ r annehmen kOnnte. 
Dafi dies tatB&cblioh nicht der Fall ist, wird sioh bei sp&terer Gelegenheit ergeben 
(s § 44, Nr. 8). Ftlr eine zunBcbat in AnaBioht genommene Anwendnng (b. § 89, 
Nr 8, S. 296) gendgt mdesaen das vorl&afig gewonnene Ergebnia 
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hat man nicht nur: 

(12) SP(0) - a,, 

sondem infolge der Stetigkeit von ^S(aj) auch: 

(13) hm%(x) = a 0 . 

1st mm a 0 von Null verschieden, so besagen diese beiden Gleichungen, daB 
$JS(a:) nicht nnr fflr x — 0 selbst, sondtm auch in hinlanglicher Nalie der 
Stelle x =» 0 von Null verschieden sein mufi. Mit Benutzupg des Gauchy- 
schen Koeffizientensatzes konnen wir aber geradezu eine bestimmte JJvn- 
gebung: \x\ ^ q der Stelle x — 0 angeben, fttr welche durchweg |^S(aj)| > 0 
ausfallt 1 ) 

Es sei wiederum r>0 so gewahlt, da£ die Reihe 5(5 (#) auf dem 
Ereise | x | — r gfeichmtijhg konvergiert, also | ^S(a;) | daselbst ein gewisses 
Maximum besitzt. Nach dem Oauchyach.en Koeffizienteneatze hat 
man alsdann fttr jedes v: 

(U) 

Wird jetzt | x | < r angenommen, so findet man: 

CP Qp 

(!6) t ’ 


also mit Beziehung auf die Ungl. (15): 

(i6) I <f55- < §|ir-f55- F J^j I - 


1) Eb l&fit sioh dies auoh ohne Benutzung jenes Cauchyschen Satzea erzielen 
Dooh wird hierbei die entaprechende Umgebung | x | ^ q' im allgemeinen Tclancr 
auafallen Nimmt man an, daB $(x) auf dem Kreue | x | =■ r noch absolut kon¬ 
vergiert, and eetzt sodann: 

90 

0 

bo ergibt sioh ohne weiterea, daB fflr jedea v : 

KI^<¥W. 

und man findet daher, genan wie im Text, als Auadruck flir den Radius q der 
fragliohen Umgebung nach Analogic von Q-L (18)- 

_L3lI_L_ 

' KI + BW 

Dabei wird aber, wenn nioht s&mtliche a v den gleichen Einheitsfaktor besitzen, 
ateta: 


daos 9 < 9 - 
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Infolgedeflsen wird: 

09 

(17) | J>}a v x v < | a 0 1 (mit AusschluB der GUeichheit), 

* 


wenn nur: 


d. h. wenn: 

(18) | a? | ^ wo: 

Alsdann wird aber fttr | x | ^ q : 


o a r 


|a 0 | + ^(r) 

90 

(19) | «P(b) | - I ^}a v x v I> | a 0 1 - \^}a v x r > 0, 


also fttr | x | q durchweg von Null vetschieden 

4. Des weiteren gilt fttr den Fall ^5(0) 0 der folgende Satz, wel- 

cher eine zunachst nur teilweise*) tTbertragung eines ftir gauze rationale 
Funktionen bewiesenen Satzes (§ 21, Nr 2) S. 185) auf Potenzreihen 
darstellt, namlich: 

1st «|S(0) + 0, so gibt es in bdiebig Ideiner Umgebung von 
x — 0 stets solche Stellen x, fur welche 

I¥(*)I>|SP(0)I, 

als auch solche, fur welche. 

IW*)l<|!P(0)|. 

Es Jcann also |5J5(0)|, verglichen mit aUen moglichen Werten 
| $P(a:) | einer gewissen JJmgebung von x=*0 weder ein Maximum 
noth exn Minimum sein. a ) 

Beweis. Um den Fall mit zu umfassen, dafi yon den unmittelbar 
auf a 0 folgenden Eoeffizienten a v einer oder mehrere den Wert Nutt 
haben, werde ^(#) m die Form gesetzt: 

09 

«P(«) = a 0 + a m x m +^>}a v x'', 

m+l 

wo abo m ^ 1 und a m den ersten n&chst a 0 nicht yersobwindenden Koef- 
flzienten bedeutet, x dem Bereiche absoluter Konvergenz yon ^3(:r) an- 


1) Inaofexn, als ei sioh hier zun&ohst nur um das Verhalten von ?(J (a) in der 
Umgebung der besonderen Stelle os ■— 0 handelt. Die Ausdehnung auf den all- 
gemeinen Fall SP(® 0 ) + 0 kann erst sp&ter erfoJgen (s. § 44, Nr 8) 

2) 1st m ™ 0, so ist | ^S(O) | selbstventfLndlioh auch Jcein Maximum, da- 
gegen, vie des nUheren aua Nr 5 hervorgeht, ein Minimum fflr alle |*P(a;)| emer 
gewissen Umgebung der Stelle 0 in dem Sinne, dafi in dieser Umgebung 
durchweg | ¥ (*) I > 0- 
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gehoren soil. Man hat also: 

09 

( 20 ) — 1 + ^ l x m+'Sl!hL x i> 

a o a o a o 

Setzt man sodann: 

(21) | a?| — q undfQrv^m: — x v — (a„ + P v i) • p”, 

®0 

so lafit sich anf Grand ernes frilher bewiesenen Hilfssatzes (§ 21, Nr 1, 
S. 184) der EtnheitsfaMor von x so bestimmen, dafi der reeUe Teil von 
a m + P m * von Null verschieden ist und ein vorgeschriebenes Vorzeichen 
erhalt, zunachst etwa das positive. Urn dies kenntlich zu machen, werde 
gesetzt: 

(22) + M-IT, 

also: 

00 

(as) -1 + (i «j + m . ,»+ m • ?’ 


» 09 

1 + l«J ?“+ (.”+»^ 


und daher: 


( 24 ) |®^| - (i+M-r+r+'^.„ry+r ( 2 a »+.< ,, )’> 

Denkt man sich die Quadrate der beiden absolut konvergierenden 
reellen Reihen nach der Cauchyachen Multiplikationsregel (I„ § 58, Nr. 5, 
S. 412) ausgef&hrt, so erscheinen dieselben nach steigenden Potenzen von 
p geordnet und nach Zusammenfassung der beiden Potenzreihen in eme 
einzige nimmt die Beziehung (24) die Form an: 

(26) ^ , _l + 2|«J. p » + f "-M.ip i ( f ), 

0 

wo ^(p) eine absolut konvergente Reihe in pbedeutet, anders geschrieben: 

(26) 1 + |«U ■ S>” + ?"(|«„| + f &<?)) 

^ 1 + l«J • p m + <> m (|«J — 9 ■ ]$Pi((0|) 

Burch hinl&ngliohe Verklemerung von p — etwa ffir p <; d — Trarm 
man (ganz analog wie in Nr. 3) erzielen, dafi der letzte Klammerausdruck 
positiv ausfallt, und man findet daher: 

( 27 ) |®^|*>1 + KI •*">!» 

und schliefilich: 

(28) !¥(*)!>|«.|-l¥(0)| fte M- f £» 
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(sc. nachdem der Einheitsfaktor von x gemaB der G1 (22) bestimmt ist). 

Wird jetzt zweitens der Einheitsfaktor von x so ausgewahlt, dafi 
der reelle Teil von <x. m + fi m i das negative Vorzeichen erhalt, also an die 
Stelle der Beziehung (22) eine solche von folgender Form tntt: 

( 29 ) + e"‘, 

U Q 

so findet man analog mit GL (24) und (26)* 

00 00 

(30) ^| 8 -(l-|«J Q m + p m+1 ^}a m+v+l Q v ) 3 + Q* m 

0 oo 

also: 

1 - l«J ' Q m - P"(l«ml - 9 • l^s(9)|); 

und bei hinl&nglicher Verkleinerung von g, vermoge deren der letzte 
Klammerausdruck wieder positiv ausfallt, etwa ftir g ^ S': 

(31) 

M-o 

und sohliefilich: 

(32) l?C*)|<W-*(0) fOr |*| 

6 Ist (®) = 0 ftir x =■ 0, so muB jedenfalls a 0 = 0 sein. Sei dann 
a xi wo n ^ 1, der erste von Null verschiedene unter den Koeffizienten a v} 
so hat man: 

90 00 

^(a;) — ^}a ¥ x v — of ^}a n+v x v 

H 0 

(33) -a!" ft (a), 

no ft(0) = a n von Nutt vCrschieden ist. Man sagt m diesem Falle, die 
Stelle x = 0 sei eine n-fache NuUstelle oder eine NuUstelle n Ur Ordnung 
ftir $(*) 

Da so dann nach dem zuvor Gesagten eine bestimmte positive Zahl 
q existiert, so dafi ^5 1 (a?) ftir keinen der Bedingung |$| ^ g gentigenden 
Wert x verschwindet, so folgt, dafi auch ft®) aufier x *■ 0 kerne weitere 
NuUstelle x' innerhcdb des Ereises mit dem Radius g besitzen kann. 

Hieraus erkennt man aber, dafi allemal, wenn ft#) mjeder beliebigen 
N&he von x = 0 Nullstellen besitzt (in welchem Falle dann auf Grund 
des Satzes von Nr 3 die Stelle # = 0 sdbst eine NuUstelle sein mufi und 
zugleieh ein Edufungspunkt von NullsteUen ist) ft#) flberhaupt keinen 
von Nutt verschiedenen Eoeffizienten a ¥ enthalten kann. Denn ware a % 
der erste von Nutt verschiedene Koeffizient, so hatte man, wie oben: 
ft*) - *■ ■ ft (*), wo: ft (0) = a n , 
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und es mtlfite daher eine bestimmte Umgebuug der Stelle x — 0 existieren, 
mnerhalb deren keine weitere Nullstellen besitzt. Somit mufi ftir 
jeden Wert von v: a v — 0 sein, d. h. die Potenzraihe ty(x) verschtcindet 
in diesem Falle identisch 

Daraus folgt nooh: Stimmen die Werte zweier Potenereihen 

oo oo 

$i(s ) und 

0 0 

fur Stdlen in jeder beliebigen Nahe von x — 0 itberein, so sind die beiden 
Reihen identisch, d. h man hat: a v = b v fur jeden Wert von v. 

00 

Denn die Reihe ^(a;) — 5p s (*) — (a, — b v )x v wilrde ftlr alLe jene 

o 

Stellen verschwinden, folglioh hat man a v — b v — 0 fQr jeden Wert-yon v. 

6. Ersetzt man in den vorangehenden Betracbtnngen x durch (x — x 0 ), 
so gehen die betreffenden Ergebnisse in die folgenden fiber: 

00 

1st f(x) =- %(x — x 0 ) — ^ a v (x — x 0 y und f(x Q ) - a 0 von 

o 

Null verschieden , so lafit sich eine bestimmte Umgebmg der Stelle 
x 0 fixieren, innerhalb deren f(x) mcht verschtcindet ; und zwar 
gibt es in behebiger Nahe von x 0 solche Stellen x, fur wdche |/’(a;) | 
> I f( x o)\> wd* solche, fur wdche |/'(a?) | < |/*(a? 0 ) I- 1 ) 1st f(x Q ) — 0 

und a n der erste von Nutt verschiedene Koeffusient , so dap also: 
00 

fix) = (x — x 0 ) n ■ a n+v {x — x Q ) v , so heifit die Stelle x 0 eine n- 
o 

fache Nuttstette fur f(x). Alsdann exisHert erne bestimmte Urn- 
gebung der Stelle x 0 , innerhalb deren f(x) keine weitere Nutt- 
stette besitzt. 

Gibt es in jeder noch so Meinen Umgebung von x Q Stdlen x, 
fur wdche — x 0 ) verschtcindet, so ist $(a; — x 0 ) identisch 
Null. 

Stimmen die Werte eweier Poten&reihen 5ft (x — x 0 ) und 
5ft(« — x 0 ) fur Stdlen in jeder bdiebig Tdemen TJmgebung von x 0 
itberein, so sind die beiden Reihen identisch. 


1) Mit anderen Worten: 1m Falle A®o) 4“ 0 |/(®o)l vergliohen mit alien 

Werten |$(o;— x Q ) | einer gewieeen Umgebung der Stelle x 0 weder ein Maximum 
noch ein Minimum. Dabei bleibt die auf das Maximum ■ bezttgliche Anesage anoh 
lm Falle f{x 0 ) — 0 selbatverst&ndlich gflltig, w&brend dann |/'(* 0 )l a ^ fl Minimum 
ereoheint. 
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7. Ftlr Reihen nach positiven and negativen Potenzen yon x bzw. 

(x — x 0 ) lafit sich aus der Koeffizientendarstellung Gl. (4) des yorigen 

+ * 

Paragraphen zunachst noob folgendes erschliefien. Es aei P(x) — ^}a v x v 

— eo 

ftlr \x\ — r gleichmafiig Convergent und bestandig NuU. Dann folgt ana 
der Beziehung: a v — SK((er)“ 1 ' • P(er)), daB a y — 0 sein muB ftlr jeden 
Wert yon v , so dafi also P(x) identisch NuU ist Das Analoge gilt ftlr 
eine Eeibe von der Form P(x — x 0 ). Hieraua folgt: 

Sind die beiden Potenzreihen P Q (x), P 1 (x) bzw. P 0 (x — a; 0 ), 
P x (x — x 0 ) gleichmafrig Convergent fur aUe x, wdche der Bedin- 
gtmg geniigen: \x\ — r bzw. \x — a 0 | = r, und ist fur aUe solchen 
Werte x: P 0 (x) — P ± (x) bzw. P 0 (x - x 0 ) — P^x — x 0 ), so sind 
P 0 (x) und P x (x) bzw. P 0 (x - x 0 ) und P x (x — x 0 ) identisch. 

Die im vorstebenden ausgeaprochenen Satze, welche gestatten, aoa 
der Gleichheit zweier Potenzreiben ftlr ein gewisaea beschranktes Werte- 
gebiet der Yariablen anf ibre vSllige Identitdt zu schlieBen, lassen nocb 
eine erhebliche, ftlr die weiteren Betracbtnngen fundamentals Erweite- 
rung zu. Ea wird sicb namlich zeigen, dafi die Identitdt zweier Potenz¬ 
reiben (aucb soleber von der Form P(x) bzw. P(x — x 0 )) aohon dann 
gefolgert werden kann, wenn die Gleichheit ihrer Summon ftlr (unendlicb 
viele) Stellen in jeder nocb so kleinen Umgebung einer ganz beliebigen 
Stdle im Inn era ibres Konvergenzbereicbes feststebt Um dieses Resultat 
zu gewinnen, ist eine Vorbetraobtung fiber die Umformung einer Sunune 
von unendlich vielen Potenzreihen in eine einzige Potenzreibe notwendig, 
die wir mit Rfioksiobt auf anderweitige Anwendungen gleicb in etwaa 
weiterem Umfange anstellen } ala fflr den angedeuteten Zweok zunftcbat 
erforderlicb ware. 

§ 39. Snmmen unendlicb vleler Potenzreihen: Der Cauchy ache 
und der (erweiterte) WeierstraBscbe Doppelreihensatz. 

1. Hat man eine endliche Anzabl von Potenzreiben: 

+ CQ 

C 1 ) P,(x)-^aP-af (v-0, 1, 2, ..., n), 

— ao 

welche ffir einen gewiBaen Bereich: < |g| < R oder R 9 ^ |s| ^ R 

gemeinaam konvergieren, ao folgt aus der Regel ffir die Addition unend- 
licher Reihen obne weiteres, dafi man setzen darf: 

( 2 ) fa-- 

0 — ao 0 ' 

-*(*) 
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and zwar konvergiert dann P(x) mm mindesten fOr jenen Bereich 
< |a?| < R, bzw. R 0 ^ \x\ ^ R 

Man erkennt leicht, daft der wahre Konvergenzbereich von P(x) 
aehr wohl grower sein kann als der gemeinsame Konvergenzbereich der 
P v (x). Man betrachte z B. den einfachsten Fall zweier Beihen nach 

flD 00 

positiven Potenzen: ^ a y x v , b v x v , deren Konvergenzradien mit r v r, 
o o 

bezeichnet warden mogen. 1st dann etwa r x < r t , also r x der Radius 

des beiden Reihen gemeinsamen Konvergenzbereicbea, so wird offenbar 
00 

$(afl — ^ (o v + 6J • x v genau den Konvergenzradins r x besitzen. ht 
o 

dagegen r x — r,, so kann der Konvergenzradins von $(#) keinesfaUs einen 
fdeineren , wohl aber einen beliebig viel grofieren Wert haben. Denn setzt 
man etwa: 

a v — a y + b v ' b v «■= a v ' — b v ' 

und ist r x zwar der Konvergenzradins der Reihe 'Sb y x v . dagegen R>r x 
derjenige von ^Sa T 'x v . so werden in der Tat die Reihen ^a T x v . ^b v x v 
auf Grand des nnmittelbar znvor Gesagten beide den Konvergenzradins 
r x besitzen, wahrend derjenige von 2{ a v + 'x v den Wert 

» j _L _2»\ 

R hat. fBeispiel: a v — ^ , b v — — # —) ■ 

2. Es sei nun eine unendliche Folge von Potenzreihen — zunachst 
etwa nach positiven Potenzen von x — vorgelegt 

00 

(3) ty v (x) ^ ( v - °i x > 2 > • •)> 

o 

welche samtlich znm mindesten fflr \x\ < R konvergieren sollen. Sie sind 
dann fitr diesen Bereich dnrchweg absolut konvergent, d. h. es konvergiert, 
wenn | |. =■ gesetzt wird, auch jede der Reihen: 

00 

(4) fBr: 

0 

00 

1st non fttr q < R auch ^ $„((>) konvergent, oder anders ausgesprochen, 

or 

konvergiert in dem Schema: 

[ a 0 (0) + 4- • + «,< 0 V + * • 

«o (1) + u^q + • • + a^V H- 

«o W +« 1 Wp+ ■ • + «< V + ■ ■ ■ 


( 5 ) 
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jede einzelne Zeile und die aus den Zeilensummen gebildete unendliehe 
Reihe, so folgt aus dem sogenannten Oauchyschen Doppdreikensaige (I s , 
§ 75, Nr. 3 f S. 579), da£ ftlr |r| — q in dem Schema: 


( 6 ) 


a 0 <°> + a^x d-1- a^ 0) a>“ + • 

Ob (1) + ajtox H -h aj^x * 1 H - 


+ ct^^x H-+ a + • • • 


nicht nur jede Zeile und die aus den Zeilensummen gebildete Reihe, son- 
dem auch jede Kolonne und die aus den Kolonnensummen gebildete Reihe 
konvergiert, und zwar die letztere gegen densdben Wert wie die Reihe der 
Zeilensummen, d h. es ergibt sioh: 

40 ao ao oo 

( 7 ) (i*i <- R ) 

0 0 0 ' I) ' 

Oder anders geschrieben: 

00 00 oo 

( 8 ) 2^^ a 2 A ^ w ° A ?S a i v) - 

0 0^ 0 

Das analogs ergibt sioh offenbar ftlr eine unendliehe Anzahl Ton 
Reihen der Form: 

(9) (^) - 

i 

und auB derZusammenfasBung beiderResultate auch ftlr solohe yon der Form: 

+■ 

( 10 ) PM 

— OD 

Schhefilich erkennt man nooh, daB es ohne wei teres auch gestattet ist, 
" +a0 
die Reihe P v (x) duroh eine solche von der Form P v (x) zu er- 

setzen, so dafi man duroh bloBe Anwendung des Cauchyschen Doppel- 
reihensatzes auf den besonderen Fall der Potenzreihen den folgenden 
Satz erhUt: 

Sind die Reihen: 

+» 

(11) P t (x) (v - 0, ± 1, ± 2 .. ) 

— 00 

Convergent fib einen gewissen Bereich H < |*| < R } ebmso wie 
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Hire Summe: 

(12) S(x)=^;P,(a:), 

— 09 

und bleibt diese letztere Bake Convergent , wenn man in den 
einzelnen P v (x) jedes Qlied durch semen dbsobden Betrag ersetzt, 
so hat man fur B 0 < |#| < R : 

4-«o + «° 

(13) S(x) wo: A^—^ja^. 1 2 * * ) 

—00 —00 

Dabei kSnnen in den P v (x) entweder die negativen oder die positiven 
Potenzen g&nzlioh fehlen bzw. nur in endlicher Anzahl auftreten. Auch 

kSnnen sioh die P v (x) anf game Funktionen von x und bzw. von x 

oder — reduzieren. 
x 

Auch beh&lt der vorstehende Satz offenbar seine Gtiltigkeit, wenn 
man x durch (x — x 0 ) ersetzt. 

3. Wesentlich weitere Formen von hinreichenden Bedingungen fflr 
die Darstellbarkeit einer unendlichen Beihe von der Form (x) durch 
eine einfaohe Potenzreihe liefert der folgende Satz: 

Es sei jede der unendlich viden Potenzreihen: 

oo 

(14) $,(s) a W x* (v - 0,1, 2,...) 

gleichmdfiig Convergent f'iir aide x mit dem Absolutwerte |a;| — r 
(also schliefilich gleichmdfiig Convergent fur \x\ ^ r f ) und dbsdut 
Convergent fur \x\<r). Ferner geniige die Beihe: 

00 

(15) 

0 

einer der folgenden ewei Bedingungsformen: 

(A) Sie Convergiere gleichmdfiig fur aide x mit dem Absobzt- 
werte \ x\ — r 

(B) Sie Convergiere fur unendlich vide Steden in bdiebiger Ntfhe 
von x — 0 8 ) und aufierdem sei die GesamtheU der Beihen- 

1) 1st die Voranssetzang auoh noch fdr | a; | =- bzw. |a| — 22 erfUllt, bo 
gelten die betreffenden Sohldsse und somit der Batz Belbrt auoh noch fflr |«|™Bo 
bzw. |o; | — JS. 

2) Ygl. Fnfln. 1 anf B. 296 

8) Ee wird sioh sphter zeigen (b g 46, Nr 4, S. 848), dafi 6B Bohon genflgt, 

wenn die Konvergenz von fflr unendlioh viele Btellen in der N&he einer 
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swwmen: 

W 

(16) a . W - 2 *M (»-0,1,2,..) 

0 

beschrdnkt fur \x\ ^r. 1 ) 

00 

Damn konvergiert ^(a :)gleichmafiig itn Faille (A) fur \x\<ir f 

o 

im Faille (B) fur |a?| ^r'< r t tnd l&flt sich in beiden Fallen in 
eine mm mindesten fur \x\ < r konvergierende einfache Fotenz- 
reihe anordnen, ndmlich: 


(17) 


8{x) —2 A^aP, wo: a ^ 


Beweis zu (A). Auf Grand der Voraiissetznng (A) hat man ftlr j&Jes 
« > 0, bei passender Wahl yon ni>n und beliebigem p — 1,2,3 ; ...: 


»+p 


( 18 ) |S„ + ,(*)-S,(*)|- <., wenn: |&| = r . 


«+i 


Diese Summe einer endhehen An7.fl.hl fhr | as | <C y gleichmafiig konvergie- 

bcUcbigcn, tm Inneren des KreiseB | as | = r gelegenenen Stella x 0 festatebt. Der in 
dieaer Weiae vervollatindigte Satz wird dans als „ Frfaltaoher" Doppelreihenaatz 
bezeichnet werden 

1) Das soil Belbatreratftndli oh besagen: AUe | S n (a?) | bleiben unter einer (von 
x und a unabh&ngigen) Schranke. Ioh habe dabei im Text aohon, um jedea Mifl- 
verat&ndnia ansziiachlieheii, fflr die Folge 1 8 n (x) | den Anadrnok G-esatntheit ihrer 
Glieder gebraucht, mOohte aber auadrfloklioh betonen, dafi ea vollatfindig gendgt 
hitte, zu sagen, die Folge S n (x) sei in dem betreffenden Bereiche beschrtinkt (was 
ja bei korrekter Auadruckaweiae entspreohend mehr bedentet oder dooh bedenten 
aollte, als die Ausaage, jedes etnzelne Olied der Folge aei daaelbat beaohrttnkt). 

Ich hebe dies hervor, da ea leider Mode geworden ist, den fragliohen Saoh- 
verhalt duroh die Auasage zn kennzeiohnen, die Folge aei in dem Bereiohe gleich- 
m&fitg beac hr & Tikt — em Beiwort, das ich in diesem Zaaammenhange fdr tHer- 
flUssig und t rreftfhrend halte. ttberflUesig , da ea wohl biaher noch.kein Mathe- 
matiker far notwendig gehalten hat, eme in einem Bereiche beschr&nkte Fonktion 
f(gs, y) ala gletchmdfttg beaohrBnkt zu bezeiohnen. Warum also eine Folge f 9 ( oc), 
die dooh niohta anderea 1st, ala eine Funktton der beiden Ver&nderhchen as und 
n? Und irreftihrend: denn die Bezeiohnung gletcktndflig hat, auf Grand ihrer Pro- 
renienz von der gleiehmUfitgen Konoergenz , in der Funktionenlehre eme ganz ape- 
zifiaohe Bedeutung, fdr die gerade in dem vorliegenden 7. nqn.mmATihfl.ng fl ein Ana* 
logon leioht hergesteUt (rgL I,, S 984) und deahalb auoh vermutet werden kfinnte, 
abex bei der obtgen Anwendung vollat&ndig fcMt Die blofle Qemeinsamheit einer 
oberen Schranke ala Oleidhmdfitglcett der Beaohr&nkung zu bezeichnen, aoheint mir 
eine reobt wenig gldckhohe Eingebung 
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o 

render Potenzreilien l&fit sich ohne weiteres in eine znm mindeaten fttr 
\x\ <L r ebenfalls gleichm&fiig konvergierende Potenzreihe, namlioh: 

(19) ¥,(*) =^ v a M )xfl =2 0$ a i v) ) • * 


n + l 


n + l 


W+l 


umformen, deren absolnter Betrag fQr den Bereich |g] ^ r einen gewissen 
Maximahvert beeitzen muB Der letztere wird Harm naoh § 38, Nr. 9 
(S. 284) mindestens fiir eine (so. mit p im allgemeinen veran derliohe) 
Stelle X f anf dem Kreise |$| ■■ r wirklich angenommen, so dnB also: 


n+l 'n + l 


fQr |#| ^ r. 


Da andererseits mit BerUoksichtignng von Ungl (IS): 


so folgt, dafi 

( 20 ) 


«+ P 


L2?fcw|<* 

1 n + l 1 

l«. + ,(»)-s.(*)l = |^¥.(*) 


n+l 


<« 


gleichmafiig ftir atte x des Bereiches |&| Dies besagt aber, daB auB 

der nur fOr | x | — r vorausgesetzten gleichmafiigen Konvergenz von 
00 

S(x) = $„(*) die Existenz der namlichen Eigenschaffc ftir den gesam- 

o 

ten Bereioh |#| ^ r herrorgeht. 1 ) 

Man hat nun naoh Analogic von GL (19): 

W ■ w 

(21) S K (x) =^} %,(x) wo: 

0 0 0 

Da (auf Grand der soeben fUr \x\£r erwiesenen gleichmafiigenKonver- 
genz) S(x), d. h. lim S n (x) und somit wegen Ungl. (20) auch die Gesamt- 
heit der S n (x) ftir )#[ <J r beschrankt ist 1 ), etwa: 

(22) \S.(x)\£G (»— 0,1,2,.. ), 


1) Dieaea Ergebnia (ala eine wesentliohe Verallgemeinernng dei anf den 
■pecieUen Fall: $*(«:) — a t x v bezfl&lichen von § 82, Fufln. 1, S. 264) ut an sich 
bemerkenawert Andereraeita wflrde aber darana folgen, dafi nnnmehr die Bedin- 
gnngen (B) erfBllt aind (a. Ungl. (22)) nnd dafi ea daher gentlgen wflrde, den wei- 
teren Beweia nnter der Voranaaetaang (B) dnrchrafdhren. Da aioh aber dieae Duroh- 
fflhrang anf Grand des obigen Ergebniases on ter der Voranaaetanng (A) merklieh 
einfacher gestaltot, ao aohien ea aweckm&fiig, aie bier voUat&ndig mitzuteilen. 

2) Ana (20) folgt ann&ohat fQr n ^ w' nnd p + co- 

\S(x)-8 n (x)\£», 
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so liefert die Anwendung des CcmchyBcheii KoeffLzientensatzes auf Gl. (21) 
die Beziehung: 

n 

(23) (p — 0, l, 2,. ). 

1 0 1 


Auf dieselbe Weise ergibt sicb aus (18) mit Berficksichtigung von GL (19): 


(24) 



< s.r~f* 


(li-0, 1,2,. .), 


und zwar fflr ctile p bei dem namlichen (nor von der Wahl von s ab< 
h&ngigen) n^m. Daraus folgt aber, dafi die AW fflr »-+ oo bestimmten 
Gfrenzwerten zustreben, etwa: 

oo 

(25) lim A M = a t y) “ A 

M*00 H h t* 

0 

Zugleich ergibt siob dann aus UngL (23), dafi: 

(26) I4J £G-r-v (/i-0,1,2, ..). 

Wird jetzt /< r angenommen, so hat man fflr \x \ ^ /: 

(s^) ir \4,*\**-5r (r)-(r)'® r -=? 

(d. h. bei h inl an g licher Vergrflfierung von n beliebig klein), mithin ist 
die Potenzreihe: 

00 

0 

fflr \x\ <,r f < r absolut Convergent 
Schliefilich findet man: 


(28) 54. *.(*) “5(4 ~ ^i"’)-**- 

0 0 * 

Da aber aus (24) fflr n^ri und p oo sich ergibt: 

(29) (p - 0 , 1 , 2,.. ), 


also: 

l$.(s)| ^ 10(0)1 + * 

d. h. |flf (a)| ist zun&chst baohrankt fflr n ^ «'. Von den hierbei nooh niobt be- 
o sic fit® 0 n— l) ist aber jedes emzelne (als Somme 

®“^ chen Anzal11 gleiobmlBig konvergenter Potenzreihen) 6 eschr&nkt, somifc 
sehliefllioh die Gesamtbeit oiler 8 (x) fBa \x\< r 
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o 

bo folgt fttr | x | — r < r : 

V"-^ 4 2 (rf- ‘-rr?’ 

also, wie behauptet: 

06 00 

fflr: \ X \< r 

o o 

4. Beweis zu (B). Setzt man wiederum (s. Gl. (21)): 

» bq n 

(21a) 8 n {x) =^$ r (a) — wo: AW =^j aW, 

0 0 0 

und beach tet, da.fi die Potenzreihe S H (x) geradeso wie jedes einzelne ^5 r (a;) 
auf dem Kreise | x \ =* r gleichmafiig konyergiert und die 13,001 auf 
Grand der Yoraussetzung (B) far n — 0, 1, 2, .. und |a;| ^ r beschranht 
Bind, etwa mit Benutzung der in Ungl. (22) angewendeten Bezeichnung: 

(22.) |5.(»)|^6f, 

so ergibt sich fibereinstimmend mit Ungl (23), die Beziehung: 

(23a) | AW | <, 0 • r“<“ (ji — 0,1, 2,...). 

Dagegen erfordert hier der fttr das Endergebnis unentbehrliohe Beweis 
der Existenz yon lim AW (p — 0,1, 2,...) (welche im Falle (A) unmittel- 

00 

bar aus der Yoraussetzung der gleichmafligen Eonvergenz yon $ y (^) 

far | a: | — r bzw. den daraus hervorgehenden Ungleichungen (18) und (24) 
sich ergab) eine etwas umstandlichere Eerleitung. 

Man hat far | x | ^ r : 

00 

s. + , w - s.(«) -2 m’ +,,) - 

0 

und daner, wenn man das konstante Glied der unendliehen Reihe isoliert: 

00 

(30) |A ( ” + ' ) -A (,) l^|S. + ,W -«.(*)! +12(^* +,> -^”V| 

1 l 

Mit Beracksichtigung yon (23a) ergibt sich far \x \ < r: 


(31) 


^ (A(* +p) - AW) ■ x? 


2G 


— r — la; I 


und man erzielt, dafi: 


(32) 


l^L j_ 


2G — i=J - . < 
r— a 


wenn: |flj| < 


re 


4<? + « 
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Andererseits gibt es unter den Werten x } ftir welche |a?| < d, auf 

Grand der ersten Torauasetzung (B) sicher solche, ftir die ^5 r (a:) kon- 

o 

vergiert, also lim S % (x) (im engeren Sinne) existiert } and es lafit sich 
daher, wenn x irgendeinen dieser Werfce x bedeutet, eine untere Schranke 
W fflr n so fixieren, dafi: 

(33) |4 +# M-3,(aOI<T n^W and p - 1, 2, 3, . . 

Setzt man also in UngL (30) x — a/, so ergibt sich mit Benatzung yon 
UngL (31)—(33): 

(34) \Aft+*)-Aft)\ < s far 

d. h. die Folge (Aft)) ist eine konvergente, so dafi man setzen kann: 

(36) lim 4,0-A, 

* 

wo A$ eine bestimmte Zahl vorstellt, die im fibrigen auf Grand yon 
UngL (23 a) der Beziehung genflgen muB: 

(36) \A a \^G. 

An gen om men nun, es sei bereits erwiesen, dafi aufier Aft) auoh 
Aft\... A£ f£Lr n -► oo bestimmte Grenzwerte besitzen, etwa wieder: 

(37) lunAW-1^ (/*- 0,1,. .,»-l), 
in welchem Falle dann nach Ungl. (23 a): 

(38) <?•*-<“ (also: lA^^A^r* £ Q- fflr \x\ £r) 

sein mnfi. Alsdafrn betrachte man an Stelle der Fnnktion S H (x) diejenige, 
welche durch Snbtraktion ihrer ersten m Glieder and Diyision mit x m 
daraus hdrvorgeht, also: 

(39) 8ft)(x) = (S % (x) - Aft) - Aft)x - • - Aftl ^- J ) 

dC 



Dieselbe genflgt wieder den Bedingnngen (B). Denn erstem ist sie ftir 
| ® | ^ t und alle mdglichen n beschrankt, da ihr absoluter Betrag seinen 
Maximalwert ftir den Bereioh \x\^r f geradeso wie die rechtsstehende 
Potenzreihe, aaf dem Kreise | a; | — r annebmen mnfi, und zwar ergibt sich 
auf diese Weise mit Berflcksiohtigang von UngL (22 a) and (23 a): 

(|*| £,) 
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o 

Zweitens existiert (lm engeren Sinne) lim S^(x) fdr alle (von 0 verschie- 


denen) x', ftLr welche lim S n (pc') existiert ^d. v {x) konvergiert^, 

da ja auoh lim AJ n \ lim A,W . , lim AW , bestimmte Zahlen Bind. 

J n->® ^ 7 n->« 1 ’ n-*-~ m ~ 1 

Infolgedessen laflt sick auf 8^ m) (x) dieselbe SchluBweise anwenden, wie 
zuvor auf S n (x), und man findet daher: 

(40) lira AW — A m (d b gleich einer bestimmten Zahl), 
wo wiederum nach UngL (23 a): 

(41) 14.1 

Da die Richtigkeit der Pramisse (37) fdr [i — 0 erwiesen ist, so ergibt 
sicb durcb vollstandige Indnktion die Gdltigkeit von Gl. (40) und somit 
auch von Ungl (41) ftLr jedes beliebige m 


Hiernacb besitzt also die Potenzreibe 2 A^xf 1 formale Eristenz 

o 

und erweist sich auf Grund von Ungl. (41) als absolut konvergent fdr 
\x\<r 

Men bat dann aucb wieder in Ubereinstimmung mit Gl. (28): 


(28 a) 


00 OB 


Indessen lafit sicb, urn das Verscbwinden der recbts stebenden Potenz¬ 
reibe fdr n —► oo zu begrdnden, die lm Falle (A) benutzte SchluBweise 
bier nicbt in Anwendnng bringen Dieselbe beruhte namlicb wesentlicb 
auf der Ungleicbung (29), die ibrerseits aus der Voraussetssung der gleich- 

OB 

mdfiigen Konvergenz von 8 (x) = ^ $P r (:£) fdr | x\ — r bervorging, wah- 

o 

rend bier diese gleichmafiige Konvergenz (dbrigens m dem beschr&nk- 
teren Umfange \x\<Lr } wo r < r) dberhaupt erst bewiesen werden soil, 
und andererseits-an Stelle jener Ungleicbung (29) nur die Beziebungen 
(23a), (40) und (41), d. b.: 

\AW\^Q.r~^ lim AW - A ft , \A M \£Q r* 0* - 0,1, 2,.. ) 
zur Verfdgung stehen. 

Nicbtsdestoweniger fdbrt bier die folgende SchluBweise zum ZieL 
Man bat fdr | a; | <^ / < r bei beliebigem m und n mit Benutzubg der 
letzten Ungleiobungen: 
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kann daher m zn dem Faktor so fixieren, dafi: 

00 

(42) (1*1 ^ »■')• 

m+1 

Andererseits hat man fttr |$| ^ r': 

m m 

(43) 12f(-^—4.W)H 

1 0 1 0 

nnd kann sodann, wegen hm AW — A , eine untere Schranke »' fttr n 

n->» r* " 

bo bestimmen, dafi | A^ — AW | fttr p -» 0 , 1 ,..., m b°liebig klein, ins- 
besondere: 

m 

(44) ^ | A m — AW | r ,(i < -^ fttr n n' 

0 

wird. Alsdann ergibt sioh aber ans 01. (28 a) mitBenntznng von (42), (44): 

oo 

(45) 1 ^A u x^ — S„(x) <£ fCb: |z| <./, »^> ri, 

1 o 

nnd Bomit schliefilich: 

00 00 

^fApXf 1 -= lim S,,^:) ¥»(®) fttr \x\ ^ / d. h. fttr |«| < r, 

o " o 

nnd zwar konvergiert, wie Ungl. (45) zeigt, 8 n (x) mit w—»>oo fttr alle x 

00 

des Bereiches \x\^r' gleichmafiig gegen die Grenzfunktion A^, 

tt 

oo 

mit anderen Worten, die Beihe 2* v (x) konvergiert, wie behanptet, fttr 

o 

| a; | <>r, sofem nur r < r, gleichmafiig 

5. Der mit (A) bezeichnete Fall des vorstehenden Satzes soli znnachst 
nooh in folgender Weiae weiter ansgestaltet werden. 

Angenommen, es finde die Konvergenss der Potenzreihen: 

00 

$,(*) (* - 0,1,2,.. ), 

o 

sowie die gleichmafiige Konvergenz der Beihe: 

00 

S(*)^!p.(*) 

0 

fttr I a; I — r bei jedem einzelnen der Bedingnng 0 < r < R genttgendem 
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Werte r statt 1 ), so gilt offenbar die Umformung: 

00 

o 

schliefilich fiir alle x } welche dem Bereiche | x | < B angehoren. 

Ein analoges Resultat ergibt sicb fflr eine unbegrenzte Folge yon 
Potenzreihen der Form: 

1 

sobald dieselben fdr | x | > R 0 sdmtlioh konvergieren nnd die Reibe 
i) fflr | x | — r bei jedem einzelnen Werte r > Rq gleich/mafiig 
famvergiert. 

Schliefilich ist es offenbar auoh gestattet, in den vorstehenden Be- 

00 

trachtongen die Reihen von der Form $)3 r durch solche von der Form 

0 

+ » 

zu ersetzen. 

— flD 

Durch Zusammenfassung dieser Ergebnisse gelangt man zn dem fol- 
genden Satze (dem „ Weierstrafischen Doppdreihensa£ze “): 

Sind die Reihen ■ 

+ 00 

(42) (*-0,±l,±2,. .) 



sdmUich hmvergmt fur R 0 < |a;| < R und ist die Reihe. 


+ 00 

(43) 8(*)=2>?,(*) 


gleiehmdfiig konvergent auf jedemEreise \x\ -=r, fallsR t <r<R, 
so besteht fur alle x desRingbereichesR^<\x \ <R die Beeiehung: 
+ 00 +00 

(44) «(*) w0: 4. S “j” 0* - 0, ± 1, ±2,.. )•*) 


1) Wie der Beweis in Nr. 8 zu dem Falle (A) des vorigen Satzes zeigt, wtlrde 
es sohon hinreiohen, die gleichm&fiige Konvergenz von S(x) fdr | x | — r bei jedem 
einzelnen r des Intervalls B — a <^r<^B (wo s > 0 beliebig klein) vorauszusetzen. 

8) Man bemerke, dab auoh dann, wenn die gemaohten Voraussetzungen nooh 
• an den Grenzen, also fdr |<d| ^22, erfflllt Bind, auf die Gftltigkeit der Be- 
ziehung (44) dennooh nur fdr den Bereioh B t < | x\ < B gesohlossen werden kann — 
and era wie beim CtamcAt/achen Satze, wo die Gdltigkeit der Voraussetzungen fBr 
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Im tlbrigen gelten auch bier die am Schlnsse von Nr 2 gemachten Be- 
merkungen in bezug auf die moglichen Spezialisierungen der P y (x) und 
die Zulassigkeit der Substitution von (x — x 0 ) an Stelle von x. 

6. Beztlglich der gegenseitigen Stellung des Cauchyachen and Weier- 
strafl sohen D oppelr eihensatzes sei noch folgendes bemerkt. Der erstere 
dieser beiden Satze verlangte, dafi aufier der Reibe ^P r (x) auch die 
Beibe ^ ■Be<|#|<-R konyergiert: dabei bedeutet P y [x\ 

diejenige Beibe, welche ana P y (x) durcb Verwandlung samtlicher Koeffi- 
gienten in lhre ab&okdenBetrage bervorgeht. Dagegen wird bei dem Weier- 
strafiBchen Satze nnr die GleichmtifiigJceit der Konyergenz von ^£P r (x) 
auf jedem Kreise |«| — r ftlr < r < i? gefordert Nun ist leicbt er- 
sichtlich, daB die erste dieser Bedingungen stets die tswerie nacb sicb ziebt, 
aber nicbt umgekehrt. Denn jede der CauchyBchen Bedingong gentigende 
Beibe ^£P v (x) ist ja auf jedem Kreise (*( —» r maximal konvergent, also 
auch gleichmdfiig konvergent. Dagegen braucbt ja eine in irgendeinem 
Bereicbe gleichmafiig konvergente Beibe ^P v (x) nicht absolut (s. § 29, 
Nr. 2, Fufin. 1, S. 239), d. h. als J£\P y (x)\ und urn so wemger ala 
J£p y [\x\] zu konvergieren. 

Beispiel. Nimmt man 3, so ist: lgv >lge- 1 fflr 3 und 
daher: 

00 

1*1 

also insbesondere fDLr |a;| ^ 1. Die Beibe: 


lgV — X 


\2?(“ 


a* 

(1 gvf + 1 


ist dann ffir | x | <[ 1 zwar nur bedmgt , aber durchweg gleichmafiig kon- 
vergent. Vereinigt man namlicb je zwei konsekutive GLieder, so findet man: 


1 

1 

_ lg 2# — lg (2» — 1) 

lg(2r—11 —® 

lg 2 v — ® 

(lg (2i> — 1) — x) (lg 2*» — x) 


^ (lg (2 v — 1) — 1)* 

_ l _ /_lg(2r-l) 

(2 w — 1) (lg (2v — 1))* Vlg( 2v _i)_iJ 

(s. § 34, S. 206, GL (3)). 


|«| bzw. |«|<£2i auch diejenige der entepreohenden Endgleichung in dem- 
selben Umfange nacb Biob ziebt (b. 8. 298, FuBn. 1) 

Erne Ansnabme macht in dieaem Znaammenhange der Fall a o, wenn die 
Reiben P,(®) Biob anf flolcbe von der Form $,(®) rednzieren. AIqHmw. gelten Vor- 
uiMAtKmur nnd Endresultat iteta anoh ftlr cc = 0 
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Der erste Faktor reditu ist das allgemeine Glied einer (abuolut) konver- 
genten Reihe (s. I,, § 49, Nr. 4, S. 334), der zweite hat far v —► oo den 
Grenzwert 1. Die obige Reihe wird also ffir | x | ^ 1 bei Yereinignng je 
zweier konsekutiver Glieder maximal konvergent, sie konvergiert somit ffir 

|«| ^ 1 gleichmafiig, und zwar (da ffir |*|^ 1 und v—> oo gleich- 

mafiig gegen Null konvergiert) auch dann, wenn die obige Yereinigung 
wieder aufgehoben wird, in diesem Falle jedooh nur bedingt, da 


l 


lgr— x 




1 

lgv + |a| 


und « dwergiert. Die Anwendbarkeit des Cauchyschen Satzes ist 

also hier vollstandig ausgescblossen, wahrend der WeierstrafiBohe die 
Beziehung liefert: 




og-r 


+i 


Man bemerke, dafi die Reihen ffir sdmiliche Koeffizienten A M in divergent# 
fibergehen, wenn man jedes Reihenglied (wie die Anwendung des Cauchy- 
schen Satzes erfordem wfirde) durch seinen absoluten Betrag ersetzt. 

Hiemach wird also der CauchyBche Satz durch den Weierstraftaohen 
in Wahrheit durchaus entbehrlich. 1 ) Dennooh schien es nicht angezeigt, 
ihn zu fibergehen, da er auf wesentlich dementareren Hilfsmitteln bernht und 
tatsachlich ffir eine Anzabl wichtiger Anwen dun gen vollstandig ausreioht. 
Wenn wir daher im weiteren Yerlauf uns gelegentlich ausdrficklich auf 
den Cauchynchen Satz berufen, so soil damit nur angedeutet werden, dafi 
das betreffende Ergebnis lediglich die Anwendung jenes einfacheren Be- 
weismittels erfordert, wahrend der direkte und ausschliefiliche Hinweis 
auf den Weierstra^edken. Satz ausdrfioken soil, dafi der Cauchyache ffir 
den gerade vorliegenden Fall versagt. 


§ 40. Produkte und ganze positive Potenzen von Potenzreihen. — 
Darstellbarkeit von g(P(x)), ^(P(a?)) durch Potenzreihen. 

1. Es seien die Reihen: 

+«° +°° 

C 1 ) -Pi (*) S a ' x '' (*) "X" 

— oo —® 

konvergent ffir R 0 < |#| < 22, so hat man ffir diesen Bereich zunachst: 

1) AUenf&Ils abgeaehen von dem in der vorigen FuUnote erw&hnten Orensfalle 
T*| — bzw. |ac| — It. 
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Nr.i. 

+ M 

Pi (*) • P, (*) “2“* (*’' P ‘<*>) 

— 08 — 80 

+ » + °° 

— 00 — 00 

and, da man in dieser Beziehnng anch x und die samtlichen a,, b r durch 
ihre absoluten Betrage ersetzen darf, nach dem Cauchyschen Satze des 
yorigen Paragraphen: 

+ 88 + 88 

( 2 ) P^x) P a ( a 0 - 2(2 a A - v )*^ ( P 0 <| a ?|< P ). 

— 00 — flD 

Konvergieren P^x), P 9 (x) noch far lrgendeine Stelle X anf derBe- 
grenznng | X | — It oder | X | — 2^ (wenn auch durchweg oder teilweise 
nnr bedingt) so behalt Q-L (2) ihre Gtiltigkeit, falls die rechtstehende Potene- 
reihe gleichfalls Tconvergiert Dean bezeichnet x’ eine auf dem Strahle OX 
irn Innem des Konvergenzbereiches gelegene Stelle, so gilt Gl. (2) far 
x — x, wie nahe anch x' an X liegen mag, nnd da, infolge der fiber die 
Konvergem der obigen Reihen gemachten Voraussetzung, nach dem Abd- 
schen Satze (§ 32, Nr. 1, S 252): 

IjmP^O-P.CX), Jim P.OQ - P,(X), 

2 } {2 a A -) -**-2 (2 v ) x ', 

— 00 — 00 *00 — 00 

bo folgt in der Tat: 

(3) PiW-p.w-So? 0 ^-.) 

— 00 —00 

Treten an die Stelle von P l («), P a (x) zwei far \x\< R konver- 
gierende Reihen nach positiven Potenzen: 

ao oo 

( 4 ) & (x) ^2 (*) S h v 

0 0 

so kann man das entsprechende Resnltat ans dem eben gefundenen in 
der Weise ableiten, daft man far v < 0: a v — 0, b v — 0 setzt Hierbei 
findet man zanachst: 

00 00 

0 0 
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und da sodann noch 0 wird filr (i—v< 0, d.h ffir v>/i,flchlieBlich: 

(5) W*) ?a(*)-J?Q? (MC-R), 

o o 

ein Besnltat, welches auch unmittelbar aus der Cowc%schen Multiplika- 
tionsregel flit absolut konvergente komplexe Reihen (Ij, § 75, Nr. 4, 
S. 580) sich ergeben hatte 

Konvergiert auBer % (x), 5jS,(a:) auch die reehtsstehende Reihe fUr 
irgendeinen Wert X mit dem absoluten Betrage R, so hat man im An- 
schlufi an GIL (3) auch noch: 

( 6 ) 

0 0 

wie im dbrigen gleichfalls aus der entsprechenden Erweiterung der Cauchy- 
schen Multiplikationsregel (I s , § 79, Nr 4, 8. 611) hervorgehen wtirde 
Man kann aber auch umgekehrt die hier (mit Hilfe des Abefechen Stetig- 
keitssatzes) gewonnene Gleichung (6) benfltzen, um jene Erweiterung der 
Multiplikationsregel ffir zwei beliebige Reihen ^a y . ^Sb y abzuleiten. Denn 
setzt man speziell X => 1, so geht GL (6) in die folgende fiber: 



sofern aufier den Reihen J£a v , Sb r auch die Reihe Iconvergieii. 
(Dies findet, wie a. a. O. gezeigt wurde, jedenfalls dann statt, wenn zum 
mindesten eine der beiden Reihen ^Sa r , ^ b r absolut konvergiert). 

2. Aus dem in Nr. 1 Gesagten folgt, daB sich das Quadrat und so- 
mit auch jede gmeeahlige positive Potene von P(x) bzw. $(g) durch eine 
Potenzeihe mit mindestens demselben Eonvergenzbereiche wie P{%) bzw 
*P(a;) darstellen laBt. 

Ersetzt man also in einer ganzen rationalen Funktion g(y) die Ver- 
anderliche y durch eine fflr 22q < |a;| < R bzw. |#| < R konvergierende 
Potenzreihe P(x) bzw ^5(a;), so folgt daB g(P(x)) in eine nach posihven 
und negativen Potenzen von x fortschreitende, flir R^ < \x\ < R konver¬ 
gierende Reihe, g($(x)) in eine fttr \x\ < R konvergierende Reihe nach 
posihven Potenzen von x umgeformt werden kann. 

Das analoge gilt offenbar, wenn man in emer ganzen Funktion 
mehrerer Ver&nderlioher g(y { , y a , ■ ■«/„) die samtlichen y r (y^ 1, 2, . n ) 
durch Potenzreihen P y (x) bzw. $P,(®) eia etzt 

3 Es trete jetzt an die Stelle der ganzen Funktion g(y) eine ffir 
|y| < Nj konvergierende Reihe nach positiven Potenzen von y } die mit 

Vrlngihelm, Vorleaungen II, 1 80 
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Nr. 8. 


^Pi(j/) bezeiohnet werden moge. Substituiert man dann zunachst ftlr y 
eine Reihe naob posiiiven Potenzen von x: 

OB 

( 8 ) 

o 

so ist offenbar eine notioendige Bedingung dafflr, daB ^ (5J5 (x)) ftlr irgend- 
eine Umgebung der Stelle x — 0 iiberhaupt defimert ist, die, daB ^(^(0)) 
selbst einen bestimmten Wert bat, d. b. daB der Wert y -= ^S(O) inner- 
halb des Konvergenebereiches von ^ (y) liegt, also daB: 

W IS(0)|-KI<B, 

Diese Bedingung ist aber anob zngleieb hinreichend, und zwar mobt bloB 
fftr die Kowvergene von ^5 1 (^5(a?)) in einer gewissen Umgebung der Stelle 
so “ 0, sondern auch ftlr die Ua/rsteUbarkeit von ^ ($P (x)) durob eine 
Reihe naob positives Potenzen von x. 

Bezeichnet man namlich mit \x\ diejemge Potenzreibe, welcbe die 
absoluten JBetrdge |a v | zu Koeffizienten bat, so kann man die Bedingung 

(9) offenbar aucb folgendermaBen sobreiben: 

(10) S|J[0] “ |« 0 I < -®i‘ 

Alsdann existiert aber auoh nocb eine gewisse Umgebung (etwa |*|<r) 
der Stelle x -» 0, so daB: 

(11) [*] | < JB| fflr:‘ \x\ <r, 
und daber aucb: 

(12) I¥WI — ¥Lri< fttr 0^p<r. 

Somit konvergiert ^(^[p|) ftlr p < r und urn so mebr ($(*)) fill 
|«| < r, oder anders ausgesprooben: es konvergiert ^(^(a?)) nicht ntu 
selbst ftlr \x\<Cr, sondern bleibt aucb konvergent, wenn man jedes einzekn 
GHied durcb semen absoluten Betrag ersetzt. Infolgedessen gilt aber dei 
Caucusobe Satz, d b. man kann $i(^§(#)) in eine (zum xnindesten) fil: 
|#| <r konvergierende Reibe nacb Potenzen von x umformen. 1 ) 

1) Der TFa&ratra/foche Satz fObrt etwas achneller zum Ziel und wixd im all 
gememen ftlr die im Teste mit r bezeiohnete rorl&nflge Konvergenzgrenze einei 
grdfkren Wert liefem. Da n&mlioh ^(y) ftlr alle dem Bereiohe [y| ^ it/< R 
angehOrigen Werte y gleichmdfiig konvergiert, bo hat man lediglich eine Urn 
gebung j x | r* bo zn beatimmen, dafi : 

|5P(aj)|kl?i', d.h <22, fttr- |® | < r', 
was offenbar wieder dawn und nur dann mOglioh iat, wenn* 

\m\<^ 

mx)\<mx]\ 


Da aber «m aligemeinen 
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Wir wollen zwei Falle besonders hervorheben, in denen die fragliche 
Umformung unter alien Umstanden mdglich iet, n&mlich: 

1) Wenn ^(0) = 0, d.h. ?P(a;) eme Potenzreihe ohne konstantes Glied 
ist, da ja die Bedingung (9) alsdann stets erffillt ist. 

2) Wenn ^ (t/) eme bestandig konvergierende Potenzreilie ist, in 

welchem Falle also fttr 22j jede nock so grofie positive Zahl gesetzt 
warden kann, so dafi die Bedingung (9) wiederum eo ipso erffillt ist. 
Bedentet dann 22 den Konvergenzradius von $P(a;), so konvergieren anch 
^5 [pi Q < 22, 80 dafi also in eme (zum min- 

desten) fttr |a;| < 22 konvergierende Potenzreilie transformiert werden 
kann. 

4. Wird in der flir |t/| < 2^ konvergierenden Potenzreihe ^(y) 
substituiert: 

(13) ! 

— 00 

wo P(sc) fttr 22 0 < |(c| <22 konvergieren soli, so lafit sich fiber die Ent- 
wickelbarkeit von ^ 1 (P(z:)) nach Potenzen von x anf Grand des Cauchy- 
schen Satzes nur folgendes feststellen. Man setze wiederum: 

+ °° 

(14) 

— 00 

so wird anch P[sc] far 22 0 < | a: | < 22 konvergieren. Gibt es alsdann 
irgendeine positive, innerhalb der Intervalls [22 0; 22] gelegene Zahl p tf 
so dafi: 

(16) -P[p.]<-B., 

so mflssen infolge der Stetigkeit von P\x~\ anch etoei Zahlen r 0 , r (wo: 
2? 0 <1 r 0 < p 0 < r ^ 22) existieren, so dafi: 

(16) P[p] < ftlr: r 0 < q < r. 

Somit konvergiert ^(Pfp]) fttr: r 0 < q <r, nnd es l&fit sich ^(Pfcr)) 
fttr r 0 < | sc\ <r naoh Potenzen von sc ordnen 

Man erkennt aber, dafi diese fttr die Entwickelbarkeit von ^(P(a;)) 
als hmreichend erkannte Bedingung (15) hier keineswegs (nach Analogic 
der Ungl. (9) bzw. (10)) als eine notwendige ersoheint. Notwendig fttr die 
Entwickelbarkeit von ^(POzQ) fttr irgendein dem Konvergenzbereich von 

und nur m beaonderem Falle: 

l*WI-l¥M|i 

bo wird auoh m allgemetnen die Zahl r' grdfiei' auafallen, ala die im Texte mit r 
bezeichnete. 


9ft* 
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Nr. 1. 


J>(x) angeboriges Bmggebiet ist vor allem die Konvergenz von ^ x (P(ar)) 
fQr ein solches Ringgebiet; d h. es mQssen zwei positive Zablen r 0 
r'<j B existieren, so dafi: 

(17) | JP(as) | < -Bt r^'<\x\<r 

Alsdann lehrt aber der Weierstrafiaohe Satz, dafi diese Bedingung in der 
Tat auch ftir die Entwickelbarkeit von ^(PC®)) in eine fttr < | a: | < r' 
konvergierende Reibe nach positiven nnd negativen Potenzen von x Tun- 
reichend ist. 

Da die Ungl. (17) ofifenbar erfUllt sein kann, ohne dafi tiberhaupt 
eine dem Intervalle (2^, B) angebdrige Zabl p 0 existiert, fOr welche die 
Bedingung (16): P[p 0 ] < R 1 bestebt, so erkennt man, dafi hier der 
Ccmchyache Satz unter Umst&nden vollig versagen kann, wSbrend der 
WexerstrafiachQ tats&chlioh die nohvendtge und hmreichende Bedingung 
fQr die Darstellbarkeit yon ^(PCa:)) durcb eme Potenzreibe liefert. 

Scbliefilicb sei noob bemerkt, dafi diese notwendige und bmreicbende 
Bedingung (17) ancb bier wiederum ausnahmslos erfQllt ist — und zwar 
fQr B 0 < | a; | < B — wenn B L beliebig grofi genommen werden kann, 
d h wenn ^(y) besbhndig konvergiert 


§ 41. Entwicklung von nach positiven ganzen Potenzen von x . — 

TJ \P') 

Spezieller Fall der rationalen Fnnktion Reknrrierende 

Reihen and Partialbrilche. 

1 Es sei ^j(aj) erne fQr | a: | < JR konvergierende Potenzreibe, welcbe 
fOr x = 0 nicht verscbwindet, so dafi also: 


(i) 

und daber: 
.( 2 ) 




K + wo: \\\ > ft(0) - o, 

i i i 


¥*(«) 

Setzt man dann wiederum: 


1 4 


?»(«) 


( 8 ) 


if? |8,K -&[*]. 


so liLfit sicb wegen ^ 8 [0] = 0 eine positive Zabl r so fixieren, dafi fQr 
\x\<r: 


(4) 




<1 
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3y») 

¥.(*) 
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und daher a fortiori • 

(5) 

Nun hat man allgemein: 


l?B («) 


< 1 . 


and daher auch: 

l 


( 6 ) 


(*) 


fto: tyi < x > 

£ JrC- 1 )' «* i*| <r, 


wobei man zonachst die einzelnen Potenzen von 


&(*) 


nach Nr 2 des 


vongen Paragraphen nach Potenzen von x ordnen darf Da aber infolge 
der Bedmgnng (4) auch die Reihe: 


2 


fhr p < r leonvergiert, so darf man nach dem Cauchysohen Satze die Reihe 
(6) in eme (zum mindesten) flir |*| < r konvergierende Potenzreihe in x. 
umformen': 

(v sW - 

1st jetzt em Quotient von der Form vorgelegt, wo kon- 

vergent fiir \x\ < nnd wiedemm ^S s (0) von Null versckteden, so findet 
man mit Benntzung von Gil. (7) znnachst: 

((|*|<r, wo /{J'J 

und dnrch Anwendung des Mnltiplikationssatzes schlieBlich: 

w H-^) (1*1 <o- 


1) Will man den TFetersira/tachen Satz an wend en, bo hat man eine Zahl r 
lediglioh bo zq beatimmen, dafi fdr | * | <V die Bedingung (6) beateht Dann 
folgt ana der gleichm&Bigen Konvergenz der Reihe (6) die Anwendbarkeit dee be- 
treffenden Satzea fUr |*| <r'. Man erkennt, dafl auch hier wieder der Radina r 
im allgemein en grOBer ansfallen wird, ala der un Text® mit r bezeichnete. Um 
gerade dies dentlioh zu maohen, wnrde die vorliegende Entrwicklnng mit der im 
Text angewendeten Auaftlhrlichkeit abgeleitet. Andemfalla hltte man ja die Zu- 
lhsaigkeit dieaer Entwicklnng ohne weiterea ana dem rorigen Paragraphen Nr. 3, 
Fall 1) eraehen kOnnen (wegen. 5$, (0) “ 0). (Im ilbrigen braucht auch nooh 
nicht der wahre Konvergenzradma der betreffenden Reihe zn aein. dieser wird erst 
Atii-aVi on‘d.tprfi TtafcrfU'Vl+nniTAn bfifltimmt werden.'l 
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2. Nachdem jetzt die Existeno einer ffir eine gewisse Umgebung der 
Stelle x — 0 konvergierenden Potenzentwicklung $(&) dee Quotienten 
erwiesen, kann man die Bestimmung der Koeffmenten yon ty(x) m 
sehr viel einfacherer Weise bewerkstelligen, als wenn man die in Nr. 1 
angedenteten Entwicklungen wirklicb ansfdbren wiirde. 

Vor allem bemerke man, daB es offenbar nur eine einsnge Potenz- 
reihe ?P(a;) geben kann, welche ftir eine gewisse Umgebung der Null- 
stelle der Beziehung (8) genfigt (nach dem Identitatssatze yon § 38, 
Nr. 5, S. 289). 1st nun yorgelegt: 

eo to 

& (®) - 2 a * x> > w ~ 2 r ( wo 6 o+°), 

0 0 

and setzt man andererseits: 

00 

0 


so mttssen nach Gl. (8) diese unbekannten Koeffizienten c„ so beschaffen 
sein, dab fQr |®| < / : 


m oo oo 

(9) ^ a y a?> - \x v • ]>} c y x v 

o o 

00 

- 2 + + • * * + + h ° C v) ' *'• 

o 


Da aber diese Gleichung nach dem oben angefhhrten Identitatssatze die 
folgenden nach sich zieht: 

(10) a„ — 6 r c 0 + b^Ci + ■ • +b i c v _ l + \c v {y — 0, 1 , 2,...), . 

so erhSlt man auf diesem Wege ein unbegrenztes System linearer Glei- 
chungen, bus denen sioh die Unbekannten c y in folgender Weise berech- 
nen lassen. Man hat: 


ai) 


<*0 “ 

a i ™ 4 1 &0<i 

a 9 “ 6jC # -j- bjCj ■+■ hjCj 

k a v — 6,c 0 + ^-i 6 ! + + ■ • 4- 4- 6 0 c * 


und findet somit a us der ersten dieser Gleichungen den Wert yon 4,, 
darauf aus der zweiten denjenigen yon c l} aus der dritten den yon c x usf. 
Man kann aber auch, statt die Koeffizienten in dieser Weise suk- 

muMiu nil liamnlnian aina Vi #?ibi17avwi al nm* Tloroiilinnn cf VDT1 C 
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augeben, mdem man c v als Losung des obigen Systems lmearer Glei- 
chungen m der bekannten Weise dnrch den Qnotienten zweier Deter- 
minanten darstellt Da hierbei: 


( 12 ) 


und: 


(13) 



0 

0 

. 0 

bx 

bo 

0 

.. 0 

b, 

h 

b 0 

.. 0 

b,_, 

K-t 

by_ 8 

. 0 


b,-, 

by_8 

•b 0 


b 0 0 0 . . 0 a 0 

b 0 0 ... 0 a t 

\ \ b 0 ... 0 a, 


_(-!)'•A, 


K_, 6 r _j • ■ • &0 ®f_l 

K K-i K-% • b, 

a o 


wo: A„ 


cr a 


bo 

b, 


o 

h 


. 0 

. 0 

0 


by_j b 0 

a y b r by_! .. b x 

so ergibt sich: 

(14.) C ,-(-l)’£ f (r-0,1,2, 

also z B : 


(14a) 


&o 


<h - - 


°o bj °i bo 


«o(bi* — b 0 6,) — <*i b 0 bj + a, 6 0 ‘ 
C*-V 


asf. 


!Man bezeiohnet das znr Bestimmung der c v angewendete Yerfahren als 
die Methode der unbestimmten Koeffmenten. 

3. Die vorstehenden Betrachtnngen behalten offenbar lhre Giiltigkeit, 
■wenn sich ^ (x) f $,(*) anf zwei ganze rationale FmMonen: 


( 15 ) 


&(*) - + <h x + • ■ * + a m x m 

o,(x) — b n + fax H-h b.* n 
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reduzieren. Setzt man dann wiederum* 


00 


(16) 



II 

SIS 

tSl sS 

bo hat man 

zunachst, 

wie 

frtlher: 



& o c o “ = 

<h 



(17a) 

hc 0 + 





Ai-l C 0 + 

K- 

B®1 + 

+ K C n-i 

(17b) 

h n c 0 + 


1°! + * 

' + ^S c n-B 


+ =“ a n-l 

+ V«-l + V» = 


Da aber g 2 (x) mit dem Gliede \af* abbricht, also ftir X — 1 2, 3, .. 

+x *™ 9 ^ setzen ist, so folgt, dafi die weiteren Bestimmungsgleichungen 
durchweg die folgende Form haben mflssen: 

C 1 ®) K c x + K- l C a+l + • + 6 1 C » + Jl-1 + h C n + l — a n + l (A— 1,2, 3, .) 

und diese Gleichung gilt auch noch ffir X - 0, da sie fflr diesen Fall in 
Gl. (17 b) flbergeht. 

Beachtet man ferner, dafi g t (x) keine hehere Potenz als x m enthalt, 
dafi also a m+ft — 0 ffir g 1, so folgt, dafi auf der recbten Seite der 
Gleichungen (18) von einer bestimmten Stelle ab durchweg 0 steben mofl. 

1st msbesondere m < n, so hat man schon a n — 0 und allgemein 
a n+x “ G (^ ■“ G, 1, 2, ...), so dafi also an die Stelle der Gleichungen 
(17 b) und (18) die folgende tritt: 

( 19 ) K c x + K-&+1 + • ■ • + h c n+x-i + \e n+ i -0 ( 1 - 0 , 1 , 2 ,...). 

(AuBerdem wird eventuell schon in emer Anzahl von Gleichungen (17 a) 
statt a m+1 , a m+v ..ct n _ 1 beBtandig 0 stehen). 

1st dagegen n, so wird in Gl. (18) erst dann a n+i — 0, wenn 
w ^ ^ w* + 1 also wenn X ^ m — n -)- 1 j nut anderen Worten: Hunn 
gelten die Gl. (19) nicht schon von 1-0, sondem erst von X—m—n+1 an. 

In jedem Falle haben also die Koeffizienten c v die Figenschaft, dafi 
von einer bestimmten Stelle v ab (namlich filr v^.p f wo p die grojiere 
der beiden Zahlen n und + 1 bedeutet) c v sich stets als eine gang be- 
stwimte, in ihren Koeffigienten von v unabhdngige f homogene ganee lineare 
Fmkkon von C„_ L , c r _„ .. c v _~ darstellen lafit. 

Man nennt eine Reihe noj.t dieser Eigenschaft rekwrrierend oder re- 
hurrent und konn somit den Satz aussprechen: 

Jede gebrochene rationale FunJction , deren Nemer filr x — 0 
nicht verschwindet, lafit sich fur eine getoisse Utngebung der Stelle 
sc * 0 mi eine Jconvflropnfo P/i^om 
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4. Es scheint mcbt ohne InterBase, zu bemerken, dafi der eben aus- 
gesprocbene Satz aucb umkehrbar 1st, d. b : 

Jede rekurrierende Potensreihe in x konvergiert fiir erne ge- 
loisse Umgebung der Stelle x == 0 und ihre Summe isi einer ge- 
wissen raiionalen Funktion gleich. 

Beweis. Es sei vorgelegt die Reibe: 


0 

deren Koeffizienten etwa fiir X ~^.p (wo p ^ 0), aber nicht ftlr X — p — 1 
einer linearen Relation von folgender Form genfigen sollen: 

(20) b n c x + 6 b _i c x+1 -|— 4- b 1 c n+x _ l 4- fy> c h+i ” 0 

Dabei bedenten & 0 , b lf . b n beliebige Konstanten unter denen aucb be- 
liebig yiele — nut emziger Ausnabme von 6 0 und b n — den Wert 0 
baben dtlrfen. 

Man bestimme nun eine Reibe von Zahlen a Qf . ? ® n _i durch 

die Gleicbungen: 

®o ™ Vo 

fat “ 6 1 C 0 "H 


'®n-l “ 1^0 “1“ ^n —8^1 4* * ‘ ' 4" —1 ”1” 

(wobei beliebig viele dieser a v Null werden konnen, was von der beson- 
deren Beschaffenheit der b v und c v abhangt), ferner im Falle p 1: 

I a n — Vo + Vi c i + ‘ • 4- V«-i + V» 

. 

a H+p -t - V„-l + b *-l C P + • + fe l C » + p-l + V«+p-l 

Dabei ist offenbai; a n+p _ 1 sicbeir von Null versobieden, da abdernfalls die 
Relation (20) schon ftlr X —p — 1 gelten wflrde, was der Voraussetzung 
wider&pricbt 

Setzt man sodann: 

( 22 ) " a ° + + ‘ ‘ ‘ + a «+F-i af ‘ +,_1 

^ ] U(s) — \ + V 4-- V 

so ist offenbar gerade diejenige rationale Funktion, welcbe nacb 
Nr 3 in der Umgebung der Stelle x = 0 durob die vorgelegte Reibe 

m 

c y x y dargestellt wird. Mit anderen Worten: die obige Reihe besitzt 
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fflr eine gewisse Umgebung der Stelle x = 0 die Sumrae , woraus 

dann eo ipso folgt, dafi sie fQr diese Umgebung Jeonvergiert 

5 Da g(x) — g(x 0 + (x — x 0 )) auch ais ganze Funktion von ( x — x^), 

also als rational gebrochene Funktion von (x — x 0 ) dargestellt 
9» \ x ) 

werden kann, so erkennt man, dafi auch in eine rekurrierende Reihe 

9i\ x ) 

nach positiven Potenzen von (x — x 0 ) entwickelt werden kann, falls .r 0 
lteine Nullstelle von g a {x) ist. 

1st dagegen x t erne &-fache Nullstelle von g a {x) (Jc ^ 1), so kann 
man setzen: 

(23) g % (x) - (* - ■ g t (x ), 

wo g a (x) fdr x =- mcht verschwindet, so dafi far eine gewisse 
Umgebung der Stelle x —» x 1 in die Form gesetzt werden kann: 

(24) jM~ 2' c ^ x ~ x ^' 

0 

Alsdann wird- 


ftps) 

*<*) 


^fc^x-rj 

i) 


k 


(25) 


C 0 I__(_ 

(x — fcj* ' {x — a:,)* -1 ' 


+ , 


1 

X— x l 



Die Reihe 5?c v + t (x — x t ) y bleibt dabei oifenbar eine rekmriercnde, 

Cl 

kann also zunachst in eine rationale Funktion umgewandelt werden, die 
sich dann wiederum, wenn x a eine weitere Wurzel des Nenners bedoutet, 
nach Potenzen von x — as, entwickeln lafit usf., bis die Wurzeln der 
Nenner der bei diesem Yerfahren auftretenden rationalen Funktionen, 
d.h. schliefilich diejenigen des ursprflnglichenNenners g a (x) erschfipft sind, 
Man gewinnt also auf diesem Wege einen neuen Beweis far die Zer- 
legbarkeit einer rationalen Funktion m ParticUbruche und zugleich eine 
Methode zur Bestimmung der Zahler c v . 

Man hatte aber auch imigekehri, von der Partialbruchzerlegung einer 

rationalen Funktion ^ ^ ausgehend deren Darstellung durch Potenz- 

reihen herleiten konnen, ohne von dem allgemeineren Resultate der Num- 
mem 1 und 2 Gebrauoh zu machen. 1 ) Hierbei kommt es offenbar lediglich 


1) Man bemerke, dafi dafregen die Metboden von Nr 1 und 2 in keinex Wein 
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if di© Entwioklung einer endlichen Anzahl von Ausdrilcken der Form: 

icIl Potenzen von (x — x 0 ) an. Da aber: 



•KJj — Xtk X — fl?n 


Xj — fl!fl 


f 6) 


I* —»V.I < l*i — 


o-d. a omit auch ^ ftir (i > 1 nach § 40, Nr. 2, (S 305) in eme 

L / 

! — £C 0 ) mit dem namlichen Konvergenzkreise entwickelt werden kann 1 ), 

> ©rkennt man, dafi achliefllich auch duroh eine Reihe nach posi- 
ven Potenzen von (a: — x 0 ) darstellbar iBt, ala deren (wahrer) Konver- 
enzradins aich hier ohne weiteres der Tdemste nnter den absoluten Be¬ 
rgen |* a — x 0 \ ergibt. 


42. Entwioklung von ip (x + h) nach Potenzen yon h. — Taylor- 
eh.© und Mac Laurinsche Reihe. — Die Derivierten einer Po- 

tenzreihe ip (op). 

oo 

1. Es konvergiere die Potenzreihe ^(x) = ^j , a v x v fQr j n? | < 22 

o 

bzw. bestandig ). Sei dann zunachst \x 4 h\ < R (bzw. (x 4- h) eine be- 
ieloige endhche Zahl), so hat man: 

00 

1) sp (sc + h) - ^a v (x 4 h) v 

o 

^^}a v (x v 4- -fa'” 1 * + y 'M ~ ail, ~ 1 * 1 “*-+ h *)- 

o 

lind. nun x und h so beaohaffen, dafi nioht allein \x + h \ < R, sondem 
,uch: 

2) \x\ 4 \h\ < B 

Leix ^Pundamentalaatz der Algebra in Anapraeh nehmen, welcher andereraeits die 
inerLfbehrliolie YorauBsetzung ftir den Enatenzbeweia der betreffenden Partialbruoh- 
erleguzig bildet (aofem nioht etwa die Faktorenzerlegnng dea Nennera yon vorn- 
lerein ala gegeben angeaehen wird) 

i \ tVh«r Him wirVlipVin TTftmt^llnncf einer aolchen Entwicklunir a S 46, Nr. 1. 
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(eine Bedingung, die un Falle der lestandigen Konvergenz yon 

wiederum nur verlangt, da8 x nnd h mcht unendlich sind)_ d h. geo- 

metrisch gesproclien: bedeutet x einen beliebigen Punkt 1 m Innem des 
Kreises (0)22, x + h einen solchen im Innem ernes um x beschriebenen 
Kreises, der jenen ersteren yon innen bertihrt — so konvergiert aucb noch 
die ans lauter positiven Bestandteilen zusammengesetzte Reihe: 

OB 

2W(W + I*D’ 

und somit darf nach dem OauchyBchen Satze dieae selbat und auch 
+ ^) nacb Potenzen von h geordnet warden Man erhalt auf diese 
Weise: 

(3) ¥(* + *)+ + ** + • ■ + &,(*)■*" + ■■• 

wo 1 )- 




0 

00 00 

?i(*) — “ T ‘ ^} va v* v ~ l 

0 1 

?>(*) “ ’ xV ~* “ v ( v ~ 1 ) a v^ v ~ i 

0 9 


0 

oo 

1 ) • • ( v - n + 1) • 


Setzt man allgemein: 


( 5 ) v(v — 1 ) ■ • • (v — n + 1 ) a v x v -* 

n 


oo 

= ^}(v + n)(v + n — l) • • (v + 1) • a r+n ■ x 9 — (w-1, 2 , 3 ,...), 
o 


1) Ygl. die Heratellnng der entspreehenden Entwioklang von g(x-^h): § 19, 
Nr. 1, S. 178. 





Nr. 1 


§ 42. Die Derivierten von ^J(a) — Die TayZorache Reihe. 
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so nimmt die Entwicklong (3) die Gestalt an: 

ee 

(6) $(* + h) - ?(*) + 2 

1 

oder auch kllrzer: 

oe 

(6a) + 

0 

wenn man ^5 (0) (a:) die Bedentung yon 5P(#) und dem Symbol 01 wie schon. 
friiher diejemge yon 1 beilegt. 

Die Relation (6) hat eme gqnz analoge Form wie die fttr eine gansse 
Ftmktion w ton Grades geltende (§ 19, G1 (4 a)) 

* 

g {x + h) - g{x) + ' ^C*)' hv > 

i 

und sie geht geradezu in diese letztere liber, wenn die Reihe mit 
dem w ton Gliede dbbricht , wenn also a v — 0 fiir v > n. Die (x) er- 
scheinen danach lediglich als speeiette FcUle der ^^(ic) Wenn wir da- 

her $pW(jr), d. h den Koeffieienten yon ^h r in der Entwicklung von 

+ h) naoh ganzen positiven Potenzen von h, jetzt als die v* 6 Deri- 
vterte (v == 1, 2, 3, .) von $P(sc) bezeichnen, so steht diese verallgemeir- 

nerte Definition der Denvierten mit der friiher lediglich fiir game ratio¬ 
nale Fmktionm gegebenen vollig lm Einklange, sie umfafit dieselbe als 
spetietten Fall 

Mit Einflihrung dieses Begriffes kann man den Inhalt der Formal 
(6a), wenn man grofierer Pragnanz zuliebe noch x x statt x schreibt, also: 
00 

(7) Spfo + h) O o: l*iI + ] h\<R) 

o 

* ! + 

folgendermafien aussprechen: der Wert von + h) kann fiir eme ge- 
wisse Umgebung der Stelle x 1} namlich zum mindesten ftlr alle duroh 
die Bedingung \h \ < R — jgj charaktensierten Stellen (x x + h) f (geome- 
trisch gesprochen, fiir alle Stellen innerhalb eines Kreises um den Punkt 
Xi, der den Kreis (0)12 von innen beriihrt), aus der Formel (7) 6 erechnet 
werden, sobald der Wert von ?P($) und der santUtchen Derwierten 5(5^ (a;) 
fQr die eine Stelle x — x 1 bekannt ist. 

Die Reihenentwicklung (7) wird die Taylorsche Reihe fiir -j- Ji) 
genannt. Setzt man x x + h x, also: h = x — x x (wobei jetzt x x als be- 
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Nr 2 


liefog im Kreise (0)R gewahlt, aber fest, x ala veranderlich zu denken 
ist), so nimmt dieselbe die Form an: 

00 

(8) ^(®)“ far: \x-x x \ <R- {xj. 

0 

Und, wenn man speziell x 1 =■ 0 wahlt - 
00 

(9) ¥(*)- \*\<R, 

o 

erne Entwicklong, die (wegen: ?(5( n) (0) — n\a H nach GL (6)) lediglich eine 

CO 

andereSchreibweise der urspranglicben Definitionsgleichung 5|S (x) —■ ^la r x* 

o 

darstellt und ala die Mac Laurinsche Reibe bezeichnet wird. 

Die Vergleichung der Eoeffizienten in (9) mit den frtLher gegebenen 
Mittelwertadarstellungen (§ 87, Nr. 1, GL (4a) (S. 279)) liefert dann un- 
mittelbar die Beziehungen: 

(10) $(0)- 2J7(?P(er)), $<’>(0) — v\ SD7((e r)~ v $(er)) (v = 1,2,3,. ). 

Und durch Anwendung jener Mittelwertsdarstellung und der G1 (4 b) dea 
§ 37 auf die Reibe: 

00 

^<")(a) <=» (v + n) (v + n — 1) • • (y + 1) • a n+v x v (Gl. (6)) 
o 

ergibt sicb- 

(11) aW((er)"’'-^(er))—(v+w)(v+w—1)-- (v + l)-^ 

(12) 3Jl((crr +1 -«|5W(er))-0 

2. Wie die Herleitung der Formel (6) zeigt, mflssen die ala JDenvi&rte 
von 5(5 (#) bezeichneten Potenzreihen $|$ (v) (;z) far jede Stelle x im Innem 
des Konvergenzbereicbes von $(#) gleicbfalls konvergieren (also bestandig, 
falls 5|S(a:) selbst bestmdig konvergiert) Denn me man aucb die Stelle x 
der Bedingung \x\ < R genflgend wahlen mag, ao gibt es immer Zahlen 
h , so dafi aucb noch \x\ + |b| < JR Far solcbe Werte von h gilt dann 
aber die Formel (6), and da dieBe auf der wohlbegrandeten Anwendung 
des Cauchyschen Doppelreihensatzes beruht, so massen die Eoeffizienten 
~7 ^ r) (®), also die <p(*0(a;) gelbst, far jedes einzdne (endliche) v aucb einen 
bestifnmten endlichen Wert besitzen. Damit ist nicbt ausgescblossen, daB 
die | S(5( v )(a;)| zugleicb mit v samtlich oder teilweise aber alle Grenzen 
wachsen: ja, dies mufi sogar immer der Fall sein, wenn die Reibe ^5(®) 
einen endltchen Konvergenzradius R besitzt. Warden nftmlinh im letzteren 
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Falla die | ffir irgendeme mnerhalb desEreises (0) R gelegene Stelle 

bestandig unter eiuer fasten positiven Zabl y bleiben, so batte man- 

CO 00 

ShWto) *'l< v ■ 

0 0 


d h. die Reihe mttflte dann bestandig konvergieren 

^da ja \h\ v bestandig konvergiert nach § 30, Nr. 3, S 243daraas 

wttrde sich aber, wie spater gezeigt warden wird, nut Notwendigkeit 
ergeben, dafi aucb Sp(x) bestandig konvergieren miifite, was der Voraus- 
setzung widerspricbt 

lm tlbrigen lafit sicb aucb direkt beweisen, dafi der Eonvergenzradius 
von (n — 1, 2, 3, ...) allemal mit dem Eonvergenzradius R von 

?P(a;) fibereinstimmt. Nacb § 30, Nr 4, 01 (6) bat man: 

(13) * = (hmra- 
und daher, wenn man den Eonvergenzradius von 

ee 

re” ■ ^^(x) — v(v — 1) • (v — n + 1) ■ x' 

n 

mit R bezeichnet: 

(14) JR'= (brnYv • (v — 1) • • ■ (v — n + 1) ■ |aj) _1 

Da aber nacb emem Oauchyschen Orenzwertsatze (I s , §56, S 394, 01.(11)): 


(15) 


lim — 1) • 


1)- lum 


( v 4~ 0 v 

V — l) - 


• (v — n + 2) 
(v — n + 1) 


hm y+1 — 
v -> oo v — n -(- l 


i 1 ), 


1) Man findet ftbngens auoh ohne Benutzung dee betreffenden Cauchyachen 
Satzes fdr x = 1, 2, 8, . 


und andereraeits: 


also* 


V(»±«) 


— 1 h(»'±*) 




bm — lg (v 4- x) =» lun 

V-^00 V ° ' —I— f p gg 

“0, 


lg. 

S V v J 


lim Y(v i x) = 1 

I oo 

lim Yv(v — 1) (» — n + 1) = 1 


und daher aucb 
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Nr. #. 


so folgt, dafi: _ _ 

(is) 

Man kann dies schliefilich anch nachweisen, olme auf den eben benfltzten 
Satz GIL (13) fiber den wahren Konvergenzradins zu rekurrieren. Die 
Reihe: J£v(y — 1) ■ • (v — n + 1) ■ konvergiert, wegen: 

i;_ v • (v — 1) ■ (v — n + 1) i 

+ 1) v (v — n + 2) ™ 1 

nacb § 30, GL (8) fflr \x\ — u < 1, and man hat daher: 

(17) lim v (y — 1) • • (v — n + 1) • a v = 0 fflr: 0 < a < 1 

y ob 

Andererseits hat man, da 'Sa r x v fflr \x\ < It konvergieren sollte, 

(18) lim \a v \ • r v = 0 fflr 0 < r < 22. 

y oo 

Wird jetzt eine positive Zahl q < r angenommen, so ergibt sich duroh 
Yerbindung dieser beiden Relationen: 

(1 9 ) lim v ■ (v - 1) (v-n + 1) • |ajp’ 

- lmv • (v - 1) • (v - n + 1) (-£■)’'■ ^lim |oJ f - 0. 

Daraus folgt zunachst, dafi $J$M(;z) fflr |a?| <p konvergiert. Alsdann 
mufl aber schliefilieh 5pM(:c) anch fflr jedes x konvergieren, welches nur 
der Bedingung genflgt: \x\ < 22. Denn ist das letztere der Fall, so gibt 
es allemal anch noch (unendlich viele) positive Zahlen p, r, so dafi: 
k|<p<r<R, woraus dann nach dem Gesagten folgt, dafi (x) fflr 
jedes solche x konvergieren mufi, Hiemach ist also der Eonvergenzradius 
von 5jJW(a;) mindestens — It. Dafi er aber andererseits nicht > It sein 
kann, erkennt man ohne weiteres daraas, dafi fflr jeden Wert x, fflr den 
$(lW(:r) also auch x n $]&(“)(#) = Sv(y — 1) • • (y — n -(- 1) a v x v absolut 
konvergiert a fortiori SP(a?) — J£a> v i 1 ' absolut konvergieren mufi. 

Es besitzen somit die Derivierten *p(">(a;) genau denselben Konver- 
genzradius, wie ty(x). Auf demselben Wege ergibt sich auch, dafi die 
sp(»)(a;) bestandig konvergieren, wenn 5|S(a:) bestdndtg konvergiert 

3. Auf dem Konvergenzkreise selbst konnen die Reihen ^(z), 5pW(z), 
sowie die (x) unter sich verschtedenes Yerhalten zeigen. So ist z. B. 
die folgende Reihe mit dem Konvergenzradins 1: 

00 

( 20 ) ** 

1 

auf dem ganzen Konvergenzkreise noch absolut konvergent, wahrend die 
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erste Derivierte 




fdr x = 1 divergiert, im ttbrigen auf dem Konvergenzkreise noch bedingt 
Tconvergiert (s. § 31, Nr. 2, S. 249) und die aweite Derivierte: 

00 

9 

wie dann offenbar auch jede folgende, far \x\ «■= 1 durchweg divergiert. 
Setzt man allgemein: 


(21) ty{x) a v x v , $|J( H )(a;) — 


wo also: 
( 22 ) 

mid daher: 
so folgt: 

(23) 


a,W — v ■ (v — 1) • • ■ (v — n + 1) • <*„ 

a f ( n + 1 ) » v • (v — l) - • (y — n 4- 1) (v — n) a vt 
(«+i) 


flj") - ^ 


v — n 


a <*” ,J 


(n + L) 


(v — n) (v — n -f-1) 


Konvergiert nun + (x) fUr lrgend eine Stelle X auf dem Konvergenz- 
kreise, so ergibt sich aus dem Konvergenzsatze von I,, § 59, Nr. 6 das 
gleiche filr $)SW (%) (da die monoton gegen Null konvergierenj l ). 
1st dann w^l (NB im Falle n — 0 hat die Bedeutung von SP(aO), 

so iat ^( H-1 )(a;) und am so mehr jedes ^5^(a:) mit niedrigerem Index (auf 


1) Dabei kann $*)(«) — geradeso wie — eventuell nur bedingt 

«D 

konvergieren. Setzt man z. B *)(&) =» ^ ^ a?, bo folgt: 


t"\x) - ^ („ _ i). ]g („ _ !) * 

B 

a 

bo dafi also $ (n+ 1 ) (a :) 1 $W(®) fBLr |ds| — 1 nur bedtngt konvergieren (mit Aue- 
Bchlufl der Stelle x = 1, wo beide Reihen naoh I,, § 48, Nr 8 divcrgieren), 

w&hrend erst ^ n-1 )(m) fSr |a| «=1 abaolut konvergiert. 
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dem ganzen Kreise \x 
dbsolut konvergiert und lim | a v (n+ 


Z|) absolut konvergent (weU (v _ n) ^_ n+1) 
”| nn= 0 infolge der Konvergenz 


von $<*+«(X)) 

Dorans folgt waiter, daB gleichzeitig mit irgendeinem anch 

alle 5p( M + v )(X) (v — 1, 2, 3, ...) divergieren mfissen. 

Es verdient im ttbrigen ausdrtlcklich hervorgehoben zn warden, dafi 
es Potenzreihen gibt, welche mit ihren sdmtlichen Derivierien noch auf 
dem ganzen Eonvergenzkreise Tconvergieren (und zwar, naoh dem eben 
Gesagten, dann durchweg absolut ) Man Betze z. B. 


(24) 


wo a eine reelle Zahl > 1 bedentet nnd m v mit v positiv und monoton 
so ins Unendliohe wachsen soli, daB: 

(26) v >- m v >- lg v 

(z. B. m v — — Vv, (lg r) s j. Alsdann wird zunelchst: 

my 

(26) lim }/a == lim a 9 1 (wegen: lim — « oY 

Die Reihe 2 a v xV besitzt also den Konvergenzradius 1. Anderereeits 
folgt aus Gl. (22): 

(27) |a v (n) | < v n • |aj — v n cr mv 


und daher fdr jedes bdiebige p > 0: 

(28) v* • |flr r W| < v"+* • a~ mv — e m * ( l8 ° *"»), 

also: 

(29) lim v* ■ aW — 0 

V->00 ’ 

(wegen: iga > 0 und lim — — Da man hier ffir » jede noch so 

grofie nattirliche Zahl setzen und p > 1 annehmen kann, so- ergibt sioh 
die Konvergenz von 2 a v n \ also die absolute Konvergenz von 

2 - $W(») (» - 0, 1, 2, .. ) 

fQr alle Btellen auf dem Konvergenzkreise. 


4. Da aus ^5 (x) = a v x 9 die Derivierte =3 v a v x v ~ 1 ent- 

o * 1 

steht, indem man das konstante Glied <z 0 fortlaBt und bei jedem anderen 
Gliede a ¥ x 9 den Exponenten um eine Einheit erniedrigt und seinen ur- 
spranglichen Wert als Faktor hinzufQgt, so folgt, dafi umgekehrt Sp(aj) 
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*■. 1. § 48 Die Derivierten von — x 0 ). 

Us $($'(#) durch Umkehrung dieses Bildungsgesetzes gewonnen wird. Ans: 

OB 

30) ¥(.*)- 

0 

udet man daher: 

0 1 

^ o a 0 beliebig gewahlt warden kann. Somit ergibt si oh: 

Eine Potenureihe ^5 (x) ist dwrch ihre erste Derwierte bis auf 
erne additive Konstante eindeutig bestimmt. 

» 43. Die Derivierten yon Potenzreihen $ (x — a> 0 ) nnd deren 
‘ationalen Yerbindungen. — Die Derivierte einer Funktion you 
ler Form ($p (x — xo)). — Die Derivierten als Dtfferential- 

qnotienten. 

1. Ersetzen wir, um der Entwicklung (7)-dee vorigen Paragraphen 
nSglichste AUgemeinheit zu geben, daselbst in den Beziehnngen (1)—(6) 
7 durch (x — x 0 ) nnd dem entsprecbend anch in Gl. (7) x t duroh (x—%$), 
o geht sie in die folgende fiber: 

00 

0 

md konvergiert sodann znm mindesten ffir alle h, welche der Bedingung 
genfigen: 

[2) \x — a 0 | + |&| <Rt 

tvenn B den Konyergenzradins von S|5 (x — # 0 ) bezeichnet. Dabei wird 
00 

wenn S|5 (x — x 0 ) — ^ a v (x — x Q )% der Koeffizient von — • h* durch den 
o 

Ansdruck dargestellt: 

00 

;3) ¥ w (* - ^o) v ( v ~ !) • ■ (y — » + 1) a v (x — V“» 

n 

svelcher wiederum als die n u Berimerte von ^5 (x — x Q ) bezeichnet werden 
3 o 1L Diese nene Erweiterung in bezug auf den Gebrauob der Bezeiohnung 
Derivierte stebt mit der im vorigen Paragraphen GL (5) ffir (x) ge- 
gebenen Definition vollstandig im Einklange und gebt in diese fiber, wenn 
speziell x 0 — 0 gesetzt wird. Daraus folgt unmittelbar, daB die dort be- 
zfiglicb der Konvergem der Denvierten gemaobten Aussagen ohne weiteres 
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auf den vorliegenden Fall fibertragen werden konnen, sofem man an die 
Stelle des Konvergenzmittelpunktes 0 jetzt den Punkt x 0 treten lafit. 
Auch gilt wieder der am Schlusse des vorigen Paragraphen erwahnte Satz, 
dafi die Poterusreihe — x Q ) durch Owe erste Derivierte: (x — r 0 ) 

v • a v (x — Xq)*- 1 bis cmf eine additive Konstante emdeutig be- 

i 

stimmt ist. 

Ftthren wir zur Darstellung derjemgen Operation, welche dazu dient, 
ans einer Potenzreihe ihre erste Derivierte zn bilden und welche der ent- 
sprechenden ftir eine gauze rationale Funktion von (x —# 0 ) ganz analog ist, 
wieder das Operationszeichen D ein, ausfiibrlicher geschrieben Z> Q) _ a . o oder 
auch D a , nnd bezeichnen die nmdUge Wiederholnng dieser Operation mit 
D”bzw. D“, so hat man auf Grand der Definitionsgleiehung (3) und mit 
Benutzung von § 19, G1 (12) (S. 146): 

OO 00 

5|J'(s-3 0 ) = D^(x-x 0 )^yjDa v (x-x 0 ) v ^y}a v D(x—x 0 Y 

( 4 ) 

$ (a) (s “ s 0 ) =D n ^(x -O ~ So)” “2 x o) v > 

0 n 

d. h. man erhalt die erste bzw. w to Derivierte von ty(x — x^), wenn man 
diejenige Reihe bildet, die aus den betreffenden Derivierten der einzelnen 
Glieder besteht (dabei hat man nach § 19, Nr. 3 der Derivierten einer 
Konstanten den Wert 0 beizulegen.) 

Da hiernach — a 0 ) in derselben W&ise aus (x — x 0 ) entsteht, 
wie ?$'(x — x 0 ) ans $£(# — tf 0 ), so folgt wiederam, dafi die meite Deri¬ 
vierte von (a? — x 0 ) mit der ersten Derivierten von ?P'(s — x o) identisoh 
ist, und durch Fortsetzung dieser Schlufiweise, dab allgemein: 

(5) - s 0 ) - D n W m \x - x 0 ) - D m $M(x - x 0 ). 

2. Um die Derivierte der Summe oder Differenz zweier ftlr | x — x 0 1 < JR 
konvergierenden Potenzreihen: — x 0 ) — ft (a? — x 0 ) ±%(x— x 0 ) zu 

bilden, hat man nur zu beaohten, dafi die w** Derivierte von ^5 (x — x$) mit 

dem Koeffizienten von ^ in der Entwioklung ty(x — x 0 + h) nach Po- 

tenzen von h identisch ist. Nun ist: 

00 

$i(s — s 0 + h) =2 JTi - s 0 ) • h", 

0 
00 

% (x — x 9 + h) “2 ii % w (s — «o) hr 
0 




W 
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nnd daher: 

" eo 

%(x-x,+h) ± &(« - * 0 +ft) Jj {$,«(*-*,) ± ?,'")(*-*„)} • ft”, 

0 

so dafi BLch ergibt: 

(7) {ft (a - x 0 ) ± ft (as - x 0 )} - ft<">(:r - x 0 ) ± ft w (* - x o)f 


(wie iibngens auoh direkt ans (4) geschlossen warden kSnnte). 

Das analoge gilt offenbar fdr eme bdiebige endltche Anzahl von 
Potenzreihen. Das Resultat bleibt aber auch noch gttltig ftlr erne wn- 
endliche Anzahl soldier Reihen, falls die aus lhnen gebildete Reilie fdr 
emen gewissen Bereich gleichmdfitg konvergiert, d.‘ h es besteht der Satz: 

Konvergieren dteunendlich vielen Reihen ft(#— x 0 ) (v —0,1,2,..) 

00 

fur | x — x 0 1 < R, und konvergiert die Reihe^j ft (a; — x 0 ) gleich- 

o 

mafhg fur atte x , tcelche der Bedmgung genugm: \x— a 0 | <£r < 22, 
so ist fur | x — x 0 1 < R: 


&(*-*.) -2 D "^ ,x - *») -2 & w (» -«.) 

0 0 0 

("-1,2,8, )• 

Beweis. Infolge. der Yoraussetzung kann man naoh dem Weierstrafi- 
schen Doppelreihensatze die obige Quinine von unendlioh vielen Potenz- 
reihen in eine einzige Reihe nach Potenzen von (x — x 0 ) umformen, also: 
00 

(8) ^ ft 0& - x 0 ) - fts — x 0 ) (fttr \x-x 0 \< R). 

o 

Wird jetzt x beliebig innerhalb dee Bereiches \x — x 0 | < JR angenommen, 
so gibt es zu diesem x stets unend lick viele positive Zahlen r, bo dafi: 

| x - x 0 1 < r < R 

Versteht man sodann unter h eine kompleze Zahl, welohe der Bedingung 
genii gt: 

(9) IAI^r-laj-^1, 

so hat man a fortiori \x — x 0 + h\^\x — x<f\ + \h\^r, so dafi (x+h)—x^ 
innerhalb des fdr x — x 0 hestehenden Geltungsbereiches der GL (8) liegt 
(namlich, geometrisch gesprochen, innerhalb eines Ereises um den Punkt 
x Q} der den Kreis (0)22 von innen beriihrt). Man hat also: 


o 


(10.) 
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nnri wenn man auf beiden Seiten nach Potenzen von h entwickelt, was 
infolge der Bedingong (9) gestattet ist: 

00 OO JO 

(iob) 2" h ^' h * b 2 v 2 n h ~ x o) •*" 

Da aber die in (10b) rechts stehende Summe von unendlich vielen Potenz- 
reihen in h auf Grand der fiir die reohte Seite von (10 a) geltenden 
Voraussetzung gleichmafiig konvergiert fiir alle h, welche der Bedingung 
(9) genilgen, so kann sie wiederam nach dem TFeierstfra/Sschen Satze in 
eine einfeche Reihe nach Potenzen von h umgeformt werden, so dafi 
Gl. (10b) in die folgende ilbergeht: 

00 ds 00 

o 0 0 

Hieraos ergibt sioh aber duroh Vergleichung der Koeffizlenten von h n - 

00 

(12) ft n) 0& -a*) ft w (a- - x o) 

o 

Oder, mit Berttckaichtigimg yon Gl. (8), anders geschneben: 


(IS) 


QO no 

!>*]>} ~ x ^ ”2 Dn< $*( x ~ x o) < 1 - e - d - — 


3. Bildet man das Prodnkt der beiden Entwioklungen (6) nach der 
Multiplikationsregel des § 40, Nr. 1 (S. 303), so ergibt sich als Entwick- 
lungskoeffizaent von h nnd somit als Ansdrack fiir die erste Denvierte von 

ft(*-*o) 

(14a) -D(ft(tf - x Q ) ^(x - x Q )) 

- ft'C&-« 0 ) ft 0* -*o) + ft 0* - x o) • ft'(® - x o) 


(14b) 




E/Qe — &„ ) ] ^ 

?.(«— ®o) > 


Substituiert man hierin: (a? — x 0 ) • ^ a (a: — x 0 ) • $P„(a; — a? 0 ) fiir 
ft(«-»o) nnd setzt zur Abktirzung: 

(15) ftfa-^’ftOs-^o) * ■ 1 ft,0*-*o) - ¥(*-««)» 


so folgt zunachst aus Gl. (14b): 


L%{x-x 0 ) - «P(«-a: 0 ){ 


$i > —«o) 
^(® —ir 0 ) 


, Jffi, (a-a 0 )- —g 0 ))l 


1) Dieae Schreibweiie ist natilrlioh nor geitattet, wenn keiner der Faktoren 
^ (<u — x 0 ), 5JS, (a — x 0 ) far die betraohtete Stelle x vexsohwindet 



327 


Nr. 8 § 48. Die Derivierten rationaler Verbindungen yon — x 0 ) 


and duroh weitere Anwendung yon Gl. (14 b) Bchliefilich: 

^ 0/ — x 0 ) + $,(« — <r 0 ) + + *p B (a—flj 0 )J ' 

Hieraus spezieU fQr ^(a;) = (a) = • • — sj} n (#) : 

(17) -D(5P l( a: - a:,))” = (&(*- r„»" ■ n 

- n ■ (&(® - So))" -1 ■ &'(* - ®o) 

Entwickelt man ferner den Quotienten: 

& (as — <c 0 + h ) ^ (te — ae 0 ) + '(a — x 0 )h + ■ 

% (» — ts 0 + &) % (® — «<>) + ?»'(* — a 0 )ft + 


unter der Voraussetzung, daB ^,(a; —(c 0 ) fQr die befcraohtete Stelle x nicht 
verschwindet, nach positiven Potenzen von h, bo ergibt sich der Ent- 
wicklungskoeffizient von h aus der zweiten der Gleichungen (14a) des 
§ 41, Nr. 2 (S 311) und somit die Beziehung: 

(i Q\ 7) %(a — «o) (g — CO 0 ) %'(x — x 6 ) — (x — x 0 ) $,*(« — a?o) 

V 9 ¥,(aj —a 0 ) ($,(«-*„))■ ' 


sofem der Quotient duroli eine Reihe nach posihven Potenzen 

von (x — x^) darstellbar iat*), d h sofem wir nooh die Annahme machen, 
daB (x — x Q ) fQr x — x 0 (also: ^5,(0)) nicht verschwindet. 

Aus Gl. (18) folgt speziell f£Lr ^ (a — x 0 ) —= 1, wenn man zugleich 
$P(a? — a? 0 ) statt $£,(:» — x 0 ) echreibt: 


(19) 


^ (^(a? —ajj)) 


%'{X — K 0 ) 
($(x — ® 0 )) s ’ 


und hieraus mit Benutzung von Gl. (17): 

_ n y(g-gq) 

- — n ■ (?p(a? — x 9 ))~ n “ 1 ■ (x — a?®), 

d. h. die Formal (17) behalt auoh fQr negative ganzzahlige Werte von n 
GQltigkeit (NB. zun&chst immer unter der oben gemachten Annahme, 
daB ^5(0) nicht verschwindet). 


1) Auoh hier hat man die der GL (14 a) entsprechende Schreibweiae eu 
w&hlen, wenn irgendeiner der Faktoren (x — x 0 ) fdr die betraohtete Btelle x 
verschwindet. 

S) Denn nnx fdr aolohe Beihen iat biaher der Begnff der Derivierten ttber- 
hanpt deflniert. 
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4. Der Satz am Schlusse yon Nr 2 nnd die Formal (17) kfinnen 
u. a. dazu dienen, nm die Deriyierte eines Auadruoks yon der Form: 

(21) i(y)» w0: y-¥(*-afc) 
kerznatellen. Eh sei die Reihe: 

oe 

(22) 

o 

konyergent ftlr \y | < B lt so folgt, falls 15p(0) | < JR X , dafi die Reihe: 

00 

(23) fix) 

o 

ftr eme gewisse Umgebung | x — x 0 1 ^ p, innerhalb deren mfolge der 
Stetigkeit auch (ty(x — x 0 ))<R 1 ausfaUt, gleichmtifiig konvergiert. Unfcer 
dieser VorauHsetzung folgt aber aus dem Satze yon Nr. 2 (s GHL (13)), dafi: 

00 

(24) njix) \ - x Q )y 

o 

00 

■ V(x-x a ). 

0 

Da andererseita aus Gl. (22) sioh ergibt, dafi: 

09 

( 26 ) 

1 

so kann man Gl. (24) folgendermafien sohreiben: 

(26) D a f(x) - ($/(y)), = ■ ^(x - x 0 ) 

oder anob: 

(27) -*<,)) - (*/)),= *(*-«.) DJ${x-x o). 1 ) 

5. Setzt man Gl. (1) in die Form: 

_ ^ {x _^ 

oo 

1) Alle in diesem Paragraphen fdr die Denvierten yon Potemreihen entwickel- 
ten Fozmeln behalten salbstverst&ndlioh ihre Gttltdgkeit, wenn die in Frege kom- 
menden Potenzreihen mit einem beatunmten Gliede dbbrechm, d. h. sioh anf ganse 
rationale Funktionen reduzieren. Ala beaonders einfacher Fall der Formel (87) 
mOge nooh angemerkt warden: 

■*>«& (flt® — «o>) — (D y % t (y)) va 0(0-01,) B m c{x — *o) - 0 * («c« — a«))- 
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bo ergibt sich infolge der Stetigkeit der rechtsstehenden Potenzreihe in 
der Umgebung yon h = 0, dafi: 


lim _ S|5'(*-*„)) - 0, 

also: 

(28) lim *(«-* + »>-»(«-* > _$'(*_*„), 

h^O 

d.h 

Der, t Differeneenquotien1f‘ ^ x ~ a:o - ^~ K ^~ —— bestiet 

den emdeuUg besUmmten Grenewert (x — x 0 ), wenn h gegen 
Ntitt konvergiert, und ewar ohne dafi uber die Art dieses Grene- 
uberganges irgendwdche besondere Vorausseteung gemacht unrd. 
Setzt man wiedernm (rgL § 19, Nr. 4, S. 177): 


(29) 


h — Ax, 

1Q(x—x 0 + Ax)—ty(x—x 0 ) - A$(a; — £ 0 ), 


wo also A$P(aj — Xq) das Inkrement oder die Andenmg bedentet, welche 

i|5(a; — Xq) erleidet, wenn man x das Inkrement Ax zuerteilt, so geht 

Gl. (28) in die folgende fiber: 

/qa\ lim ASP(a;— x 0 ) ax'f„ _ \ 

(oO) 4*->o ^aj *P x o)} 


woffir man kfirzer zn schreiben pflegt: 

(31) (-n^(x-X')). 


Dabei bedentet also das Symbol — - lediglich den Grenewert jenes 

Differenzenquotienten ffir Ax—+ 0, welcher sodann wieder als 

Differentialquotient x ) yon ip (# — x 0 ) bezeicbnet wird. Man kann somit 
don Inhalt der GL(28) bzw. (31) jetzt auch folgendermaBen ansspreohen: 

Dte Potenereihe ^fi(x—x 0 ) besitet fwr jede Stette x im Innern 
ihres Komergenebereiches emen eindeutig bestimmten Diffe- 
rentialquotienten, dessenWert durch dieDerivierteS P'(a?—a; 0 ) 
dargestettt unrd. 

Da die eweite Deriyierte yon $P(sp — ® 0 ) ^ er er8 ^ en von — x o) 
identisoh ist und diese letztere wiederum den Differentialquotienten von 


^'(x — x 0 ) darstellt, so hat man zunachst: 

/nn\ Cl— \ »o) _ 

(32) S -P \ x ~ x a) -- 


d 


^d$(x — g B )^ 
da 


1) Ansf&hrlioher auch ala „VQUstdndiger" Differentialquotient, um auaaudrtleken, 
dafi der betreffende Grenzwert bei jedem Grenzfibergange h —► 0 zuatande kom- 
men mufi. 
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Man nennt dann wiederum den dnrch m/oemdUge Anwendung des „Diffe- 
rentiotionsprozesses 11 aus ^5 (a; — x 0 ) heryorgehenden Grenzwert den moeiten 
DiffermHcdquotimteti von — x Q ) und bezeichnet lhn kfirzer dnrch das 
Symbol - ° " Infolgedessen kann man der G1 (32), wenn man ihre 

beiden Seiten vertauecht, jetzt die Form geben: 


(33) 


d' %(x — a 0 ) 
da s* 


$"(* - «b) (- ~ «*)) 


Und analog ergibt sich allgemein: 

(34) •nto-O _ jp«(*_ X,) (_ ZVSIio*-*„)), 

wenn men mit den v*“ Differentialqnotienten von $(*—«,), 

d. h. den durch vmalige Anwendung des Differentiationsprozesses damns 
heryorgehenden Grenzwert bezeichnet — In Worten: 

Die Potentreihe 5J5 (a? — a? 0 ) besitst fwr jede Stelle im Innem 
ihres Konvergenebereiches emdeutig beshmmte Dtfferential- 
quotienten jeder Ordnung, derm Werte mii dmjenigen der 
entsprechenden Derivierten tusammenfallen. 


§ 44. Abgeleitete Potenzreihen. — Cher das Maximum und Mini¬ 
mum des Absolutwertes einer gleichm&fiig konyergenten Beihe 
ty(x — x 0 ). — Allgemeinste Identitfttsstttze fdr Reihen fy(x— a? 0 ). 

1. 1st die Potenzreihe: 

oa 

(1) % (x - x 0 ) =^j a v (x - x o y 

o 

konvergent ffir | x — x 0 1 <12 und bedeutet x 1 eine beliebxg, aber fest gewahlte 
Stelle innerhalb dieses Konvergenzbereiches, so gilt nach GL (1) und (2) 
des yorigen Paragraphen die Entwicklung: 

OP 

(2) ?(%-*.+») 

o 

ffir alle Werte h f welche der Bedingung genfigen: 

(3) \h \< R — la?! — a; 0 1. 

Die Bedeutung der Entwicklung (2) wil’d anschaulicher, wenn wir setzen 

( 4 ) %mmX — X x . 

Hierdurch geht Gl. (2) in die folgende fiber: 

OP 

(5) $ (x - x 0 ) ± ipwfo - x 0 ) (x-x t y, 

0 
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wobei x aUe moghchen Werte armehmen darf, welche (naoh (3) und (4)) 
definiert sind durch die Bedmgimg: 

( 6 ) \ x - Xi \ < R-\ Xi - Xo \^r 

Es sind dies, geometrisch gesprooben, alle Stellen, welche im Innem des 
Kreises liegen, d. h. eines Kreises um den Pnnkt x lt welcher den 
Kreis (x 0 )R von mnen berillirt Die Formel (6) stellt offenbar lediglicb 
eine naheliegende Verallgemeinerung der in § 42, Q-l. (8) anfgestellten 
TaylorBcihen Entwicklung fttr ty(x) dar und geht fdr £ 0 = 0 ohne weiteres in 
dieselbe fiber Ihr Inbalt lS,Bt siob mm aber folgendermafien aussprecheu: 

Bedeutet x x erne bdiebige SteUe im Innem des Konvergene- 
bereiches der Reihe ty(x — x 9 ) } so lassen sich durch em bestmmtes 
Rechnungsverfahren die Koeffieienten einer Reihe ^ (x — xj so 
bestimmen, dafi deren Summe fiir aMe x emer gewissen (durch 
Ungl. (6) genauer definierten) Umgebung der Stdle x 1 rmt der- 
jenigen von ^5 (a? — a? 0 ) ubereinstimmt 

Die Reihe x() heiftb dawn aus ty(x—x^ um den Punkt 
abgeleitet. 

Um den Charakter der Reihe — x() als einer aus — a; 0 ) in dem 
angegebeuen Sinne abgeleitden scbon durcb die Schreibweise kenntlicb 
zu machen, filhren wir nach dem Vorgange von Weierstrafi die folgen- 
den Bezeiobnungen ein. Wir setzen: 

(7) - x 0 ) - $(s|* 0 )> ^ (r) (^-^ 0 ) - W 

und bezeicbnen die aus (a? | a? 0 ) abgeleitete Reihe naoh Potenzen von 
(a? — a? L ) durch das Symbol: 

Dasselbe wird also definiert duroh die Beziehung: 

00 

(8) $0»|3<>, «i) • 0-*i) v > 

0 

wahrend dnnn zum mindesten fUr den Bereioh: |a? — a? x | < =*> -Z?—| x L — x 0 \ 

die Gletchheit besteht: 

(9) ¥(*|aio,»i)-^(»ko)- 

2. Es verdient hervorgehoben zu werden, dafi diese Gleichheit dann 
auch zwischen je zwei JDerimerten von gleioher Ordnung besteht. Dies ist 
unmittelbar ersichtlioh, wenn man die Derivierten als Differentialquotienten 
auffafit, kann aber auoh folgendermafien aus der urspriinglichen Definition 
hergeleitet werden. Substituiert man in Gl. (2): ^'(a^ — x 0 + h) ffir 
— a? 0 + A), so tritt allgemein ^ v+1) (a; 1 — a; 0 ) an die Stelle von 
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— x 0 ), und man erhalt: 

ee 

(10) — s 0 + K) -2rr ^ {V+1 K^ - *o) • k v , 

0 

also durch die Snbstitation h = x — ^ : 

do 

(11) (*-*>)’• 

0 

Andererseits folgt aus QL (8) durch gliedweise Derivation: 

00 

(12) ¥'(*1*0,«i) ’ { x ~ x d v ~ x 

00 

7i ^ ( " +1) (^i W • (a - XiY, 
o 

Bomit durch Yergleichung von (11) und (12) zunachst: 

(13) ¥'(*|*,,* I )-¥'(*I<0- 

Und da jede folgende Deriyierte ale die erste Derivierte der unmittelbar 
vorhergehenden angesehen -warden kann, schliefilioh allgemein: 

(14) $ w (*Ia 0 , *i) - ? (v) (*|s 0 ) 

3 In § 38, Nr 6 (S. 289) wurde gezeigt, dafi |5p(a; — £c 0 )o» => I niemeds 
ein Maximum und, wenn von Null verschieden , auch kein Minimum fdr 
die Werte yon | ^ (re — rc 0 ) | einer gewissen Umgebung der Stelle x 0 sein 
kann. 1st nun x t eine beliebige andere Stelle im Irmem des Konvergenz- 
bereiches yon 5J5 (a? — x 0 ), so folgt ja aus der in Nr. 1 erwiesenen MSglich- 
keit, $P(a; — x 0 ) = $(}(a;|ff 0 ) in ^(x\x Q> x t ) zu transformieren, dafi sich die 
obige Aus sage ohne weiteres auch auf die Stelle x t ilbertragen lafit. Wird 
jetzt erne positive Zahl r so angenommen, dafi ^(a; — x 0 ) fiir | x — x 0 1 — r 
noch gleichma/Hg konvergiert, so kann | (x — x 0 ) | filr koine Stelle im Irmem 
des Kreises \x — x Q \ — r einen Maximalwert und, wenn fiir | x — x 0 1 < r 
durchweg ^(rr — # 0 ) + 0, ebensowemg einen Minimalwert annehmen Da 
aber andererseits die ffir \x — x$\ stetige Funktion 1(z — <r 0 ) | fiir 
diesen Bereich em reales Maximum und. Minimum besitzen mufi, so er- 
gibt sich der folgende Satz (welcher die zu § 38, Nr. 2 in Fufin. 1, S. 284 
angekiindigte Erganznng liefert): 

1st ^(x — Xq) glewhmdfiig konvergent fur \ x — x 0 1 «= r, so 
mmmt | SJS(a? — x Q ) | evnen gewissen auf den Bereich \ x — a? 0 1 ^ r 
sich besiehenden Maximalwert nur auf dem Kreise \x — x Q \ *=* r 
an , und das gleiche gilt fur dm Mi nimalwert , falls fur \x — x Q \<.r 
durchweg (x — a; 0 ) + 0- 
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4. Der ftlr die abgdeitebe Reilie $P(a;|rc 0 , a^) zonacbst sich ergebende 
Konvergenzbezirk, weloher als der urspriingliche bezeichnet werden soli 
— namlich der Kreis (s 1 ) r i> weloher den Kreis (x 0 )R von innen be- 
rtLhrt — braucht noch nicht der wirldiche Konvergenskreis der Reibe 
$(a;|a; 0 , x x ) zn sein 
Beispiel Es sei: 


0 ~ x oY 


1 — (x — x 0 ) 


(also: R = 1). 


Alsdann ergibt sioh mit Hilfe von Gl. (19), § 43 (S 327): 

l l 




B, 


0 1 — (x — x 0 ) (1 — (x — ® 0 ))* 

und nach Gl (20) des vorigen Paragraphen 

r (*!*.)- 2 . 


r'(*K) - 2.3 


(1 — (X — flS 0 ))° * 

1 

(1 — (a? — ® 0 )) 4 ’ 


5J$M(a:|a: 0 ) = v! 


(1 — (X — flJ 0 )) r+1 ’ 

so dafi als abgeleitete Reibe naoh Potenzen von (x — resultiert 1 j: 

00 

?(*!*., ^ ’ (x - ^ 


l) Einfacher wtlrde man zn dieaer Entwioklung gelangen, wenn man be 
achtet, dafl: 

1 1 


1— (a; — aj 0 ) 


1 + x 9 — x t — (p — xj 
1 1 
1 + «o — 


1 — 


nnd daher- 


x — x t 
1.+ x 0 — x t 


falls. 

d. b.: 


1 — (® — <B„) 


i . ^ / x — xt y 
1 + «0 — ®x " U + / 


SO 

-2 


0 (1 + *<i — ®i) 


rpl (*-%)’', 


X — fl^ 
1 + «0 — 


< 1 , 


| aj — «! | < | (1 + a 0 ) — flJ| | > 


(geometriaoh gesproohen. die betreffende Entwioklung konvergiert in einem Ereiie 
nm den Punkt x x , weloher dnroh den Punkt 1 + x 0 geht) 
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Als wirkliohen Konvergenzradius dieser Reihe findet man: 

■Ri - I(^i-®o)| 1+1 ' - |1“ («i-«b)l - |1 +«o“* l |, 

wahrend ftlr $J$(a:|£ 0J x^) ala abgdetfete Reihe ursprttnglich nur ein vor- 
laufiges Konvergenzgebiet mit dem Radius 

sich ergeben wtirde. Dabei ist allemal: 

B 1 >r u 

auBer wenn x l — x 0 = | x x — x 0 1, d. h. x 1 — x 0 reell und positiv ist (geo- 
metrisch gesprochen, wenn x t auf einer durcb x 0 zur reellen Acbse ge- 
zogenen Parallelen, redds von x 0 liegt.) 

Wenn nun der Konvergenzbereich von ^5 (a; | rr 0 ? x i) hber jenen wr- 
spriinglichen hinausragt, so entstebt die Frage, ob die Glei chung x x ) 

— (a; 15U 0 ) dann auch noch ftlr jenen erweiterten Konvergenzbereich von 

?P(a;|fl3 0 , Xj) besteht, soweit derselbe in den Konvergenzkreis von (x\x Q ) 
hineinfallt. Zur Entsoheidung dieser Frage beweisen wir zunachst in der 
folgenden Nummer einen Satz, der auch noch weitere wiohtige Folge- 
rungen liefem wird. 

5. Lehrsatz. Konvergieren die beiden Potenzreihen 
und (^|^) fur irgendeinen Bereich S3 gleichzeiUg, und stimmen 
ifvre Summen iiberetn fur (unendlich vide) Stellen in jeder noch 
so Tdemen Umgebung einer im Innern von S3 gdegenen Sidle a, 
so findet diese t)bereinstimmtmg in dem ganzen Qebiete S3 statt, 
und das gleiche gilt auch fur jede der Berivierten ¥ 0 w (®l*b)i 

(NB. Beziiglioh der Gestalt eines solohen Bereiohes S3 existieren offen- 
bar'nur ztoei versohiedene Moglichkeiten: Entweder die beiden Konver- 
genzkreise iiberdecken sich gegenseitig nur teilweise, a-ladann ist S3 ein 
von zwei Kreisbogen begrenztes Flachensthck (s. Fig 16 I) Oder der 
erne Konvergenzkreis liegt vollstcmdig innerhalb des andem, dann stellt 
er selbst jenen Bereich S3 dar (s. Fig 16 II). 1 ) Dieser letztere Fall tritt 
insbesondere sioher dann ein, wenn mindestens eine der beiden Reihen 
bestandig konvergiert; aufierdem auch, wenn x 1 = x 0 ist — eine spezielle 


1) Die drttte Mflglichkeit, dafl die beiden Konvergenzkreiae aich nur von 
cmfien berUhren und etwa fill dieaen einen Punkt gememaam konvergieren, iet 
durcb die Faaaung dea Satzea von vomherein auageaobloaaen, da ja die tJberem- 
atimnmng der Sununeu, also to ipso die gemetnsame Ronvergcne fQr t mendlich vide 
Punkte vorauageaetzt wird. 
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Annahme, die, wie ansdrticklich bemerkt werden soli, den Beweis und 
die Giiltigkeit des Satzes in kemer Weise altenert) 

Beweis: Man kann zunachst aus J e eme 

naoh Potenzen von (x — a) ableiten, so dafi die Gleichungen bestehen: 

(15) l ¥i(*l*i,»)-?i(*l»i) 


ftlr alle Stellen innerhalb ernes bestimmten Kreises (a)r (namlich des- 
jenigen Kreises nm a, der die Begrenznng von 95 umen berfihrt). Infolge 
der Voraussetzung besteht dann zunachst die Gleichheit: 

(16) 

fttr unendlioh viele Stellen in jeder Nahe von a. Daraus folgt aber, da 
ja diese Reihen beide nach Potenzen von (a? — a) fortschreiten, nacb dem 

i * 




Satze § 38, Nr. 6 geradezn ihre IdentiUU, nnd somit nach GL (15) die 
G-tlltigkeit der Beziehnng: 

(17) 

f£Lr alle Stellen innerhalb des Kreises (a)r 

Da im tibrigen naoh Nr 2 gleichzeitig mit den Gleiohungen (15) die 
folgenden bestehen: 

( ¥» w (*k,«) -& W (*W. 

( ) l p,M(*K,a)-&«(*|«i), 

nnd ans der IdentitSt der Reihen (16) anoh diejemge lhrer v*** Derivierten 
hervorgeht, so erkennt man, dafi auoh: 

(19) & W (*W - 

fflr alle Stellen des Kreises (a)r. 

Die GKiltigkeit des ansgesprochenen Satzes ist also zunachst fflr einen 
bestimmten, die Stelle a enthaltenden endlichen Bereich bewiesen. 
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Bedeutet nun 6 eme gang beliebige, im Innem von S3 und nioht 
innerhalb des Kreises (a)r gelegene Stelle, so denke man sioh b mit a 
durch eine Gterade verbunden. Alsdann werden fdr jede Stelle x' der 
Strecke ab (einschlieBlich x'=> a und of ■= b) die Betrage: 

\x %o\) B l \x x x \ 

icesenUich positiv, also etwa > q (wo q > 0) ausfallen, wenn B 0f 2^ die 
Konyergenzradien yon ^oC^l^o); sm< ^ (geometrisch gesprochen: 

jeder der Punkte of besitzt yon der Begrenzung des Bereicbes S3 einen Minimal- 
abstand, der eme gewisse Gr8Be q iibersteigt). Man kann nun die gerad- 
linige Strecke ab durch Einschaltung einer bestimmten endlichen Anzahl 
von Zwischenpunkten a x , a 3 , .. , a n _ 1 in Teilstreoken zerlegen, die samt- 
lioh ^ q sind, also: | « — | ^ Q, \ <h — a s | ^ p,. , | a B _i — b | <£ q. 

Andererseits wird urn jede der Stellen a, a 1} fy,a n _ 1 ein ganz m den 
Bereich S3 fallender Ereis beschrieben werden k8nnen, dessen Radius 
jedesmal > q ausfallt 

Es liegt also jedenfalls a x im Ivmem des oben mit (a)r bezeichneten 
Kreises, und die Beziehungen (17) und (19) gelten also insbesondere ftlr 
alle Stellen der Strecke aa x . Infolgedessen kann aber jetzt die Stelle % 
die Bolle tlbemehmen, die zuerst die Stelle a gespielt hat. Anf diese 
Weise ergibt sich dann die GHlltigkeit der fraglichen Beziehungen ftlr die 
Strecke a 1 a 1 . So weiter fortschliefiend, erweist man dieselbe schlieBlioh 
auoh ftlr die Strecke a n _ 1 b, insbesondere also ftlr die gang uriUkiirlich 
innerhalb S3 angenommene Stelle b Somit gelten die GHeichungen: 

¥o(* W “ $o w (*l*o) - ¥i w (*W 

ftlr jede innerhalb S3 gelegene Stelle. 

Ftlr Stellen auf der Orenge yon S3 ergibt sich dann gleichfalls ihre 
Giiltigkeit ana dem AMschen Stetigkeitssatze (§ 32, Nr. 1, S. 252) in- 
soweit, als die betreffendm Bethen dort noch konvergieren. 

6 - Der in Nr. 5 bewiesene Satz liefert ftlr den Fall, dafi man x L mit 
x 0 zusammenfallen lafit, das folgende, schon in § 38, Nr. 7 (S. 290) an- 
gektLndigte Resultat: 

Stimmen die Summon gwetier Potengreihen ^5 0 (a;— x 0 ), ^(a ?—% 0 ) 
ftlr (unendlich vide) Stellen in jeder Nahe einer gang beliebigen t 
im Innern tbres Konvergengbereiches gdegenen Stelle a iiberein, 
so sind sie identisch , m Zeiehen: 

Aus dem obigen Satze folgt n&mlich zunaohst die Gleichheit: 5J3 0 (x—x 0 ) 
— ^(x — x 0 ) ftlr alle Stelleir'desjeiiigen Bereiches S3, ftlr welchen beide 
Reihen gleichzeitig konvergieren, Da dieser Bereich S3 aber sicher die 
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Stelle x 0 nebst einer gewissen Umgebung enthalten muB, so ergibt sich 
aus § 38, Nr. 6 (3. 289) die Identitdt der beiden Reihen. 

Hierans folgt als spezieller Fall, indem man die Reihe ^ (x — x 0 ) 
auf eme Eonstante A rednziert: 

Nimmt eme Potenereihe 5(5 (a? — x 0 ) fur (unendlich vide) SteUen 
in jeder Nahe ernes tm Innern ihres Konvergenebereiches gdegenen 
Punktes a emen gewissen Wert A an, so hat sie dwrchweg dm 
Wert A, d h. sie besteht ausschUefilich am dem konstanten Ohede A. 
Han lriwn diesem Ergebms anch die folgende Fassnng geben: 

1st die Potmereihe 5(5 (x — a? 0 ) konvergent fur | x — x 0 | < B 
und dire Summe mcht konstant, so kann sie keinen Wert A fur 
I x ~ x o I ^ r , wo r < B, unendlich oft armehmen. 

7. Die Idmtitdt zweier Potenzreihen (a; — a? 0 ), ^ (x — x 0 ) lafit sich 
(abgesehen yon einer fraglich bleibenden, rein imagmaren bzw. reellen 
additiven Konstanten) auch schon erschhefien, wenn die Ubereinstmmmng 
des redden bzw. imagina/ren Teils lhrer Snmmen in einem gewissen noch 
naher anzugebenden Umfange besteht Es beruht dies auf dem folgen- 
den Satze: 

OP 

Nimmt die Potenereihe fy(x) = f ur dne ge- 

o 

wisse Umgebung des NuUpunktes, etwa fur \ x | < r, ausscMiefilich 
reelle (bew. rein imaginare Werte) an, so redueiert sie sich auf 
eine redle (bew. rein imqginare) Eonstante 
Beweis. Es werde zunachst angenommen, dafi $£(:&) in dem an- 
gegebenen Umfange nur redle Werte besitze. GKbt man dann x einen 
positiven Wert x — q < r, so folgt 

OP OP 

9Kp) ”2 reeU > 

0 0 

OP 

und da dies ftLr jedes p des Intervalls 0 < p < r gilt, so mufl ^»/3„p y 

o 

nach Nr. 6 identisch Nutt sem, man hat also dnrchweg =*= 0, und die 
Potenzreihe ^5(rc) reduziert sich von vomherein auf die folgende: 

OP 

?(*)=“o + 2 * a * x ’' 

i 

Wir zerlegen nun die unbegrenzte Folge der Indizes v (y — 1, 2, 3,. .) 
in eine unbegrenzte Folge von ebensolchen Teilfolgen, indem wir in die 
erste alle ungeradm Zahlen anfnehmen, in die eweite diejenigen geraden, 
welche duroh 2, aber nicht durch 2 s teilbar sind, in die dritte alle die¬ 
jenigen, welche durch 2 s , aber nicht durch 2 s teilbar sind, usf.: es ist un- 
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mittelbar ersichtlich, daft dann jede der Zahlen v in einer dieser Teilfolgen 
nnd nur in einer wirklich vorkommt. Mit Hilfe dieser Zerlegung l&fit 
sich in die Form setzen (vgl I,, § 75, Nr 2, S. 577): 

40 40 

¥(*) - «o + +]£ “*(*» + !) >a;S( * , ' + 1) 

0 0 
do 

0 

Wird jetzt a : — ip (0 < p < r) angenommen, so ward nur die erste der 
obigen Teilsnmmen imagtndr, falls sie mcht identisch verschwindet, was 
aber anf Grand der gemachten Yoraussetznng der Fall sein miifi. Man 
findet also: 

^r+i-0 (v-0,1,2, .), 

nnd die Potenzreihe ^5 (a;) rednziert sich auf die folgende: 

OP 00 

+ < 5«f(S,+l) < * ,(3, ' +,, + - 2“4(l, + l) + .... 

0 0 

Setzt man jetzt x ™ "f/i • q, so ergibt sich duroh dieselbe Schlufi weise: 
“ifu+ij — O (v -* 0,1, 2, . ), 

sodann, naohdem anf diese Weise anch die entspreohende Teilreihe forfc- 
gefallen ist, mit Hilfe der Annahme x ■■ S/i- q: 

a 4(4r + l) ” 0 (v — 0, 1, 2, . . ), 

und da diese Schlufi weise sich unbegrenzt fortsetzen laflt, so folgt, dafi 
keifier der Koeffizienten u v (y — 1, 2, 3,...) von Nutt verschieden sein 
harm, so dafi sich also ergibt: 

?P(aj) — ag (wo a,, reed). 

Ware man von der Yoraussetznng ausgegangen, dafi ^$( 4 ;) fttr 
°< WO durchweg imagin&r, so mflfite auf Grand des eben gefundenen 
Ergebnisses i • ^5 (a:) anf eine reelle, also ty(%) auf eine imagindre Kon- 
stante sich reduzieren. 

8 . Der vorstehende Satz ffihrt un mittelbar zu der folgenden etwas 
allgemeineren Fassung: 

Nimmt die Potensreihe - x 0 ) fiir eine vottstdndtge 1 ) U»i- 
gebung enter Stette x ausschhefilich reelle (hew. imagindre) 
Werie an, so redueiert sie sich auf eine reelle (hew. imagindre) 
Konstante. 


1) In dieaem Beiwort ist bereita die Bedingung enthalten, dafi die Stelle at 
ti» Inner* dea Konvergenzbereiohes von %(x — x,) liegen mnfl. 
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Transformiert man namhch ^(a;|a; 0 ) in $(a;|:c 0 , x'), so lafit sich auf 
dies© nach Potenzen von (x — sT) fortschreitende Reihe der zuvor ftlr ein© 
Rfiihe von der Form $J}(a:) bewiesene Satz unmittelbar tibertragen, worauf 
dann alles weitere aus der fttr erne gewisse Umgebung von x geltenden 
Beziehung (a?| a; 0 ) = ^(#|a; 0 , x') sich ergibt. 

Die Anwendung des obi gen Satzes auf die DifFerenz zweier Potenz¬ 
reihen $P 0 (aJ — a; 0 ) ; — a?o) mit Berticksichtigung des ersten Satzes 

von Nr. 6 liefert nocb den am Anfang von Nr. 7 bereits angekflndigten Satz: 

Stimmen die reellen (bzw imaginaren) Teile zweier Po¬ 
tenzreihen (x — £r 0 ) fur erne voUstandtge XJmgdnmg ewer SteUex' 
uberem, so sind sie, dbgesehen von ewer noch fraglich bleibenden 
imaginaren (bzw redlen) additiven Konstante, identisch 
Anders ausgesprochen: 

Eine Potenzreihe ist bis auf erne wiUJcurlich bleibende imagi- 
na/re (bzw. reelle) additive Konstante eindeuhg bestimvnt durch die 
Werte Hires reellen (bzw imaginaren) Teils fur erne voUstdndige 
(beketng Tcleme) Umgdmng einer bdiebigen Sidle im Innem Hires 
Konvergenzberekhes 

§ 45. Weitere Betrachtnngen iiber abgeleitete Potenzreihen. — 
Der Yitalische Doppelreihensatz. — Yorl&uflge Bemerknng iiber 
den wahren Konvergenzbereich einer Potenzreihe. 

1 Aus dem Lehrsatze von Nr. 5 des vongen Paragraphen erkennt 
man, dafi die am Scblusse von Nr. 4 aufgeworfene Frage zu bejahen ist: 
d. h. besitzt die aus ^J(a;|a; 0 ) abgeleitete Reihe $P(a;|a; 0 , x 1 ) einen Konver- 
genzradius P 1) welcher groBer ist, als der Radius r x — B — \x x — x 0 \ des 
urspriinglich sieh ergebenden Konvergenzgebietes, so gilt die Beziehung: 

(1) 

auoh noch ftlr diesen erweiterten Eonvergenzbereioh (x() B 1 , soweit der- 
selbe mit (x 0 )B zusammenfallt. 

Nimmt man jetzt in diesem, den Kreisen (^)i2 1 und (x 0 )R ge- 
meinsamen Bereiche eine weitere Stelle x a an, so kann man aus jeder der 
beiden m Gil. (1) vorkommenden Reihen eine solche nach Potenzen von 
(x — Xf) ableiten, und es bestehen alsdann die Gleichtmgen: 

( 2 ) x u x i)> 

(3) ¥(*|a^, s s ) 

fQr eine gewisse Umgebung der Stelle x t . Da aber die Stelle x i samt 
einer gewissen Umgebung dem Geltungsbereiche der Gl. (1) angehdrt, so 

folcrt daraufl dn.R Hi A lint An R Alton Hat (tIai'p.V inner an ^21 rind ^ otat^kJatti 
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identisch sein mflssen, was wir wieder durch die Bezeichnung ausdrticken 
wollen: 

(4) SP(#[a? 0 , x it a?j) = ^i)* 

let dann jR, der Konvergenzradius dieser Reihe, so gilt Q-L (3) fflr den 
ganzen Bereich, welcher den Ereisen (a;,) 22, und (x 0 )R gemeinsam isL 
Nimmt man nnn in diesem Bereiohe eine weitere Stelle a? # an, so kann 
man die folgenden Gleichungen bilden: 

(5) ¥(*K, «i, 0 S , a?#) - ?0&|a? o , *i) 

- «P(a?|a? 0 , a?,) (naoh (4)) 

(6) «P(a>|a; 0 ,:r 8 ) - ¥(*!*#)» 

aus welohen mit Berdoksiohtigong der Gleiohung (3) wieder am die Idenr 
iitat resaltiert: 

(7) *i, *i, <0 s O- 

Man findet auf diese Weise allgemem: 

(8) x lt x t ,..., a H ) = ^5(a?|a? 0 , x n ), 

sofem man jedesmal x v innerbalb dee gemeinsamen Konvergenzbereicbei 
yon $(a:|a? 0 , x lf . .., x v _ 1 ) and $P(rc|rc 0 ) wahlt. In Worten: 

Leitet man aus dwch Vermittelung der Ztoi 

schenstellen as^a;,, • t x n _ 1 dieReihe^{x\x^yX 1 ,x it ...fX 9 _ X) x^ 
ab f so ist diesdbe identisch mit der aus (x\x 0 ) direkt abgeleite 
ten Reihe $P(a;|a; 0 , # n ), sofem nur dig SteUen x 1 , x tt . . sttmt 
lick vnnerhdXb des Konvergenskreiscs (x 0 ) R der Reihe $ (x | a? 0 ) liegm 
2. Wird der soeben betrachteteProzeB in der Weise eingerichtet, daS do 
Konvergenzbereich der als vorletzte auftretenden Reihe ^(_x\x 9 ,x lf ..,,x n ^y 
die S telle x 0 umschliefit, so kann man offenbar speziell X n —• & 0 w&hlen 
and die Identit&t (8) nimmt in diesem Falle die Form an : 

(9) *i, • • •,*»-!> ®o) s ¥(® W- 

Das hierin enthaltene Besultat lftfit sioh folgendermafien ausspreohen: 

Leitet mm aus $(a;|a; 0 ) eine Reihe $P(rc|a; 0 , x t ) ab, so l&l8 
eioh aus der leteteren durch Vermittelung passend gewdhlti 
Zunschensteden x i} ..., x n eine mit 5p(rc|rc 0 ) identische Reihe naa 
Poteneen von (x — x 9 ) ‘dbleiten. 

Um fiber das jedesmalige Vorhandensein soldier } passend me wtthlm 
dm 11 Zwisehenstellen and die einfaohste Art, auf welohe die angedeutet 
RUckbildung von $(£|o; 0 , a^) in $(a;|a; 0 ) allemal bewerkstelligt word* 
kann, vfillige Klarheit zn gewinnen, stellen wir nooh die folgenden B< 
traehtungen an. 
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Es sei wiederum R der KonvergenzradiuB von ^5| a? 0 ), und es werde 
zunachat so angenommen, dafi: - 

( 10 ) 

Alsdann gehort zu der Reihe (# | :r 0 , ) mmdestem em Konvergenzradius: 
(11) r 1 -.B-|* 1 -a: 0 |> * (.. Fig 17), 

U I 

bo dafi also die Stelle x Q innerhalb des Kreises (a^)^ liegt. Dann lafit 
flioh aber ans ^(a?|a; 0? x^) geradezu direkt eine Reihe $|5(a;|:e 0 , x lf x 0 ) ab- 
leiten, und man hat: 

(!2) SP(*|* 0 » x u x 0 ) = $P(aj0 o V) 




Sei nun zweitens x t so gelegen, dafi: 

(13) (e- Fig. 18) 

(also: r, — JR — | x l — | ^ so nehme man eine positive Zahl 9 be- 

liebig wenig unterhalb r t an und wahle auf der Strecke x Q x 1 eine Stelle x t 
so, dafi: 

(14) I 1 - R ~ ( r i + <>) (also-’ > B — 2r t ). 

Leitet man jetzt aus SJ 5 (a|a; 0 , x x ) eine Reihe ^5 (js | a; 0 , x lf x t ) ab, so ist die- 
selbe naohNr.l mit der aus 5P(#|fl? 0 ) dvrekt abgeleiteten Reihe ^(#|# 0 , x^) 
identisch und konyergiert demnach zum mindesten in einem um x t be- 
schriebenen Kreise mit dem Radius: 

(15) r 8 - R — | x, - x 0 1 
_ — r t -f q > 2p . 

1) Dieae Betraohtung zeigt auoh, dafi in der Tat der wahre Konvergenzkreia 
einer abgeleiteten Reihe in yielen Fallen fiber denjenigen der priznitiven Reihe 
heranBragen wird (waa im vorigen Faragraphen Nr. 8 nur dnroh ein apeziellea 
Beiepiel erl&utert wurde). 1st n&mlioh (<r 0 )R der wahre Eonvergenzkreia von ty(co | a; 0 ) t 
ebenflo (o 1 )r 1 derjenige von $(aj|£r 0t a^) = ^3i(a|a^), und betraohtet man jetzt 
dieae letztere Reihe ala primitive, ao besitzt die daraua abgeleitete Reihe 
$• (x\x,, x„) =i 93 (x I (r. 1 ) tata&ohlich den Eonvertrenzradiua JS ™ r, 4- I x, — x* I. 
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Wenn jetzt r t + Q > y , also x Q bereits in das Innerd dieses KreiBes 
fajlt, so kann man ohne weiteres ans (x \ x 0f x 1} x a ) eine Reihe 
5P(#|# 0 , x^, %q) ableiten, womit das gewflnschte Ziel erreicht ist 

Wenn nieht, so nehme man anf der Strecke x Q x i eine Stelle so 
an, dafi: 

(16) I I — & — Oi + 2q) (also: > 22 — 2 r s ) 

= E — (r x + 3p). 

Alsdann kann man eine Reihe ^S(rc|a: 0 , x lf x t , x a ) ableiten, welohe wegen 
ihrer Identitat mit der Reihe ^3 (a? j x^) znm mindesten einen Konyer- 
genzradins: 

(17) r 8 — 22 | — a?o I 

— + 3p > 4p 

hesitzt. 

Dnreh entsprechende Fortsetznng des Verfahrens gelangt man em- 
mal zn einer Stelle x n+lf fflr welehe: 

*»+i - «i> I “ * - (*i + ( 2 " - 1 ) • t) 

%+.-••. + (2"-1) 9 >2" v 

P 

Bedeutet also 2” die kleinste Potenz yon 2, fUr welehe 2 " • p ^ y, so 
wird der Ereis (aJ n+ 1 )r n+ i (als erster hei diesem Verfahren resnltieren- 
der) die Stelle x 0 nmsohliefien nnd man erhalt sodann: 

(19) *i, • • , *.+1, &o) s ¥(*l^>)-*) 

3. Mit Hilfe des eben gewonnenen Resultates lafit sich der Lehrsatz 
yon Nr. 5 des yorigen Paragraphen (S. 334) in folgender Weise veryoll- 
s tan digen: 

Unter dm o. a. O. uber die Reihen 5p o (a?|a; 0 ), ^(^1^) ge- 
mackten Voraussetwngen sind diesdbm stets auseinander ableitbar. 
Bedentet namlioh b eine ganz beliebige, im Innem des gemeinsamen Kon- 
yergenzbereiches S3 gelegene Stelle, so kann man ans $P 0 (#|2 0 ), $i(#|#r) 
je eine Reihe nach Potenzen yon x — b ableiten, so daB: 

(20) b) - ^ 0 (fl?|3J 0 ), ^(asl®!, b) - ^,(*K). 

Da sodann: 

(21) $oOI x n , b) = ft (»!*!, 6), 

nnd man andererseits ft (a?I®*, b), nbtigenfalls mit Einschaltnng passen- 
der Zwischenstellen b u .. f b k , wiederum m ft (x \ x^) znrhckfQhren kann, 
folgt sohliefilich, daB ftO 5 !®*)) duroh Vermittelung der Stellen b, b lf .., b k 



• 1) In der Figur 18 ist n * 2 gew&hlt. 
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in transformiert werden kann; und das analogs gilt offenbar be- 

zflglioh der tTberffLhrung von in $ 0 (a: |a 0 ). 

Man beachte, dab dieses Ergebnis keineswegs ohne weiteres mnkehr- 
bar ist, d.h. sind 5Po(a;|# 0 ) durch Vermitidung von Ztoischen- 

stdlen auseinander ableitbar nnd konvergieren sie fttr irgendeinen Bereich 
gleichzeitig, so braucht daselbst ketneswegs die Beziehnng ( x I ^o) 
—> (x\x^) zu bestehen Dab dies der Fall sei, kann anf Grand unserer 
Betrachtungen nur dann mit Sieberheit geschlossen werden, wenn die 
samtliohen yerwendeten Zwisohenstellen dem Innern des Konvergenz- 
bereiohes von ^(^l^o) ^zw. ^(asl^) angehoren 

4. Der Satz von Mr 2 liefert ferner das Mitt el, nm die Voraus- 
setzung (B) des Doppelreihensatzes von § 39, Mr. 3 (S 293) in der (a a 0. 
Fubn. 3) bereits angekflndigten Weise zu verallgemeinem, dab die Eon- 

OB 

vergenz der fteihe: (x) statt m der Nahe des Funktes x — 0 nur 

o 

in der Nahe eines betiebigen Funktes des Bereiches | x | < r gefordert zu 
werden braucht, d h es gilt der folgende Satz ( der „Vitalische Doppdr 
reihenstotti" 1 )): 

Ist jede der unendUch vielen Potenereihen: 

m 

gleichmdfiig konvergent auf dem Kreise | x | — r, ist ferner die Ge- 

samtheit der Beihensummen: 

* 

(» — 1, 2, 3, ...) 

' 0 

beschrdnJct fur \ x\ und hmvergiert d%t Meihe: 

OB 

0 

fur unendUch vide SteUen in bdiebiger Ndhe irgendeiner im Innern 
des Kreises | x | — r gdegenen Sidle % Q , so konvergiert 8(x) gleich- 
mafiig fur \ x | ^ r < r und man hat fur \ x | < r: 

OB m 

S(x) —^fA^xt*, wo: A^ 

_ 0 o 

1) Genau genommen ist die Bezeichnung nicht gun korrekt. Der obige Satz 
bildet in Wabrheit den Hauptbeztandteil eines etwae aUgemeineren Satzes, der ge- 
wflhnlioh ala Vitdlischer Sots bezeiohnet wird nnd anf den wir bei ap&terer Ge- 
legenheit noch zurfiokkommen werden (a § 49, Nr S). 

S) Ea wdrde Belbsfcyerst&ndlioh freiatehen, cc auoh duroh x — x zu eraetzen, 
wobei dann « 0 dem Innern dea KreiBeB \x — x‘ | —• r anzngehOren hat 
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Beweie. Transformiert man jede der Potenzreihen ^ v (a;) in eine 
Potenzreihe von der Form: so genflgt die Folge dieser letzteren 

Reihen den Yoraussetznngen (B) des oben erwahnten Satzes, wenn man 
daBelbst x durch {x — x^) ersetzt, und daraus folgt, daB die Reihe 

>w ftr i x — I < r — I I konvergiert. Andererseits lassen sick 
o 

aber die $ v (a|<r 0 )> nfitigenfalls durch Yermittelung passender (filr alle v 
gleichbleibender) Zwischenstellen x 1} .. , x k in Reihen nach Potenzen von 
x zurttckftihren, die dann mit den ursprfinglichen $ v (a;) identisch sein 
"mttssen, also: 

• • ■> x ty 0 ) = ( a7 )- 


Man hat dann zunachst fQr eine gewisse vom Index v unabhangige Um- 
gebung von x x , namlicb J a — as, | < r — | a : 0 — as, |: 


also fflr jedes n auoh: 




* n 

2 x i) -^2 &.(* W 

0 0 

und somit schliefllich: 


n os 


d. h. die Reihe ^ {x\x 0J a^) konvergiert in der oben bezeichneten Um- 
o 

gebung von x — x x . tTbertragt man diese SchluBweise von x t auf x t usf, 

" I 

so findet man schlieBlich, daB ..., x k} 0) und damit iden- 

o 

00 

tisch: ™ der Umgebung von a; —0 konvergiert. In Yerbmdung 


mit der vorausgesetzten Beschranktheit von ^ S|5 v (:r) Bind somit die mit 

(B) bezeichneten Yoraussetznngen nunmehr vollst&ndig befriedigt, wo- 
mit der ausgesprochene Satz bewiesen ist 

Zusatz. Sind die Yoraussetznngen des vorstehenden Satzes erfttllt, 
so ergibt sich mit Benutzung des Satzes von § 43, Nr 2 (S 326, G1 (13)) 
fiber die Derivierten einer gleichmaBig konvergierenden Summe unendlich 
vieler Potenzreihen die Gfiltigkeit der Beziehung: 


0 0 


( 22 ) 

fflr |a:| ^r'< r. 
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wird jene letztere Eigenschaffc geradezu die mtwendige imd hinreictiende 
Bedingnng daftir bilden, dafi der betreffende Kreis der wirUiche Kon- 
vergengkreis von 5P(#|a; 0 ) ist 

Obschon die bisher gewonnenen Hilfsnuttel vollstandig ausreichen 
wtirden, um den Beweis des angedenteten Satzes durchzuftlhren, so ver- 
sparen wir denselben, um unnotige Wiederholungen zu vermeiden, fiir 
eine spatere Gelegenheit, bei weloher das fragliche Resultat als spezieller 
Fall eines allgemeineren Satzes zum Yorschein kommen wird. 


§ 46. Der binomisehe Satz fftr negative ganze Exponenten. — 
Entwicklung von V JL ^ 0 )> ~~ x o) nach poBitlven Potenzen 

von (x—xi ).— Allgemeinster Identit&tssatz fllr Beihen P(a?— x 0 ). 
Man hat ftir | x | < 1: 

do 

(1) 

0 

und hieraus kSnnte man, wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet, auch 
die Entwicklung von dadurch gewinnen, dafi man die n ta Potenz 

der obigen Potenzreihe mit Hilfe der Cauchyschen Multiplikationsregel 
als Potenzreihe in x darstellt. Die Bestmmmng der betreffenden Reihen- 
koeffizienten lafit sich jetzt indessen bequemer folgendermafien bewerk- 
stelligen. Ans (1) folgt znnaohst: 

do 

-2 C- 1 )' v (» -1) ■ • • (* -» + 2) • (» ^ 2) 

oder, mdem man unter der Summe v + w — 1 statt v sohreibt und die 
Reihenfolge der Zahlerfaktoren umkehrt: 

00 

(2) - (- l)- 1 ^ (- 1)'(* +1) (y + 2 ) .. . (v + n - 1) • * 

* 0 




Andererseits hat man nach § 43, Nr. 3 (GL (19), (20), S. 327): 


(3) 


n _i_ y(a) T) _J_ m V 

■?(*) (?(«))*' * (^« r)) m ™ (?(«)) m+1 


also speziell: 
(0 



1 

(! + *)»■ 
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§ 48. Der binomuche Sate f&r negative gauze Exponenten 
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Daraus folgt dann weiter: 

l 


Dl 


l + aj 
1 


— D 


» (l + a)' 
1 


( 1 +®) 8 ’ 


DItT— "" C 

m 1 4- x * (l + xy 


-2 3- 


(i +*y 


and schlieBlich: 

< 6 > (»— % 3,4, ). 

Die Verbindnng dieses Resultates mit GL (2) liefert dann die gesuchte 
Entwicklong: 

_L_ „_ l _ SI (— 1 >. ^+> n ~: 1 ) 1 x * 

(1 + x) n (n —1)1 ' > vl 

-1 + (-i)*- w c " + ;> „ {n +’~v d*i<i). 


( 6 ) 


Vergleicht man dieselbe mit der Beziehung: 


TO 

(7) (1 + x) n ->2 wo: 


(W ) 0 -1 

(m),- (m- v + l) 


(v— 1 , 2 ,. .,m), 


bo kann man, um moglichste Analogic herzustellen, der letzteren aucb 
die Form geben: 


( 8 ) 


(1 + *)” 


wenn man die obige Definition von (m\ anf den Fall v > m ausdehnt, 
da sodann (m) v — 0 fttr v > m wird (wegen des Auftretens des Faktors 
(m — m) im Zahler). Andererseits hat man: 

(9) (W r ) m= -. ~ (- »), ~ (-1)" ” ( " + l l ., ( ” t ’ ~ 1} , 

so dafi rich GL ( 6 ) auoh folgendermafien sohreiben lafit: 

flO 

( 10 ) (1 + x)~* (- n) v x v , 

o 

wenn man nooh (— n ) 0 — 1 setzt Mit anderen Worten: Der zun&chst fttr 
positive ganzzahlige Exponenten m bestehende binomische Sate gilt — auf 
die Form (8) gebraoht — auch fttr negative ganzzahlige Exponenten 1 ); 

1) Die nnter der Vorauisetaung n ^ 2 abgeleitete Gleichung (10) gilt offen- 
bar auch fill ti «■ 1, da aus Gl. (0) folgt: 



Nr. 6 


§ 46 Der „wahre“ Konvergenrbereioh einer Potenzreihe. 
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5. Konvergiert wiederum die Reihe- (a? | j? 0 ) im Kreise (x 0 )R und 
bedeutet x 1 eine Stelle im Innern dieses Ereises, bo besitzt die ab- 
geleitete Reihe 5(5(;r|# 0 , ic 1 ) eum mvndesten den Eonvergenzradius R — d, 
wenn \x l — x^^ d gesetzt wird. Bezeiehnet 
man also den wahren 1 ) Konvergenzradins von 
5|$(a;|a; 0f x t ) mit R^, so hat man stets: 

(23a) Ri^R-d. 

Andererseits lafit sioh aber zeigen, dafi allemal: 

(23b) R^R + d 

sein mnfi, wenn R den wahren Konvergenz- 
radins von 5(5(;e|;e 0 ) darstellt. Wire namlich: 

JRj > i2 -j- d, so liefie sich aus 5(5(:r|a; 0 , x t ) direkt 
eine mit 5(5 (x | x 0 ) identische Reihe 5(5 {x \ x w x v x 0 ) 
ableiten, welche znm mindesten einen Eonvergenzradius: 

— d also: > R 

beBitzen wttrde, d. h. R ware dann gar nicht der wahre Eonvergenz- 
radius von 5(5 (x \ x 0 ). 

Da die obere Grenze der mit d bezeichneten positiven Zahl offenbar 
den Wert R hat, so milssen also die Eonvergenzradien R! aller moglichen 
aus 5(5 (x | x 0 ) ableitbaren Reihen dem Intervalle 0 ^ R' ^2R angehoren. 

Hieraus folgt insbesondere, dafi bei endlichem R auch jedes R' unter 
einer endlichen Grenee bleiben mnfi, und man erkennt somit die Richtig- 
keit der m § 42, Nr. 2 (S. 318) gemaehten Bemerkung fiber das An- 
wachsen von 15P M (a^) | fQr unendlich wachsende Werte von v, fir den 
Fall, dafi 5(5 (a) einen bestimmten endlichen Eonvergenzkreis besitzt 

Es lafit sich aber auch femer zeigen, dafi allemal, wenn R den 
wahren Eonvergenzradius von 5(5(a;|a; 0 ) vorstellt, unter den wahren Eon- 
vergenzradien R' der aus 5(5(a:|a; 0 ) ableitbaren Reihen stets solche vorhanden 
sind, die unter jeder noch bo kleinen positiven Zahl liegen, mit anderen 
Worten, dafi die mtere Grenee aller moglichen R! den Wert Null hat 
Und da andererseits „ ohne weiteres einleuohtet, dafi umgekehrt auch R 
der wahre Eonvergenzradius von 5(5 (x \x 0 ) sein mnfi, wenn die untere 
Grenze der R' den Wert Null hat (denn aus der MSglichkeit, R in R + q 
zu vergrofiem, wiirde ja fdr solche Stellen x' f welche dem Innern des 
ursprtinglichen Ereises (x 0 )R angehoren, stets R'>q resnltieren), so 

1) Die Bezeiohnnng „t oahrei* 1 Konvergenzradiua enth&lt eigentlioh einen Pleo- 
naBimu, denn anf Grand der in g 30, Nr. 8 (8.248/4) gegebenen Definition beiagt 
■ebon die Bezeiohnnng „Konvergenerad mm 11 ganr genau daajenige, was bier ledig- 
lioh zn noob Boh&rferer Betonnng dei Bachverhalts ansdrfioklioh „t eahrer 11 Kon- 
vergenzradiuB genannt wird 
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dabei findet nur der Untersohied statt, daB die Reihe in diesem Falle 
nicht bei einem bestimmten Gliede abbricht, sondem Btets nnbegrenzt ist, 
und daB ihr Konvergenebereich, also anch der Gultigleeitsbereich der frag- 
lichen Entwicklung auf daB Gebiet | x | < 1 beschrankt ist. 

Man bemerke noch, daB nach Gl.(9) offenbar die Beziehnng beBteht: 

(H) (— n\ — (— l) 1 '. (n + v — l) r 

und andererseits: 

(12) (-n) («_+ v- 1)1 _ y. (»+ 1) (* + 2) . (* + n-l) 

K K )v K ^ } (^= 1)1 - 

Hiemach kann die Entwicklung ( 10 ) auch folgendermaBen geschrieben 
werden: 

“ so 

(13) (1 +x)—-2j (-1)'- (»■+*-1),- af (-1)’- (r+»-1)._, • r. 

0 o 

Hat man ferner: 


(14) 

also: 


0 


sp(")(z) v(y — 1) ■ • (v — n + 1 )a v x v ~ n 


( v + *0 (v + w — 1) • • (v + 1) ■a y+n ic y , 

bo wird zunaohst: 

( 1B ) in^C*) -^(«' + »),-o, + .*'-^(n + »),.o*- 

0 o 

und daber mit Benutzung von Gl. (11) auch: 


(i 6 ) -]£(- !)’(-»-!),• a. + ,X V . 

0 

2 Eb sei jetzt die Reihe: 

(17 > 

konvergent fflr | x | > R 0 (wo H 0 ^ 0). Nimmt man x x beliebig innerhalb 
dieses Konvergenzbereiches (also | x x \ > jRq) an und bezeichnet mit h jede 
beliebige Zahl, welche der Bedingung genflgt: 

< 18 ) 1*1 <l*i|-^ 
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§ 48. Uniformung yon in eine Reihe (x — arj. 

(bo dafi also x 1 -{-h jede Stelle bedenten kann, die im Inn era eines am 
den Punkt x t beschriebenen, den Kreis (0) von aufien bertlbrenden, 
bzw. im Falle Rq — 0 dnrch den NuUpnnkt gehenden Kreises liegt), so 
konvergiert noch die ans lauter positivm Bestandteilen zusammengesetzte 
Beibe: 

00 

(19) (wegen: 1^1 -|&| > B*) 

i 

Da sodann der Ausdrack: 

(W -1*1)-'- kl- J (i -1 £ |)" J (* -1, 2 , s,...) 

h S h 

wegen — < 1 — < 1 naoh positiven Potenzen yon. — , also yon 

|h|, entwickelt werden kann und diese Entwicklung wiedernm lauter po¬ 
sitive Terme enthalt, so darf man nacb dem CctuchyBchen Doppelreihen- 
satze nicht nor die Beihe (19) nacb Potepzen yon [A|, sondern auob 
die Beibe: 

00 

( 20 ) + 

bei entsprechender Entwioklung der emzelnen Glieder b x (x x + h)~ x , nacb 
Potenzen yon h ordnen. Nun ist nacb GL (10) fttr k — 1, 2, 3,... 

00 

(*,+ h)-‘ - (i+‘u -’- 1 •» 

und daber: 

00 00 

o ' 1 

oder, wenn x ± 4 - h — X} also h — x — x v gesetzt wird: 

(22) . . 

- $(£) +^r C8 (- ■ (*-*i)’- 

wo nacb Ungl. (18) x der Bedingung zu gentigen bat: 

(22a) | a; - *! | < | | — B 0 . 

Es l&fit sicb also aus jeder Beihe yon der Form 5$ geradeso wie. 
aus $J5(a;), fttr die Umgebung jeder im Innern deB Konvergenzbereiches 


< x ~ x ^ y 
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(d. h. also hier aufierhaZb des Kreises (0 )R QJ bzw im Falle i2 0 =» 0 aafier- 
halb des Nullpunktes) gelegenen Stelle x 1 eine mit $ gleichwertige 

Reihe ^(a;— x 1 ) n ableiten u } zum mindesten 1 2 ) gtiltig ftlr alle x im Innera 
desjenigen Kreises am x Xi welcher den Kreis (0)J2 0 von aufien bertlhrt, 
bzw im Falle JR 0 durch den Nullpunkt geht 
Bezfiglich der in der Form 

ap 

i 

auffcretenden Koeffizienten dieser abgeleileten Reihe sei nooh folgendes 
bemerkt 

Da filr jedes emzelne der Bedmgnng | a; | > .R 0 geniigende x auf 

unendlich viele Arten in der Form ^(x — x t ) dargestellt werden kann s ), 
so besitzt ^5 (^j Derivierte jeder Ordnung. 

(23) J!¥(s)■ ’ 

Dh andererseits (s. Gl. (21) ftlr h =jc -? 5C X ): 

00 00 00 

? (D =2 -IK2 a-i)’, 

1 10 

also als unendliche, in der Umgebnng der Stelle x 1 offenbar glmch- 

maftig konvergierende Reihe konvergenter Potenzreihen in (x — x x ) er- 
scheint, so findet man nach dem Satze von § 43, Nr. 2 (S. 325) die Deri- 

vierten von $P dnroh gliedweise Derivation, also: 

06 

(24) 

1) Der wahre Konvergenzbereioh dieeer abgeleiteten Reihe, eowie der Gflltig- 

keitsbereioh der Gleiohheit mit $ hum rich ja mOglioherweiee weiter er- 

etrecken Inwieweit dies wirklioh der Fall ist, wird ans sp&teren Betiachtungen 
hervorgehen. 

2) Ea braucht ja nur so anegew&hlt zn werden, dad der tun beeohrie- 
bene, den Kreis (0)22 # von aufien berfihrende Kreis die 8telle x im Innem enthiUt 
Da die bei Verschiebung von x 1 Bioh ergebenden abgeleiteten Reihen auseinander 
ableitbar Bind, bo folgt, dafi die ErgebniBBe der Definition (28) von. der Wahl der 
Stelle x l unabh&ngig Bind. 
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g 46 Die Derivierten von 

Nun iat (nach § 43, Gl. (19), (20), S. 327): 

D x x~ l -= — 1 ■ xr x ~ x (wegen: D x x — 1), 

also: 

Dlx~ x — + 1(1 + 1) • x~ x ~ 2 
B%xr x -= — 1(1 + 1) ( k + 2)-x~ x ~ 8 

Dlx~ x — (—lj!l(l + 1)... (1 + v— 1)'X~ X ~ V — v!(— l) v x~ x - v f 
so dafi Gl (24) nunmehr die Form annimmt: 


(26) 

Mit Benutzting dieses Ergebnisses laflt sioh die GL (22), welohe die Um- 
formung von ^8 in eine dbgdeitete ^ (x — Xj) liefert, jetzt folgender- 
mafien aohreiben: 

(26) f g) - V £) +J ,4 ? G)).., - 0 * - *■)’• 

Vergleicht man diese Beziehung mit der entsprechenden fflr eine Potenz- 
reihe von der Form $( 2 ;) geltenden, namlioh: 


(27) 


OB 

¥(*) - $00 + *2 rr $ (v) 0O ■ (* - ) y 
1, 

flO 

-- ?(*,) +^^(-z>:?(*».. ft -(*-*i)’, 


so zeigt sich vollkommene tTbereinstimmung, wenn man die eweite Form 
der rechten Seite von Gl. (27) ins Auge fafit. 

Dagegen sei ausdrQcklioh darauf aufmerksam gemaoht, dafl man in 
GL (26), um tTbereinstimmung mit der ersten Form von GL (27) zu er- 
zielen, nicht etwa Dlty duroh ersetzen darf. Man hat namlioh: 


OB 

“ 2 6 * ar ‘* +1 

1 

OB 

— x* ■ s^b 1 ar x ~ 1 

i 

— — x s ‘L m ^(~j (s. GL(25) fttr v — 1) 
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Daraus folgt weiter; 

vG)->.yg) 

-t 

Will man G-l. (26) auf eine der ersten Schreibweise von Gl (27) analoge 
Form bringen, so hatte man etwa zu setzen: 

?(^-) — fc(*) = 0(a?i + (x — xj), 

wo also D(a?) eine gewohnliche Potenzreihe in x — x y Yorstellt (vgl. 
Gl. (26)). Alsdann wird: 

*>:?d)- &">(*) (.--1,2,8, .), 


und man erhalt an Stelle von Gl. (26) die folgende: 

00 

(28) ?(i) - Q(«) - DW +2^i !D(,) (*i) (*“*.)’ 

Brsetzt man hier 
also 

so ergibt sich: 

00 

( 29 ) ? drx) - £l(a - *o) - Qfo - *„) - x 0 ) • (a - a,)' 


a; durch x — x 0 , 
x 1 durch — x 0 , 


(ganz analog mit § 44, Gl. (5), S 330). Dabei bedeutet x l eine beliebige, 
im Innern des durch eine Beziehnng yon der Form | x — x 0 | > oha- 

rahterisierten Konvergenzbereiohes yon die obige Trans¬ 

formation gilt zum mindesten fflr alle x, welche der Bedingung genfigen 
(s. Gl. (23)): 

(3°) \x ^ | < | *o I — -®o» 

also fflr alle Stellen x im Innern ernes nm x x beschriebenen Kreises, 
welcher den Kreis (x 0 )R 0 von aufien berflhrt, bzw un Falle — 0 
durch den Ponkt x Q geht. 

3. Eine Reihe yon der Form: 

+» 

P(x - x 0 ) »,(* - x oY, 

— 00 


(31) 



§ 48 Umformung von JP(x — x 9 ) in eine Reihe &(« — ®i)- 
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die etwa fQri2 0 <ja; — a; 0 |<J2 (wo R 0 ^.O, R beliebig groB, eventnell 
auch unendlioh) konvergieren mag, gestattet die Zerlegung: 

00 00 

(32) p ( x - *o) a v( x - x *y +2 a -^ x ~ x ^~ v 
- sp (x — x 0 ) + D (as — a 0 ), 

und zwar konvergiert alsdann ?P(ar — x 0 ) fllr | x — x 0 | < JR, £t(x — x 0 ) ftir 
| x — x Q | > jR 0 . Bedeutet dann wiederum x x eine beliebige, im Innem 
des Konvergenzbereiches Von JP(x — x 0 ) gelegene, also der Bedingung 
R 0 <\x l -x 0 \<R geniigende Stelle, so hat man; 


(33) 


1 

ftir: | x — x x | < R — \ x x — x 0 1, 

00 

&(z-* 0 ) - &(*! —* 0 ) +^}^&M(x x -x 0 ) • - x i) v 

i 

ftir: | x — x x | < | x x — x 0 | — jR 0 . 


Wird daher mit q die Tdemerp der beiden positiven Zahlen R — | x t — x 0 \ 
und | — x 0 1 — R 0f bzw im Falle R — \x x — x 0 | — | x 1 — x 0 1 — Rq diese 

Zahl bezeichnet 1 ), so dafi also: 

,o A n { ^ — I ^ — x o I» 

eo gelten die beiden Formeln (33) fiir | x — x x | < p gleicheeihg, und man 
gewinnt daher durch deren Addition mit Bartioksichtigong der Beziehung: 

SpMfo — *„) + OM(*i — «o) — — * 0 ) + D(*- 

- KP(X -*„).=* - -P’K®!-*.) 

die Entwicklung: 

oo 

(35) P(a-a 0 )~Pfo-3 0 )+J5j^ (x-xj* fiir: |3-ai|<<>. 

i 

Es laBt sich somit scbhefilich auoh eine Reihe von der Form P (x —r 0 ) 
gerade so, wie eine solche von der Form 5P(# — x 0 ), fQr die Umgebung 
jeder im Innem ihres Konvergenzbereiches gelegenen Stelle x t in eme 
v abgeleitet& Reihe nach pomtwen ganzen Potenzen von x — a?-, transformieren, 
und zwar zum mindesten fiir alle x im Innern eines um die Stelle x x 
beschriebenen Kreises, welcher bis an die nether gelegene der beiden 


1) Geometnach bedeutet also q den MiniinalabBtand der Stelle von den 
Konvergenzgrenzen. 
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Grenzen \x — x Q \ — Rq und \x—x c \^R, eventuell an beide, heranreicbt. 
Dabei entbalt die Entwicklungsformel (35) die entsprechenden ^ 

und $ (—^) = 0>(x — Xq) gefundene (a. Gl (33)) als spezielle Falle und 

reduziert sieb auf je eine dieser beiden, falls « y — 0 fUr v — — 1, — 2 
— 3 ,... oder a v =■ 0 fflr v — 0,1, 2,- 

4 Da, wie eben gezeigt, auB P(x — x 0 ) in analoger Weise, wie am 
ty(x — x 0 ) eine nacb positiven ganzen Potenzen von ( x — x x ) fortsohrei 
tende Reibe abgeleitet werden kann, bo lassen sich an diese Eigensobaf 
anob gewisee ganz analoge Folgerungen knflpfen, wie die frtiher fa 
Reiben von der Form — x 0 ) gefundenen. Insbesondere gilt der Sat- 
von § 44, Nr. 3 (S. 332) betreffend das Maximum und Minimum dea Ab 
solutwertes der Reibensumme aucb ftlr Reiben von der Form P(x—x Q 
(mit dem einzigen Unterscbiede, dafi bier an die Btelle des einen Ereise 
\x-x 0 \-r als Grenzen des fraglicben Bereiebes ewei Kreise treten 
\x-x 0 \-r 0 und | x — x 0 | — r, wo r 0 < r ). Und es gestattet der i: 
§ 44* Nr 6 (S. 334) bewiesene Satz, betreffend die Oleichheit zweier Pc 
tenzreiben bzw. ihrer Derivierten, unmittelbar die folgende Ubertragung 

Konvergieren die leiden Reihen P„ (x — x 0 ), P x (x—x t ) qleid 
z&tig fdr irgendeinen (zweifach ausgedehntcn) Bereich 58 un 
stimmen ihre Summen uberein fur (unendlich vtde) SteUen i 
jeder noch so Jcleinen Vmgebung einer im Innern von 99 gdegene 
SteUe a, so fndet diese Ubereinstimmung fur den ganzen Bereich i 
staU, und das gleiche gilt fur aMe Derivierten P^(x—x 0 ), P[ v) (x—x 1 

Um die Ricbtigkeit dieser Bebauptung zu erkennen, bat man m 
geradeeo, wie a. a. 0., doreb Transformation von P 0 (x -x 0 ), P^x—x 
in $P 0 (aj—a), (x—a) die Gflltigkeit der Beziebung P 0 (x—x Q ) — P^x—x 
auf eine gewisBe Umgdnmg der Stelle a anszndehnen und fllr diese d 
Existenz der Gleichbeit P 0 ^(x — a: 0 ) — P^ (x — x 1 ) zu ersohlieBen, s 
dann durcb weitere passende Transformationen von P 0 (x — x 0 ), P t (x—a 
in abgeleitete Reiben nacb positiven Potenzen die Gflltigkeit jener B 
ziebungen auf jede beliebige Stelle des Bereiebes 99 zu flbertragen. 

Nimmt man speziell x t — x 0 und beachtet, dafi nacb einem frftb 
gefundenen Satze (§ 38, Nr. 7, S. 290) aus der Oleichheit P 0 (x — a 
■■ P 1 (x — x Q ) fdr alle Stellqn einer Kreislinie \x — x 0 \ — r, bei gleic 
mfifiiger Eonvergenz, die Identitat von P 0 (x — x Q ) ' und P x (x — z 0 ) resi 
tiert, so ergibt siob mitBenutzung des unmittelbar zuvor abgeleiteten Satzi 

Konvergieren die leiden Reihen P Q (x — x Q ), P, ( [x — x Q ) glen 
zeitig fiir ein gewisses Ringgebiet 99 mit dem Mittdpunkte x Q u 
stimmen ihre Summen uberein fur (unendlich vide) SteUen in jet 
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noch so Meinen Umgebung einer im Innern von SB gelegenen 
Stelle a, so sind sie identisch 

Hieraus folgt als spezieller Fall, indem man P x {x — x^ anf eine Kon- 
stante A (endlich oder Null) reduziert: 

Nimmt die Reihe P(x — x Q ) fur Stellen in jeder Nahe einer 
im Innern des Konvergenssbereiches gelegenen Stede einen gewissen 
Wert A an, so besttzt sie durchweg den Wert A, d h. sie redu- 
eiert sich in Wahrheit mf das einzige Olied A 1 ) 

Hiemach kann eine Reihe P(x — die sich nicht auf erne Konstante 
reduziert, in jedem abgeschlossenen, vollstandig dem Innern des Konver- 
genzgebietes angehdrigen Bereiche Icemen Wert unendlich oft annehmen. 


Kapitel V. 

Begriff und allgemeine Eigenscliaften der monogenen analytisohen 
Funktion einer Yeranderlichen. 

§ 47. Definition der monogenen analytischen Funktion einer Yer- 
Snderlichen. — Eindentigkeit nnd Mehrdeutigkeit.—Regnlarlt&ts- 
nnd Existenzbereich. 

1. Es sei die Potenzreihe SP(a?|a; 0 ) konvergent fOr \x — x^\ < und 
es existiere irgendeine aus Sp(:r|fl: 0 ) abgeleitete Reihe S|}(a:|a; 0 , x^), deren 
Konvergenzkreis (x 1 )B 1 fiber denjenigen von Sp(a?|a; 0 ) hinausragt. Die 
Summenwerte von (:e|:e 0 , x x ) stimmen dann nach § 45, Nr. 1 (S. 339) 
fllr alle Stellen x des beiden Kreisen gemeinsamen Gebietes mit denjenigen 
von SP(z|# 0 ) Uberein und schlieflen sich fttr die benachbarten Stellen des 
neu hinzutretenden Konvergenzbereiches stetig an die ersteren an. Es 
definieren somit die beiden Reihen ^5(a;|a; 0 ) nnd Sp(a;|a; 0 , x x ) zusammen 
far das Innere des aus den beiden (sich teilweise fiberdeckenden) Kreisen 
(x q )Rq und (aji^ zusammengesetzten Bereiches eine eindeutige, endUche 
und stehge Funktion f(x), die aberdies Derivierte (also auch Differential- 
quotienten) jeder Ordnung besitzt. 

Man bezeiohnet (#|a; 0 , x t ) als eine mcdytiscke Fortsetzmg von 
S|$(a;|:r 0 ). Jede analytisohe Fortsetzung von SP(as|a; 0 , a^) gilt sodann auch 
als analytische Fortsetzung von (x \ x 0 ). Auf Grund dieser Festsetzung 
geben wir die folgende Definition: 


1) Belbatrerst&ndlioh umfafit dieBe AuBgage auch den Fall, dafi in P(ce — a: 0 ) 
die eine Kategorie von Potenzen nur in endlioher Anzahl vorkommt oder g&ni- 
lioh fehlt. 
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Unter einer analytischen Funktion verstehen wir eine 
Reihe von der Form ^5 (®|« 0 ) mit alien moglichen analytischm 
Fortsetzungen. 

Jede der in diesem Zusammenhange vorkommenden Potenzreiheu 
heiflt ein Element der betreffenden analytischen Funktion, ^5 (a; | ar 0 ) ina- 
besondere das primitive Element. Da von irgend ewei Elementen jedes aus 
dem anderen ableitbar ist, so ist ersichtlich, dafi jedes Element die Rolle 
des primitiven ttbernehmen kann. Dorans folgt: 

Dte anodytische Fwnkticn ist durch jedes beliebige ihrer 
Elemente in ihrem ganzen Verlaufe bestimmt. 

Um dieses Herauswachsen der Funktion aus iigend einem ibrer Ele¬ 
mente zu oharakterisieren, wird sie naoh dem Vorgange yon Weierstra/i 
nach Bedarf noch ausdrficklich mit dem Beiwort monogen (— aus einem 
Elemente erzeugt) bezeichnet. 

2. Die bei der obigen Definition der analytischen Funktion zugelas- 
senen unbegrenzten Moglichkeiten der analytischen Fortsetznng lassen 
sofort erkennen, dafi eine solche Funktion eindeutig, mehrdeutig } sogar 
unendlich vieldeutig sein kann. Um diese Begriffe etwas genauer zu fixieren, 
wollen wir zunachst annehmen, die Veranderliche x werde auf einen zu- 
Bammenhangenden, yon einer oder mehreren geschlossenen Eurven be- 
grenzten, endlichen Bereich 93 beschrankt (z. B. einen Kreis, ein Rechteck} 
oder auch einen Ereisnng, ein Rechteck, aus dessen Innerem mehrere 
Stficke durch Ereise ausgeschlossen sind) Es sei dann irgend ein in 
93 gelegener Pankt, ^3 (j? | a? 0 ) eine in der Umgebung von x 0 konvergierende 
Potenzreihe, die mnerhalb 93 mit Hilfe der Zwischenpunkte x v x i} .. x n 
bis zu einem Punkte x' fortgesetzt, also in $ (x\x Q , x x ,.. , x^, x') fiber- 
gefflhrt sein mag. Denkt man sich die Punkte a; 0 , x lf ..., x m} x durch 
eine vollst&ndig im Innern von 93 verlaufende gebrochene Linie £ ver- 
bunden, so soil gesagt werden, es sei *P(a|:c 0 ) longs des Weges oder mf 
dem Wege £ bis zur Stelle x' fortgesetzt, d. h. m eine Reihe nach posi- 
tiven Potenzen yon (x — x') transformiert worden. Nun werde diese letz- 
tere Reihe auf einem anderen , etwa fiber Punkte x\, x\, ...x n ffihrenden 
Wege £ wieder zur Btelle x^ zurfickgef fihrt, so dafi also als Endergebnis eine 
Keilie von der Form a SP(*K, .. x m , x', x'„ x„) ei> 

scheint, die durch sukzessive analytische Fortsetzung langs des geschlos¬ 
senen Weges £ + £^ aus (x\ x 0 ) hervorgegangen ist Dann liegt zunachst 
keinerlei Grand zu der Annahme yor, dafi ^ (x \ x 0 ) mit (a; | a? 0 ) identisch 
sein mfisse. Denn der ma^gebende Grand, der bei einer frfiberen Betrach- 
tung ahnlicher Art (s. § 45, Nr. 2, 9. 340) zu einem derartigen Schlufi 
ffihrte, bestand darin, dafi bei dem ganzen Ableitungsprozefi daw Innere 
des Konvergenzkreises von ^5 (a?| a; 0 ) memals verlassen wurde und infolge- 
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dessen der Summenwert von ^ (x | x 0 ) ale wirksames tertium comparaHonis 
bestandig zur YerfQgung stand In dem voriiegenden Zusammenhange 
wird man dagegen im allgemeinen darauf recknen mfissen, dafi ^(^l^o) 
von ^3(g|# 0 ) verschieden ausfallt (wie flbrigens durck Beispiele einfackster 
Art, deren Bekandlung mdessen an dieser Stelle den Stand nnserer Hilfs- 
mittel flbersckreiten wfirde, sick leickt bestatigen liefie). Wird dann 
wiedemm langs des gescklossenen Weges £ + S' analytasch fort- 
gesetzt, so mufi die anf diese Weise zum Yorsckein kommende, etwa mit 
?*(*!*<)) zu bezeichnende Reike (wie man unmittelbar durck Rficktrans- 
fonnation kings des Weges £' + £ erkennt) von ^ (x | x 0 ) nnd kann ttber- 
dies ancb von ^(ar|a; 0 ) verschieden sein. Da diese Scklnfiweise sick un- 
begrenzt fortsetzen lafit, so gewinnt man kiernach die Yorstellnng von 
dem Znstandekommen einer unendlich-vidtverhgen oder viddeutigen ana- 
lytischen Fnnktion f(x), deren Werte in der Umgebung von x 0 auBer 
durck das primitive Funktionselement $P(:e|£C 0 ) durck eine unbegrenzte 
Folge weiterer Funktionselemente: ^ (#[:r 0 ), ^PaC^l^o)? ■ • dargestellt 
werden. 

Es bestekt aber auck die Moglicbkeit, dafi bei dem angegebenen Yer- 
fahren in der Folge der aus (x \ x 0 ) sukzessive entstehenden Funktions¬ 
elemente ■ em bereits einmal dagewesenes schliefi- 

lich wiederkdwt. In diesem Falle kann fibrigens das erste tiberkaupt 
wiederkekrende Element kein anderes sein, als das primitive Element 
^(ic|£c 0 ). Da n&mlick jeder einzelne der in Frage kommenden Fortsetzungs- 
prozesse umkekrbar ist (vgl § 45, Nr. 2, S. 340), so sind durck jedes ein¬ 
zelne Element nickt nur alle folgenden, sondem auck alle vorkergekenden 
vollstandig bestiramt Es kann also em bereits einmal vorgekommenes 
Element $p„(a;|a; 0 ) nickt wiederkekren, bevor nickt alle seine Yor ganger 
gleickfalls wiedergekekrt sind, es mufi also insbesondere $|$(a?|:r 0 ) wieder- 
gekekrt sein, eke irgend eine der $P„(#|£ 0 ) (v — 1, 2, .. .) wiederkekren 
kann: in der Tat ist ja auck (a; | a^,) das einzige Funktionselement, fiber 
dessen YorgSnger noch mcht verffigt ist. Tritt also der in Frage stehende 
Fall em, so wird auck bei unbegrenzter Wiederkolung der analytiscken 
Fortsetzung langs des gescklossenen Weges £ + £' ein bestimmter ZyTdus 
von Funktionselementen, etwa deren m: $p(a;| x 0 ), ^- 1 0&I# 0 ) 
bestandig wiederkekren. Und wenn nickt etwa andere in S3 verlaufende 
gescklossene Wege vorkanden sind, welcke eine nock hohere Yielwertig- 
keit erzeogen, so werden wir sagen, dafi das Funktionselement ^5 (a? | a? 0 ) 
im Innera des Bereickes S3 eine daselbst m-deutige (endlich-vieldeutige) 
analytiscke Fnnktion erzeuge. 

Es bleibt sckliefilick nock der Fall fibrig, dafi die analytiscke Fort¬ 
setzung von $($(a;|ir 0 ) fiber den gescklossenen Weg £ + £' sckon naok dem 
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ersten Umlauf wieder nut SP(;z|£ 0 ) endigt. Dann konnten freilich andere 
in S3 verlanfende geschlossene Wage zu anderen Ergebnissen ffihren. 
Wird aber angenommen, daB ffir jeden von x 0 ausgebenden und in S3 ver- 
lanfenden geschlossenen Weg das namliche Resultat znm Vorschein 
kommt, so erkennt man leiclit, daB dann die im Bereicbe S3 erzeugte 
Funktion nicbt nur ffir eine gewisse Umgebung der Stelle x ot sondem im 
ganzen Bereich S3 als eindeutige verlauft Wird namlich eine Stelle x 
ganz beliebig im Inn era von S3 angenommen und gebt etwa $j3(#|a; 0 ) bei 
Fortsetzung langs lrgendeines von x 0 nach x' ffihrenden Weges in ^ (x\x) 
fiber, so wird bei weiterer Fortsetzung fiber einen ganz beltebigen in S3 
wieder naob x 0 ftibrenden Weg S', der mit £ zusammen einen geschlos- 
senen Weg von x 0 zu x 0 bildet, wieder in (x | x 0 ) ttbergeffihrt 

werden. Dann folgt aber wiederum aus der Umkehrbarkeit der dabei be- 
teiligten Ableitungsprozesse, daB umgekehrt ^5 (x | x 0 ) aucb bei Fortsetzung 
Lings des Weges &' in ^ (x | x') fibergeben muB Das zn einer beliebigen 
Stelle x' gehorige Funktionselement ist also em vom Fortsetzungswege 
vollig unabhangiges, eindeuhg bestimmtes, die durcb das Funktionsele¬ 
ment (a;j£c 0 ) definierte analytische Funktion verlauft also bei Beschran- 
kung auf den Bereicb S3 durcbaus eindeuhg 

3. Lafit man jetzt die der Veranderlichen x auferlegte Beschrankung 
auf den Bereicb S3 fallen, so kSnnen bei weiterer analytischer Fortsetzung 
naturgemaB nocb Steigerungen einer bereits vorbandenen VxeldeuhgJeeit 
der aus dem Anfangselemente (a; | rr 0 ) erzeugten analytischen Funktion 
f{x ) eintreten. Erweist sicb msbesondere eine bei der ursprfinglicben Be¬ 
scbrankung auf den Bereicb S3 eindeuhg verbliebene Funktion nunmebr 
bei Ausdebnung der analytiscben Fortsetzung als mehrdmtig, so sagt ma n 
das Element ^J(x|a: 0 ) mit seinen auf den Bereicb S3 beschrankten Fort- 
setzungen stelle daselbst einen exndeutigen Zweig einer (endlicb oder 
unendlich) vieldeutigen analytiscben Funktion f(x) dar. Bleibt dagegen, 
soxoeit uberhaupt eine analytische Fortsetzung moglich ist, die EmdeutigTceit 
zunacbst in dem Sinne erbalten, daB das primitive Element $P(#|£ 0 ) 
bei analytiscber Fortsetzung auf jedem fiberbaupt mogbcben geschlosse¬ 
nen Wege immer wieder in sicb selbst flbergeffihrt wird, so ist die be- 
treffende analytische Funktion, soweit sie fiberbaupt ezistiert, auf Grund 
des am Schlusse der vorigen Nuramer Gesagten schlechthin erne ein- 
deutige, derart, daB ffir jede Stelle xf, nacb welcber eine analytische Fort¬ 
setzung fiberbaupt moglich ist, nur ein emziges, vom Fortsetzungswege 
vfillig unabbangiges Funktionselement ezistiert. 

4. Wir bezeichnen jede eindeutige Funktion fix') oder einen gewissen 
eindeuligen Bestmdtexl („Zwexg lt ) einer meJvrdeutigen Funktion f(x) (und 
zwa!r gleichgflltig, ob f(x) von vornherein als a/nalyhsche Funktion oder 
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aber in anderer Weise, z. B. durch einen arithmetischen Ausdruck definiert 
ist) als regular 1 2 3 ) ftlr x — x' oder an der Stelle x wenn der Wertvorrat 
von f{x) bzw. ein bestimmter Toil desselben ftlr x — x' und eine gewisse 
Umgpbung \x — x'\ < q m der Form 5J5(ir|a;') darstellbar ist. Die Stelle x ’ 
beifit sodann eme Stelle regularen Verbaltens oder auch ktirzer eine regur- 
lare Stelle ftlr die Funktion f(x) bzw einen gewissen Zweig der Funktion 
fix). Um diese Bezeichnung in angemessener Weise auf die Stelle a; — oo 
auszudehnen, bat man zn beaehten, dafi auf Grand unserer frtlheren Fest- 

setzungen unter f(o o) die Funktion /’(“*) ftlr y — 0 zu versteben ist, deren 

regidares Verbalten andererseits eine Darstellbarkeit in der Form ^5(y) 
etwa ftlr |y|< p verlangt. Danacb betracbten wir als defimerende Eigen- 
aobaft des regularen Verbaltens von f{x) ftir x — oo eine Darstellbarkeit 
in der Form etwa ftir \x \> B — *) 

Die Gesamtbeit der Stellen x' (mit eventuellem Einscblufl der 
Stelle oo), an welcben eine analytische Funktion f(x) sicb regular ver- 
balt, mufi auf Grand der oben bescbriebenen Entstebungsweise emer a/na- 
lytischen Funktion aus irgend einem ibrer JElemente stets einen zusammen- 
hangenden, die £-Ebene oder aucb nur emen Teil derselben ein- oder 
mehrfach uberdeckenden Bereich bilden, den wir als den Regidaritatsbereich 
von f{x) bezeicbnen 

Es wird sicb spater zeigen, dafi der Regularitatsbereich einer ana¬ 
lytischen Funktion fix), die sicb nicbt auf eme blofie Konstante reduziert, 
mcht alle Stellen x einscbliefilich x =* oo umfassen kann, also stets be- 
grenet sein mufi. Die Qrenzen des Regtdaritatsbereiches konnen offenbar 
nur aus Punkten besteben, welcbe den Konvergenjsgrenaen der Funktions- 
elemente angehoren oder Hdufungsstdlen von solcben Punkten sind: denn 
jede Stelle im Innem des Konvergenzkreises ernes Funktionselementes ist 
ja ftlr fix) eine reguldre Stelle. 1m Gegensatz bierzu bezeicbnen wir jede 
Stelle a auf der Grenze des Regulariktisberetches als eine singuldre. Aus 
dem Gesagten gebt bervor, dafi in bdiebiger Nahe jeder singuldren Stelle a 
stets aucb (unendlicb viele) Stellen x' regularen Verbaltens liegen mfissen 
und dafi andererseits keine ftlr eine gewisseUmgebung von a konvergierende 
Eeibe — a) existiert, derart, dafi ftlr die mit sf bezeicbneten Stellen die 
Beziebung fix') —(#'— a) bestebt. Nicbtsdestoweniger kann fix) (genauer 
gesagt, eine eindeutige Funktion/"(a;) bzw. ein oder m ebrere bestimmte Ztceige 8 ) 

1) Nach dem Vorgange franzBaischer Mathematiker bedienen. aich viele Autoren 
in dem gleichen Sinne der Bezeiohnung holomorph. 

2) Eme notwendige Bedingung fflx dieses reguldre Terhalten bestebt dann 
offenbar in der Besehr&nktheit von | f(x) | fflr |®| > .R 

3) Andere Zweige von f(x) kOnnen sioh sogar ftlr x a reguldr verhalten. 
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einer mehrdeutigen Funktion fix)) fttr x-*a noch vollkommen defmiert sein, 
sofern aich unter den erzeugenden Funktionselementen solche befinden, die 
fttr x — a noch Tconvergieren. Da f(x) an solchen Stellen noch existiert, 
so bezeichnen wir den Regularitdtsbereich mit Emschlufi dieser Grems- 
stellen als den Existembereich von fix). 1 ) 

Im tibrigen kann der Regularitdtsbereich einer andlyUschen Funktion 
die unendliche #-Ebene mitAusschlufi eines einzigen Punktes, einer endlichen 
oder abzahlbaren Menge von Punkten, sowie irgend welcher nicht ab- 
zahlbaren Punktmengen (z. B. Linien, Flachenstttcke) umfassen oder aucb 
auf ein endliches, volIstSndig begrenztes Flachenstttck beschrankt sein. 
Die ancdytische Funktion existiert allemal nur im Innem dee Regularitats- 
bereiches mit Himunahme der oben naber bezeickneten Grenestdlen. 

5. Beispiele verschiedener Art fttr die vorstehend angedeuteten Mog- 
lichkeiten werden sich im Lanfe der weiteren TJntersnchnngen ergeben. 
Hier soli nur anf je einen besonders einfachen Typus von analytisohen 
Fnnktionen hingewiesen werden, welcher geeignet erscheint, das Vor- 
kommen eines wnendlich grofien nnd eines endlichen Regularitatsbereiches 
zu veranschaulichen. Es handelt sich dabei um solche analytische Funk¬ 
tionen, welche fttr alle Stellen ihres Regularitatsbereiches in der denkbar 
emfach&ten Weise, namlich durch ein emeiges Funktionselement vollstandig 
dargestellt werden, was offenbar dann und nur dann der Fall ist ; wenn 
das primitive Funktionselement entweder bestdndig konvergiert oder aber 
fiber einen bestimmten endlichen Konvergenzkreis uberhaupt nicht fort- 
gesetet werden kann 

Ein Beispiel der ersten Art liefert die bestandig konvergierende Po- 

eo 

tenzreihe ^ (#) Der Regularitatsbereich besteht hier aus der 

o _ 

ganzen a?-Ebene mit einzigem AusschluB der Stelle x — oo, welche sicher 
eine singuldre ist*), da | ?P(a;) | (nach § 38, Nr. 1, S. 282) fttr hinlftnglich 
grofie | x | unter anderen Werten auch bdiebig grofie annimmt. Funktionen 
dieser Kategorie werden als game transsendente Funktionen bezeichnet 
(die sich auf game rationale reduzieren, wenn das definierende Funktions¬ 
element bei einem bestimmten Gliede abbriclvt). 

Wir betracbten zweitens die fttr \x\ < 1 konvergierende Reihe: 

^(*) = J?* 1 " 

_ o 

1) Man pflegt sogar anoh noch solche Grenestellen dem JSxiatenebereich zu- 
zureohnen, an -welchen f(x) der (nneigentliohe) Wert oo beiznlegen iBt, also f(jo) 
als „uneigentlich“ defintert angesehen wird (vgL § 16, Nr 8, 01,(9), (9 a), S. 144 j 
§ 67, Nr. 2 im AnBchlnfi an OL (6) nnd (7), 8. 480. 

2) VgL Fuflnote 2 anf der vongen Seite 
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Da dieselbe fQr x — 1 nach + 00 diver giert, so bat man naoh dem 
Satze von § 32, Nr. 6 (S. 268) bei reellen, positav wacbsenden Werten 
von q :lim — + °°> mithin wird ^5(p) ftlr binlanglich grofie Werte 

von p < 1 bdtebig grofi. 1 ) Daraus folgt aber, daB der Konvergenzkreis 
Jceiner ans ^ (x) direkt ableitbaren Reibe die Stelle x —« 1 im Innem 
entbalten kann. Die Stelle x =■ 1 ist also eine singulare fQr diejenige 
analytische Funktion f(x), welche durcb das Fnnktionselement $P(a;) 
definiert wird. 

Setzt man femer: 

(» i» 


so folgt zunachst: 


Da aber: 


IP(*)lkl«.WI-i(¥.w)| 

^ I *.(*)! — * (f»r |®|^1). 


0 0 


so erkennt man, dafi fft n (x) und folglicb aucb |5J3(#)| naob + oo divergiert, 
falls x v — 1, d. h. ftlr die 2” Werte x , welche die Wurzeln dieser Glei- 
cbnng bilden nnd die, wie frtiber gezeigt wnrde (s. § 34, Nr 5, S. 267), 
durcb 2* aquidistante Punkte auf dem Einbeitskreise reprasentiert werden. 
A us der zuvor bentltzten ScbluBweise folgt dann, dafi jede dieser 2” Stellen 
(unter denen aucb die Stelle x — 1 entbalten ist) eine singulare ftlr fix) 


1) Dies laflt nob auoh in folgender Weise direkt verifiziereu. If an bat 
(nach Ij, { 88, S. 199, Ungl. (10)) fflr jedes noch bo grofie v: 

l\ r - , / I 'V —• 

e * 


( 1 +t)’<*’ ‘ 1 ” 


Nun ist fflr jedes noch bo grofie n nnd q < 1: 

% 


Setzt man jetzt: 


bo wird* 


Q> -(zugleioh < 1), 

n+1 


1 + 2« 


?(e)> 


also durcb die Wabl von n bdtebig grofl. 



362 Abschmtt L Eap.V Allgejneine Eigenschaften analytischer Funktionen. Nr 1. 


Bern muB. Da es aber freisteht n unbegrenzt zn vergrofiem, bo ergibt sich 
schlieBlich, daB in bdiebiger Nahe jeder auf dem Einbeitskreise willkttr- 
licb angenommenen Stelle solcbe singulare Stellen liegen mttsflen. Infolge- 
dessen erscheint aber die Mogliohkeit, ^(a) fiber den Embeitskreis ana- 
lytisch fortzusetzen definitiv ausgeschlossen: das Funktionselement $p(;z) 
definiert die mit f(x) bezeichnete andlytische Funktion voMstandig, msofern 
diese letztere aufierhalb des Einbeitskreises uberhaupt nicht existiert. 

Das gleiohe gilt fibrigens aucb fttr die Potenzreibe: 

00 

o 

welche gleichfalla den Konvergenzradius 1 besitzt (wegen: lim *j/'2 v = 1), 

V -> 00 

sicb Ton der zuvor betrachteten Beihe jedoch dadurch unterfl cheidet, daB 
sie anf dem ganzen Einbeitskreise nocb absolut und gleicbmafiig kon- 
vergiert, also daselbst eine nocb endlich und stetig bleibende Funktion 
definiert. Ware namlicb die Beibe &(x) fiber den Einbeitfikreis fortsetz- 
bar ; bo mfifite dies gleicbfalls ffir ibre Denvierte D' (x) , also aucb ffir 
x • £l'(x) gelten, was aber auf Grund des zuvor gefondenen Ergebnisses 
nicht der Fall iflt, da ja: 

00 

*■£!'(*) ■vS*’” “?(*)• 

0 

§ 48. Analytischer Gharakter elner in einem zusammenMn genden 
Bereicbe eindentig deflnierten Funktion regul&ren Yerhaltens. 

1. Es sei eine Funktion cp\x) ffir jede Stelle im Innem eines aus 
einem oder znehreren (im einzelnen) zusammenhangenden Stficken be- 
stehenden, Bereiohes 58 eindeuMg definiert 1 ) und regtdaren Verhcdtens, so 
daB also ffir eine gewisse Umgebung jeder im Innem von 58 gelegenen 
Stelle x 0 eine Beziebung von der Form: 

(1) q>(x) - Sp 0 (3 J x 0 ) (etwa fttr | x - x 0 1 < r 0 ) 

besteht. Dann soil | x 0 ) das eur SteUe x 0 gehorige Funktionselement 
yon <p(x) beifien. 

Hat das zu einer anderen Stelle x % gehorige Funktionselement: 

(2) tp(x) — (a; | x t ) (etwa fttr | x — x 1 1 < r,) 

ein Stfiok seines Geltungsbereicbes mit demjenigen von 5p o (# | £c 0 ) gemein, 

1) a B in der Weise, dafl tp(x) einen arithmetischen Ausdruck mit den frag- 
liohen Eigenschaften bedeutet. 
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so nennen wir die Funkt] onselemente $|3 0 (;z | x 0 ) und 1^) zusammen- 
hdngend. Und wir bezeicbnen die Funktionselemente: 

^PoO* 7 I X o)j $1 ( X I ^l)) ■ • ■ | x n) 

sis eine Folge eusammenhdngender Funktionselemente, wennjedes mit dem 
folgenden zusammenhangt. Da sodann ftlr je zwei konsekutiye Glieder 
dieser Folge 5p r (a;|a; r ), 5P P+1 (a; | x v+1 ) ein gewisser Bereicb existiert, in 
welchem: 

H?vOK 

1 ™ ^Pr +1 ( X I X v + 1) f 

so sind sie nach dem Satze von § 45, Nr. 3 (S. 342) aus emander dbletfbar. 
Daraus folgt schlieBlich, daB unter den gemachten Voraussetzungen 
«P„(*|<0 auB 5P.(*W a 5geleitet werden kann und umgekehrt, oder noch 
allgemeiner ausgesprochen: 

Hat mam, ewe Folge eusammenhangender Funktions - 
demente, so istjedes dersdben aus jedem anderen ableitbar. 

Es gilt aber auch der umgekehrte Satz: 

Leitet man am irgend einem Funktionselemente SPoO^o) von 
<p(%) suhsessive die Potenzreihen 

I X 0> x i)f %o(* I X 0t X \t ®1 )t * ■ • ^PoC 37 I X 0t X U ■ • ■ X n) 
in der Weise ah, dafi jede Stdle x v +i (v-0,1,.. , n — 1) inner- 
hadb des Gdtungsbereicks der Beeiehung tp(x) =* $)3 0 (x\x Q , x lf ...,x y ) 
liegt, so sind diesdben identisch mit der Folge eusammenhdngender 
Funktionsdemente von q>(x): 

^Pi i. x I x C)> ¥tt*l*i)» ■•■¥•(*!*•)■ 

Derm aus 

V(®)-R(*l*e) 

und 

folgt zunachst: 

¥o(*ko;®i)-v(®) 


(ftlr eine gewisse Umgebung von a^). Da aber andererseits: 
so folgt weiter: 

¥o(*l*b. *i) = $Pi(*l*i) usf - 

2. Der Radius r 0 , ftlr welcben die Beziehung (1) besteht, bat ftlr jede 
Stelle x 0 erne bestimmte, mit x 0 im allgemeinen veranderliche obere Grenee , 
welche mit r(x 0 ) bezeicbnet werden moge und der zum Funktionselement 
^ 0 {x\x 0 ) gebonge Gdtungsradius heiBen soli Dieser Gdtungsradius kaun 
offenbar keinesfalls grofier, moglicherweise aber kleiner sein, als der Kon- 
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vergengradius von (, x I #o)- Das letztere ist sicher dann der Fall, wenn 
der Konvergenzkreis von ?P 0 (x \ x 0 ) fiber den mit © bezeichneten Bereioh 
hinausragt, da ja die Definition von cp(x) sicb ausschliefilich auf das 
Innere von S3 erstreckt. Sonet aber fallen, wie sich sogleicb ergeben wird, 
beide Radien zusammen. Zunacbst zeigen wir folgendes: 

Der Geltungsradius r(® 0 ) ist im Innem von S3 bei verdnder- 
Uchem x 0 erne stetige Funktion von x 0 
Be we is. Es bedeute x y irgend erne innerhalb dee Kreises (a? 0 ), r($ 0 ) 
liegende Stelle, so kann man aus [ x 0 ) eine Reibe | x 0} x x ) ab- 
leiten, und man bat sodann: 

(3) <p (x) — «p 0 (*I x o) x i) eum mindesten fttr: \x—x t \<r ( x 0 ) —|rc 0 —|. 
Andererseits bat man nacb Voraussetzung: 

(4) tp(x) » ^(^1^) far: \ x -x lL \<r(x t ) f 

und da die Reiben $|3 0 (a: I x o> x i) ^(^1^) identiscb sein mfissen, so 
folgt, dafi: 

(5) r(xr(x 0 ) - \ x 0 — x x |. 

Nimmt man nun x 1 von vomberein so an, dafi: 

I ®o x t I 

so lehrt Ungl. (5), dafi: 

'W > M*o)- 

Daraus gebt hervor, dafi x 0 sicber im Innem des Kreises (a^), r(^) 
liegt. Infolgedessen lafit sicb in derselben Weise, wie die Ungleicbnng (5), 
die mit dieser analoge Beziebung erscbbefien: 

(6) i — a? 0 1 - 

Aus der Zusammenfassung von (5) und (6) ergibt sicb sodann: 

und daber: 

i r (®i) — r ( x o) I ^ I l> 

so dafi also | r(x^) — r(a? 0 ) j gleicbzeitig mit \x x — x 0 \ bdiebig Idem wird, 
Somit ist in der Tat r{x) im Innem des Bereicbes © eine (positive) stetige 
Funktion von x. 

3. Sei jetzt wiederum 

( 7 ) 9>(«)“^o(®l«o) 

ffir eine gewisse dem Bereicbe © angebfirige Umgebung der Stelle x 0 . 
Femer sei x' eine ganz beliebige Stelle im Innem des Fonvergene bereicbes 
von (x | a? 0 ) und eines die Stelle # 0 enthaltenden zusammenbangenden 
Stflokes ©' des Bereicbes ©. Dann soli gezeigt werden, dafi die Beziebung 
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(7) sich auch auf die Stelle x = x' erstreokt Yerbindet man x 0 und x r 
durch einen im Bereiche S3' verlaufenden Streckenzug, so gehort zu jedem 
seiner Pnnkte ein bestimmtes Funktionselement und die Geltungsr&Aien 
aller dieser Funktionselemente mtlssen mfolge der eben bewiesenen Stetig- 
keit ein gewisses von Null verschiedenes Minimum r haben. Wird dann 
4 f<r angenommen und schaltet man auf dem Streokenzuge x Q x f Punkte 
x v x v . . x n _ t so ein, dafi: \% v — x v _ x | ^ 2p (fill 1 v — 1,2,... n und x n = aj'), 
so bilden die Funktionselemente 


eine zusammenhangende Folge, da ja der GeUungsr&dma jedes einzelnen 
Funktionselements grower als q ist, mi thin je zwei konsekutive Funktions¬ 
elemente ein Sttlck gemeinsamen Konvergenzbereiches besitzen Infolge- 
dessen ist | x') (d. h. das zur Stelle x' gebSrige Funktionselement 
von tp(x) aus ?P 0 (*I ^o) oibleitbar und, da $j3 0 (a; | x 0 ) noch fiir x = x' kon- 
vergiert, an der Stelle x' mit ( x I ^o) gleichw&rtig , so dafi also, wie be- 
hauptet: 

Somit findet man: 


Der Geltungsbereich jedes einzelnen Funlctionselementes 
wsi/reckt sich auf den gesamten Konvergenzberetch der 
betreffenden Potenzreihe , soweit dersdbe dem Innern eines eke Stelle 
x 0 enthaltenden zusammenhangenden Stiickes von S3 angehort Wenn 
also dieser Konvergenzbereich nicht uber S3 hinausragt, so sind 
GeUungs- und Konvergenzradius identisch. 


Dieses zunachst outer der Voraussetzung abgeleitete Resultat, dafi 
es sich um Funktionselemente der Form | x 0 ), also mit im Endlichen 

gelegenem x 0 handelt, lafit sich durch die Substitution x = -i- ohne wei- 
teres auch auf den Fall Ubertragen, dafi <p(x) im Unendlichen durch ein 
Funktionselement von der Form 5|5 dargestellt wird. 


4. Die soeben benutzte Beweismethode liefert noch ein weiteres, fib- 
die Folge als fundamental anzusehendes Resultat. 

Es sei jetzt S3 em zusammenhangender, also aus einem einzigen Shucke 
bestehender, Ubrigens beliebig begrenzter Bereich, den wir vorlaufig als 
endlich annehmen wollen. Im Inneren von S3 sei dann wiederum q>(x) 
eindeutig definiert und fttr jede einzelne Stelle regular. Sind daim x Q , of 
zwei ganz beliebige im Innern yon S3 angenommene Stellen, $P 0 (x | x 0 ) 
und $P(a; | ccf) die zugeordneten Funktionselemente, so lafit sich auf dieselbe 
Art wie in Nr. 3 zeigen, dafi dieselben auseinander ableitbar sind. 
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Man gewinnt somit den folgenden Hauptsatz: 

Eine im Innern eines behebigen, tm Endlichen gelegenen, zu- 
sammenhangenden Bereiches © emdeutig definierte und fur jede 
einzelne SteUe regulate Funktion <p(z) ist ebendaselbst ein ein- 
deutiger Zweig einer monogenen analytischen Funktion: jedes 
Hirer, dem Bereiche © angehorigen Funktionselemente ist ausjedem 
anderen auf bdkbigem im Innern von © verlaufenden Wege ab- 
lerbbar, so dafi also dutch irgend eins dieser Funktionselemente der 
game Verlauf von <p(x) im Bereiche © voUkommen eindeuitg be- 
ist. 

Zusatz. Aus dem Satze you § 44, Nr. 3 (S. 332), betreffend das 
Maximum und Minimum dea Absolutwertes einer Potenzreihe folgt zu- 
naohst, dafi (pip) (d. h. schliefilich jede im Innern eines zuaammenhangen- 
den Bereiches © eindeutige und regulate Funktion) im Innern yon, © kein 
Maximum und, falls durchweg Yon Null yerschieden, auch kein Minimum 
des' absoluten Betrages besitzen kann. Bedeutet also ©' irgend einen dem 
Innern yon © angehorigen aibgeschlo&senen Bereich, so folgt weiter: 

|g?(a:)| besitzt fur den Bereich ©' einen bestimmten Maxi¬ 
mal wert } welcher nur auf der Begrenzung von ©' angenommen 
wird. Das gleiche gilt bezuglich des Minimaltoertes, falls im 
Innern von ©' durchweg \<p(x) | > 0. 

5. Erstreckt sicb der fragliohe Bereich © ins Dnendliche, ohne das 
gesamte unendliche Gebiet, etwa |^|>E, zu enthalten, mit anderen 
Worten, ist die Stelle x — oo kein innerer, sondern ein Bandpmkt yon 
©, so bleibt der obige Hauptsatz offenbar ohne weiteres in Kraft: denn er 
gilt ja fdr jeden noch so grofien endlichen Teilbereich yon ©, also in 
der Tat ausnahmslos „im Innern u yon ©. 

Liegt dagegen die Stelle x =■ oo im Innern des Definitionsbereiches 
von tp(x ), besteht also eine Beziebong tp(x) — etwa fQr M>-H> 

und wird in diesem Bereiche eine Stelle x 0 ganz beliebig angenommen, so 
laflt sich ja in eine Potenzreihe $(# | x 0 ) transformieren (s. § 46, Nr 2, 

S.349), welche infolge der Beziehung <p(x) — (x \ x 0 ) mit dem zur Stelle 
x 0 gehdrigen Funktionselement ?P 0 (x \ x 0 ) identisch sem mufi Zngleich er- 
gibt sich hieraus, dafi der Geltungsbereich der Beziehung <p(x) — ^Po(*l*o) 
mindestens das Gebiet \x — x 0 | < |;r 0 | — JR umfaflt, also den Kreis um 
x 0 , welcher den Kreis (0)i2 yon aufien berilhrt. Da andererseits fllr 
etwaige der Bedingung | cc | <£ JR genfigende Stellen des Bereiches © die 
oben gefundenen Ergebnisse gdltig bleiben, so folgt, dafi wiederum jedes 
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beliebige Functions element auf beliebigem Wege ans abgeleitet 

werden kann, somit der gauze Verlauf von <p(x) im Innern von © durch 
das Fnnktionselement vollkommen eindeutig bestimmfc ist, 

Eb bleibt aber auch nooh zu zeigen, dafi umgekebrt das Fnnktions¬ 
element durch jedes der Funktionselemente ?P 0 (a; | $ 0 ) bestimmt ist 

bzw. darans ^abgeleitet" werden kann. Dafi dabei an einen direkten „Ab- 
leitnngsprozefi" in dem sonstigen spezifiscben Sinne nicht zn denken ist, 
gebt scbon daraus bervor, dafi, wie grofi man aucb | a? 0 1 annebmen moge, 
eine Reibe von der Form (x \ x 0 ) niemals fflr x — oo konvergieren 
kann, somit den „Punkt" x — oo niemals im Innern ibres Konvergenz- 
bereicbes enthalt. Im tlbrigen erkennt man aucb unmittelbar, dafi sicb 
die einzelnen Qlieder einer Reibe (x — x 0 ) fflr keinen noch so Tdeinen 

Bereich nacb positiven ganzen Potenzen von — entwickeln lassen, dafi 
also eine Gleicbung, wie die folgende: 

on 

(x — X 0 ) n — ^}c.X-' > , 

0 

niemals fJir irgendeinen zusammenhangenden Bereicb besteben kann. 
Denn bringt man dieselbe durcb Entwicklung von (x — x 0 ) n naob Po¬ 
tenzen von x auf die Form: 

% eft 

1 ) n - v n v x 0 n - v x v — 0 , 

bo ersebeint sie als Sonderfall einer fiir alle x des fraglicben Bereicbes 
bestebenden Gleicbung von der Form P(#) — 0, welcbe ja nacb dem 
Satze am Bchlusse von § 46 (S. 355) das Yerscbwmden aller Eoeffizienten 
nacb sicb zieben miifite 

6. Um nun den Nacbweis zu flibren, dafi niebtsdestoweniger die 

OP 

JReihe ty 0 (x—x 0 ) = — a? 0 ) v unter den gemaebten Voraussetzungen 

o 

in eine solcbe von der Form i|3 transformiert werden kann, ersebeint 
68 zweckmafiig, die hierzu dienliebe Betracbtung durcb die Substitution 
x — y aus dem unendlichen Gebiete | x | > R in das Innere des Kreises 

1 1 /1 — zu verlegen. Zugleiob wollen wir, um die Sobreibweise mbg- 
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liohst zu vereinfachen, der Zahl R den Spezialwert 1 beilegen, was offen- 
bar im Falle R < 1 obne weiteres gestattet ist (da es sicb ja bier niobt 
am Feststellung irgendeinea wahren Konvergenzbereiches handelt), Clbri- 
gens aber in jedem Falle dadurch erzielt werden kann, dafi man Rx an 
Stelle yon x ala Veranderliohe einftlhrt 

Wir setzen also jetzt voraus, es sei q>(x) ftlr jede Stelle x 0 des Be- 
reicbes | a? | > 1 eindeutig definiert nnd regular, aufierdem f(ir den ganzen 

Bereiob einschlieBlioh der Stelle x — oo in der Form darstellbar. 

Es bandelt sicb dann darum, zu zeigen, dafi durcb jedes der Fnnktions- 

OO 

element© ^5 0 (a? — x 0 ) = a v (x — x 0 ) v (welcbes nacb den bisberigen Er- 
o 

gebnissen aucb durcb den AbleitnngBprozefi aus 5J5 ge wonnen werden 

konnte und somit zum mindesten fflr | fl? — 1 < I 1 1 konvergent 
und gttltig ist) die Entwicklang eindeutig bestimmt ist, bzw. daraus 
wirklicb bergestellt werden kann. 

Transformiert man <p(x) durcb die bereits oben angegebene Substi¬ 
tution x — ^ in qp ^, so folgt zunacbst die Gbltigkeit der Beziehung: 

Wird sodann nacb Annahme einer beliebigen Stelle x 0 (wo | a? 0 1 > 1) gesetzt: 
yo-j- (wo: |y 0 l < 1), 

so fragt sicb vor allem: Welcbes Funktionselement von entspricbt 

filr die Umgebung der Stelle y 0 dem zur Stelle x 0 gehorigen ftlr \x ~ x^\ 
< | x 0 1 — 1 gttltigen Funktionselemente 

00 

9>W - - *k) -^2? a *( x ~ 

o 


Aus dieser Beziehung folgt zunacbst nur die folgende: 

1 \v 

- 

mi 

o 


(8) 


ftir: 


£_ 1_ 

y y® 


< 


-1 


0 
oo 
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so dafi es vor allem darauf ankommt, ob bzw. in welcher Weise diese 
Entwicklung in eine solche nacb Potenzen yon (y — y 0 ) transformiert 
werden kann. 

Setzt man, um die Gestalt des Konvergenzbereiches der Reibe (8) 
zu erkennen: 

y-6 4 -y* f y 0 - £o + V > 

so nimmt die fragliehe Konvergenzbedingung die Form an: 

- W + (ij - no)’ < (i -kind’ + v'), 

anders gesohrieben: 

( S ~klC»- y.l)) + ( 7 >~ |y«l(s — Is/,I)) <G-!5l!)' 

<L h. der fragliehe Konyergenzbereioh ist ein Kreis mit dem Radius 

p — 1 1 y ° I 

Q 2 — I ft I 

nnd dem (offenbar anf demselben 
Strahle, wie y 0 , liegenden) Mittel- 
punkte 

_^0_1 

y ISfol 2- 


y«r 

also ein Kreis, der(wegen- \y'\ — 1) 
den Einheitskreis yon innen bertthrt 

und(wegen: y- |p|- < |y 0 1) 

den Punkt y 0 , wie yorausznsehen 
war, im Innern enthalt. 

Um nun die Reihe (8) in eine Fig 20 

aolche nach Potenzen von (y — y 0 ) 
umzuformen, hat man (s. § 46, Hr. 1, GL (10), S. 347): 



<«) 


f ~ y! ‘ ^ i y-y.y ~ ¥ v*‘) 


fQr: | y — y 0 1 < 13/o I j a ^ s0 un Innern des Kreises (y 0 ) | y 0 1, welcher offenbar 
mit dem Innern des zuvor fixierten Kreises (y^p ein Sttick gemein hat. 
Ftlr diesen letzteren Bereich l&fit sieh daher die Entwioklung (8) in die 
Form setzen: 

<10) , G) - * +i? (- lr • (- *)i • (^)) ■ <* - *)’. 

• i x o 

me erscheint also far eine gewisse Umgebung der Stelle y 0 als eine gleioh- 
mafiig konvergente Reihe yon Potenzreihen in (y — y 0 ), kann somit naoh 



370 AbBchnitt L Kap.V. AUgemeine EigenBchaften analytucher Funktionen. Nr. 0. 


dem TFeiersfra/taoheii Doppelreihensatze in eine einfaohe Potenzreihe in 


(y “ 2/o)> otwa: 

(11) <p(i)-Sp«to-y.) 


umgeordnet werden. Alsdann folgt aus den bisherigen Ergebniasen, daft 
das Funktionselement <p (^) — $ (y) aus gj<°) (y — y 0 ) ableitbar ist — 

notigenfalls mit Hilfe passend gewahlter Zwisehenstellen. Es l&fit sioh 
aber zeigen, dafi ^(y) bei geeigneter Einachrankung von |y 0 | so gar steta 
direkb ans ip< 0 >(y — y 0 ) abgeleitet werden kann. Da namlich, ebenfalls 
auf Grand der bisherigen Ergebmsse, $ (0) (y — y 0 ) auch umgekehrt ans 
*|5(y) ableitbar ist, so folgt, dafi der Konvergenz- und Gfiltigkeitsbereich 
von ^(°)(y — y 0 ) nicht auf den ursprttnglich gefandenen (verhaltnismaflig 
kleinen) Kreis am y 0 (vgL die Figur) besohrankt ist, sondem sich auf 
das Innere eines Kreises am den Punkt y 0 erstreokt, weloher den Kreis 
| y | — 1 von innen bertihrt. Wird nun y 0 der Bedingrmg unterworfen 
ly Q | < j, so fallt der Punkt y — 0 in das Innere des betreffenden Kreises: 
nlaHann ist aber 5[$(y) aus ?P (0) (y —y 0 ) direTct ableitbar (d. h. indem man 
die einzelnen Binome (y — y 0 ) r entwickelt und sodann alles nach Potenzen 
von y ordnet). 

Dieses Besultat liefert jetzt durch RtLcksubstitution von x die fol- 
gende Losnng nnserer ursprfLnglichen Aufjgabe. Man hat zunaohst nach 
dem Yorbilde von Gl. (8) flir | # — # 0 1 < | £ 0 1 — 1: 

(12) <p(x)-j?* a y (x - xj -_2 (- l)’a,V*'(| - ~)’ 

0 0 


und findet hierans mit Benutzung der aus Gl. (9) resultierenden Beziehong 
00 

(13) x y - (- v\ ~ (fttr: \x-x 0 \< |s|) *■) 

o 

die Umformong (s. Gl (10)): 


00 00 

(14) <p(x) - a,+2(-1)- 

1 0 

Wird diese Satwiokiung nach Potenzen Ton — —*) geordnet, etwa 

(e. GL (11)): 

(16) ?(*)-?“>(“£), 


1) Dieser Bcreich wird geometrisch repr&sentiert durch. die den Ponkt 
enthaltende der beiden Halbebenen, in welche die aj-Ebene dutch die Benkrechte - 
im Halbierungspnnkte der Streoke Oa: 0 zerlegt wird. 



Nr. 1. § 49 Gleichm&Big konvergente Reihen regul&rer Funktionen 371 

so ergibt sich, wenn x 0 der Bedingung unterworfen wird: 

\x,\>2 1 ), 

die gesuohte Reihe dnrch Entwicklung der einzelnen Glieder 

—und Anordnung der Reihe nach Potenzen yon ^-. a ) 

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, daft der am Schhisse von 
Nr. 4 fur endliche Bereiche formulierte Hauptsat# unverandert be&tehen 
bleibt, auch wenn der m Frage kommende Bereich sich ins Unendliche er- 
streckt hew die Stelle oo n tm Innem u enthqlt. 


§ 49. Auwendung des Hanptsatzes yon § 48, S. 366 anf gleich- 
mHBlg konvergente Reihen regulfirer, inshesondere rational erFunk- 
tionen. — Arithmetische AusdrUcke, welche in yerschiedenen Ge- 
bietsteilen verschiedene analytische Funktionen represent ieren. — 

+ oo 

Reihen von der Form P(ce) «■ '^}a v x v . 


1. Eine rationale Funktion f(x) = gentlgt offenbar den der 
Funktion tp(x) des vorigen Satzes auferlegten Bedingnngen in jedem 
nocb so groflen endlicben Bereiche, aus dem die Nnllstellen des Nenners 
ausgeschlossen worden sind, Qberdies auch noch (wie sich wieder un- 


mittelbar mit Hilfe der Substitution x = — ergibt) in der Umgebung der 


Stelle x — oo, wenn der Grad des Zahlers denjenigen des Nenners nicht 
flbersteigt. Daher erstreckt sich der Geltungs- und Konvergenzkreis der 


einzelnen Entwioklungen f{x) = | x 0 ) bzw. f(x) — ^ offenbar bis 

zu der oder den zu x 0 bzw x— oo nachstgelegenen Nullstellen von g^{x) 
(s. § 41, Schlufi von Nr. 5, S. 315). 


1) Dieae Bedingung ist, wie leicbt eraiohtlioh, durch 

|« 0 |>2-B 

zu eraetzen, wenn man Btatt deB BereioheB | a: | 1 den Bereich |«|> U>1 zu- 

grunde legt. 

2) Bei diesem Beweiae wurde, aufier der Eindeutigkeit und Regulaxit&t von 
<p(x) fdr jedee endliche x deB Bereichea |a;[ > i2, die Existent einer Beziehung 

von der Form «p (a:) = j auBdrilcklich vojauBgeaetzt Eb wird Bioh Bplter 

zeigen (a. § 52, Nr. 8, S. 891), daB die letztere Yoraueaetzung entbehrt warden kann, 
Bofem nur die BeBchr&nktheit von | tp(x) | featstehfc, und daB andereraeita die Koeffl- 

zienten der Reihe $ ^ auch noch in anderer Weise (ntLmlich in der Form von 

Mittelwerten) gewonnen werden kOnnen. 
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Bs bedeute nun f v (x) fdr v = 0, l, 2, . eme unbegrenzte Folge von 
Funktionen, welcbe im Innern ernes gewissen zusammenhangenden Be* 
reiches 93 emdeutig defuuert und regularm VerhaltenB Bind, was naob dem 
eben Gesagten insbesondere dann der Fall sein wird, wenn die f y (oo) ratio¬ 
nale Funktionen Bind, deren Nenner im Innern von 93 keine Nullstellen 

00 

besitzen. Femer werde vorausgesetzt, dafi die Reihe f v (x) ftlr jeden im 

o 

Innern von 93 gelegenen abgeschlossenen Bereich 93' gleichmafiig konver- 
giere Bedeutet dann x 0 eine beliebige Stelle im Innern oder auf der Be- 
grenzung von 93', so l&Bt sicb jede der Funktionen f v (x) in der Form 
?P v (a; | x 0 ) darstellen fiir eine gewisse Umgebung der Stelle x Q (die si oh. 
tlbrigens fiir aUe f v (x) bis zur nachstgelegenen Stelle der Begrenzung 
von 93 erstreokt, wie fdr rationale f y (x) aus dem Schlusse von § 41 [S. 316] 
hervorgeht, fHr bdiebige f v (x) aus § 52, Nr. 4, Satz (II a) geschlossen werden 

kann). Alsdann folgfc aber aus dem Weierstra/3 schen Doppelreikensatze, 
00 

dafi ^ (x | xj) in eine einfache Sp (a; | a? 0 ) umgeformt werden kann, bo- 

o 

00 

mifc f v (x) an der Stelle x — x 0 und das heiBt sohlieBlich fiir jede im 
o 

Innern von 93 gelegene Stelle x sich regular verhalt. Hieraus ergibt sioh 
aber mit Benutzung des Hauptsatzes des vorigen Paragraphen das fol- 
gende Resultat: 

Konvergiert die Reihe der im Innern eines gewissen zusammen- 
hangenden Bereiches 93 eindeutig definierten und regularen (e. B. 
rationalen) Funktionen f v (x) (v — 0,1, 2,...) gleichmafiig fiW 
jeden dem Innern von 93 a/ngehorigen abgeschlossenen Bereich 93', 
so wvrd dwrch den „arithmetischen Ausdruckf*: 

( 1 ) 

0 

eine im Innern von 93 eindeutige und regulare analytische Funk- 
Hon F(x) dargestellt. 1 ) 

Zugleieh ergibt sioh aus dem Satze iiber die Existenz und Bildung 
der Derivierten einer gleichmafiig konvergenten Reihe von der Form 


1) let Jp(as) tiber den Bereich 89 hinaus fortsetzbar und verliert in dem bo 
•erweiterten Bereich den. Charakter der Eindeutigkeit, bo reprELsentiert der arifch- 
metiflohe Auedruck F m einen im Innern von 58 evndeutigen Zweig der (endlioh- 
■oder unendlich-) vteldeutigcn analytischen Funktion F(x) (vgl. g 47, Nr. 8, 9. 8fi8). 
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SP„(a; | x 0 ) (s. § 43, Nr. 2, S. 326, Gl. (12)), dafi im Innem von SB': 


( 2 ) 


2™(S) - FM - («“ !. 2 > 3 > ■ •)“) 


2. Benutzt man statt dee Weierstrafiachen den FiioZischen Doppel- 

reiliensatz (§ 45, Nr 4, S. 343), so lafit aioh die Forderung der gleich- 

00 

majhgen Konvergenz yon ^}f v (x) in dem angegebenen TJmfange auf die 

T 

beiden folgenden reduzieren: 

n 

a) Die Gesamtheit der Partialsummen /* r (#) (n =» 0,1,2,. .) 

o 

in afem Innem von SB angehorigen abgeseJdossenen B&- 
rezch SB' beschranld sein. 

oo 

b) Die Reihe'^l f v (x) mufi Iconvergieren fur wnendlich vide 

o 

Stdlen x m beliebiger Ndhe irgendemer im Innem von SB ge~ 
legenen Stette x 0 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so besteben sie insbesondere fttr 
jeden dem Innem von SB angebongen Kreis, der den Punkt x 0 im Innem 
entbalt, und anf Grand des FtiaZischen Doppelreibensatzes konvergiert 
00 

daher ^jf y {x) gletchma/fag zunacbst im Innem und auf der Peripherie 
o 

eines jeden solohen Kreises. Da sodann jeder Punkt des auf diese Weise 
geschaffenen Bereiches gleichmhfiiger Konvergenz die Rolle des Punktes 
x 0 fibemehmen kann, so lafit sich vermittels eines begrenzten Fortsetzungs- 

verfabrens jeder beliebige Innenpunkt x' von SB dem Bereiobe gleich- 

00 

mtifiiger Konvergenz einverleiben. Die Reibe ^}f v (x) konvergiert also 

o' 

gleichmtifiig in der Ndhe jedes Innenpunktes von SB und somit nacb einem 
frilher bewiesenen Satze (§ 29, Nr 2, S. 238) auob in jedem dem Innern 
von SB angebSrigen aibgescklossenen Bereiob SB'. 


1) Anders geschiieben* 

00 00 

0 o 

d. h die Derivierten der Reihe '^■f v (x) werden durch gliedweise Derivation ge- 
ftmden. 
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Damit ist aber schliefllich wieder die in Nr 1 gemachte gleicb- 
lautende Voraussetzung erftillt und es gilt daher der folgende ^Vitali- 
scbe <f ) Satz: 

Genugen die im Jnnem des eusammenhangenden Bereiches 
eindeutigdefiniertmundregularenFunktionen f v ( x ) (v™0,1,2, 

oo 

den Bedmgungen a) und b), so konvergiert die Beihe 

o 

gleichm&fiig in jedem dem Inneni von S3 angehorigcn abge- 
schlossenen Bereiche S3" und stelli eine im Innem von S3 eindeuixge 
und regulare anodyUsche Funktion dar, deren Derivierte durch 
gliedweise Derivation gebildet warden Vonnen. 

3. Bestebt der Bereich, in welohem die Funktionen f v (x) aufjer der 
Emdeutigkeit und Regularity die Eigenschaffcen a) und b) besitzen, bzw. 
(was ja nacb dem in Nr. 2 Gesagten auf dasselbe hinauslauft) dei Bereich 


gleichmaBiger Konvergenz you ^jf v (x) mis mehreren getrennten Stiicken, 

“o 

so stellt zwar auf Grand des Ergebnisses von Nr. 1 und 2 der antk • 

00 

metische Ausdruck F a =^jf v (x) in jedem eineednen dieser Teilbereiche 
"o 

eine eindeutige analytische Funktion regularen Verhaltens dar. Es bo- 
stebt aber kemerlei Handbabe zu der Annabme, dab die auf diese Weise 
in den verscbiedenen Teilbereicben defimerten analytiscben Funktionen 
Bestandteile emer und dersdben ancdytischen Funktion sein miifiten. Viel- 
mebr lessen sicb sebr einfacbe Reiben der fraglicben Art angeben, welcbe 
in verscbiedenen Teilbereicben g&nz verschiedene (d. b. nicht durch ana- 
lytisehe Fortsetzung in Zusammenbang zu bringende), ja sogar verscbie- 
dene ganz wtUkurlich vormschreibende analytische Funktionen darstellen, 
Beispiel. Es mdge p v (y =■ 0,1, 2, .. ) eine unbegrenzte Folge 
wacbsender natbrlicber Zahlen bedeuten (also: ^ 1, p y < 2A + i» 

lim — + oo) und es werde gesetzt: 


( 3 ) «,(*) 


1 — oF a 


und fllrv^l: f t (%) — 


l— x 9 * 1 l—x p y-i 


— x^v-l 


Da die Wurzeln der Gleiohung x 9y = 1 fllr jedes v ■*= 0,1, 2, .. . au 
dem Ereise |z| — 1 liegen, so ist jedes f v (z) eindeutig und regular so- 
wohl fflf |j;| < 1, als fttr |a?| > 1. Des weiteren hat man: 


( 4 ) 


2 ™ - + 2 (^ ~ ids=r) - ’ 

. 0 i 
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und flip | x | q < 1: 


l 

1 — aj**" 

fQr | x | ^ r > 1: 

l 

1 — x p >* 




/ 




1 


r — 1 


Die Sum men ^} f v (x) (n — 0,1, 2 ,...) sind also in ihrer Gesamtheit be- 
o 

schrcmkt in den beiden Teilbereichen |a?| ^ q < 1 nnd |g| ^ r > 1 (die, 
wie nahe an 1 man auch q nnd r annehmen moge, immer dnrcb die Linie 
J x | — 1 getrennt bleiben). 

AuBerdem ist, wegen: 

(5) lim —!— | ” 1 

•-*■*1—1 = 0 fUr: |®|^f>l, 

die aus (4) fiir n —> oo hervorgehende nnendliohe Reihe fflr \x\ <j p und 
I ® I ^ r convergent , und zwar, da nunmebr die Bedingungen a) und b) yon 
Nr. 2 erfflllt sind, in jedem dieser Teilbereicbe gleichmafrig konyergenti) 
Man findet nun aus Gl. (4) und (5): 


{«) 


F 

"*• X 




1 

— 0 


fflr | <e| ^ Q < 1 , 
fflr |«|^r>l, 


und zwar nimmt die yorstebende Reihe eine besonders einfacbe Form an, 
wenn gesetzfc wird: p v — 2 V . Alsdann ergibt sioh namlioh: 


1) Man kann sioh (bei BeBohr&nkung anf den Satz yon Nr. 1) anoh leioht 
direkt von der GleicJmdfiigkeit der Konvergenz von ^ f y (x) fflr | # | <[ p bzw. 
J x | ^ r flberzemgen. Man hat fOr | a; | ^ p ■< 1: ~ 


-L_\_L_ + 1 


* + l 

»1bo, wenn gesetzfc wird p 


1+d 

,Pn 


, wo d>0: 


nnd daher: 


I ■»*(») I < A 1 pft, — (1 + 4 < p * 8 . 


I-H*(*)l<« far 1*1 

Bobald n der Bedingnng genflgt: 


x** 

1-*V 



d. h. 



Analog fflr |«|^r>l. 
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00 



1 


x 


i* 


1 + x* v l \ 
l—x* v ' 


_ i _ yi 

1 — « l-x*" 1 

0 

und daher soblieBlicb: 


0) 


TP - 1 i y? 1 I " 1 ^ 

aJ i*'__ ar * v \_ 0 fflx |aj| > 1. 


Der arithmetische Ausdruck F x stellt also im Innern des Einheits- 
kreises die /} (malytische Funktion 11 1, auBerhalb desselben die ^analytische 
Function" 6 dar, d h. F a laBt sicb (infolge der gleicbmaBigen Konrer- 
genz, durob Entwicklung der einzelnen GHieder und entspreehende Um- 
ordnung) fftr \x\ < 1 in eine $(#) mit der Summe 1, ftlr |g| > 1 in eine 

mit der Summe 0 entwickeln (die betreffenden Reihen reduzieren 

sidh also bei wirklicber Ausfflbrung der entsprechenden Entwicklungen 
auf das konstante Gbed 1 bzw. 0). 

In dieser Form wirkt das vorliegende Beispiel eines arithmetiscben 
Ausdruckes, der in versohiedenen Teilgebieten verscbiedene analytiscbe 
Funktionen darstellt, wegen der allzu speziellen Natur der beiden darge- 
stellten analytischen Funktionen, nocb nicht recbt scblagend. Diesem Um- 
stande laBt sicb jedooh in folgender Weise leicbt abbelfen. 

Bs seien ^(x), tp t (x) zwei ganz behiebig vorgeschriebene eindeutige 
analytische, z. B. rationale Funktionen, und es werde gesetzt: 


( 8 ) 


& X = F X - tp^x) + (1 —F x ) • <p s (x) — F.faip) — <p t (x)) + 9 >,(a:) 
_ T ,w-y, (g) + 9l (*), 

1 — X X 1 — X~* 


so bat man: 

(?) 


( J-<Pl(«0 \*\< 1 

®l — 9>i(«) 


so daB also der arithmetische Ausdruck <P X in den beiden Teilgebieten 
|ff| < 1 und \x \ > 1 je eine der beiden analytischen Funktionen cp x (x), 
<p t (x) darstellt. 

Dieses Brgebnis l8Bt sicb noob in mannigfacher Weise, z. B. fol 
gendermafien verabgemeinern. Bs sei r' eine positive, a eine beliebige kom 
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plecce Zahl und es werde x durch X in F m ersetzt, so findet man: 


(iO) F [2l : 


ween \x — a | < i - ', ftlso innerhalb l 
wenn \x — a| > r', also aufierhalb J 


des Kreises ( a)r'. 


Nun seien m sich nicht schneidende Kreise mit den Mittelpunkten 
a lf a if ..a m und den Radien r lt r tfJ . .., r m , auBerdem m + 1 beliebige 
eindeutige ancdytische, z B. rationale Funktionen (x), <p, (x ) } ..., <p m+1 0*0 
vorgelegt. Alsdann wird der arithmetische AusdrucJc: 


(ii) 


m / m \ 

|^ W +(! • 9: 

r iM V 

T71 

■^.-a ‘ OfyO*) ~ 9> ffl + l0*») + 9> m + l0*0 


0*0 


innerhalb eines jeden der m Kreise (a r )r, (v — 1, 2,..w) die entspre- 
chende analytische Funktion <p r (a:), dagegen in dem aufierhalb aller Kreise 
liegenden unendlichen Gebiete die analytische Funktion (p m+1 (%) darstellen. 

4. Erne fllr den Bereieh: B 0 < \x — x 0 \ < B (wo Bo^O, B beliebig 
groB, eventuell anch — + oo 1 )) konvergierende Beihe von der Form: 

+« 

f(x - x 0 ) 


bildet offenbar einen besonders einfachen Typus der in Nr. 1 mit ^Sf T (x) 
bezeichneten Beihen. Denn jedes Beihenglied a v (x — x 0 ) v ist (auch fdr 
v <0: vgl. § 41, Nr. 5, S. 314) im Bereieh B^<.\x — x 0 \ < B regular 
and der Bereieh gleichmcifiiger Konvergenz besteht hier aus jedem Rmg- 
gebiete J^+d^|a; — a: 0 |^JR—d (wo d > 0 beliebig klein und, im 
Falle jB“ + oo ; an die Stelle von B — d jede noeh so groBe positive 
Zahl gesetzt werden kann). Diese Feststellungen geniigen*), am auf 
Grand des Satzes von Nr. 1 zu erschliefien, dafi Fix — x 0 ) eine im Innern 
des Einggebietes Bq < | x — x 0 1 < B eindeutige analytische Funktion regu- 
laren Verhcdtens darstellt. 


1) Der Bereieh („das Ringgebiet") — aj 0 |<JB kann also eventuell 

am der ganzen a-Ebene mit Aussohluii der Stellen x 0 and oo bestehen. 


+*» 

(Beiepiel: ^ |7j7 ^ • 

— OO 

2) D. h. wnan hat nicht notwendig, von der fruher (§ 46, Nr. 8, S 858, G1 (86)) 
dnrobgefQhrten Transformation der Reihe P(a:— x 0 ) in eine — ®i) Gebranoh 
an machen. 
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Es erweist sich nun ftlr die weitere Ausgestaltung der Lehre yon 
den analytischen Funktionen als bedeutiingsvoll, dafi dieses Ergebnis um- 
Tcehrbar ist, d. b. dafi eine lm Innern eines Rmggebietes < \x — a? 0 | < B 
eindeutige und regulare Ftmktion auoh stets in der Form P(x — x Q ) dar- 
gestellt warden kann. 

Um dieses wichtige, den Inhalt des sogenannten Laurentsohen Satzes 
bildende Resultat herzuleiten, schicken wir zunachst zwei Hilfssatze vor- 
aus, deren erster zngleioh die Moglichkeit bieten wird, die Voraussetzung 
des regularen Verhaltens durch erne ganzlich anders geartete zu ersetzen, 
die scheiribar eine wesentliob grofiere Tragweite besitzt, spaterhin sick 
jedooh nnr als yollkommen gleiobwertig erweisen wil’d; wahrend der 
zweite, an den frtlher (§35, S 272) eingefflhrten MittelwertbegrifF an- 
knilpfend, nos das eigentlicbe Beweisinstniment ftlr den fraglicben Satz 
liefem wird. 


§ 50. Gleichm&ftlge Konvergenz der Differenzenquotienten gegen 
die Deriylerte. — Gleichm&ftlge Differenzierbarkeit. 

1. Satz Ist F(x) eindeutig und regular im Innern und auf 
der Begrenssung des endhchen Bereiches $8, so Iconvergiert der 
„Differeneenquotieni ({ 

Fix 4- h) — Fix) 
h 


mit verschwindendem h in S3 gleichmafiig gegen die Derivierte 
F'(x), d. h eu bdiebig Ideinem s > 0 lafit sich d > 0 so fixieren, 
dafi fiir alle x des genannten Bereiches die Beeiehung besteht: 


( 1 ) 


F(x+ h) —F(x) 
h 


-F\x) 


<£, 


falls \h\£d. 


Beweis. Ftlr jede Stelle x des Bereiches S3 besteht eine Beziehung 
yon der Form: 


(2) F(x + h) h F(V K X ) • 

o 

Der Geltnngsradius dieser Reihenentwicklung besitzt ftlr die Qesamtheit 
der Stellen x ein yon Null verschiedenes Minimum q 1 ), bo dafi also die 


1) Dies folgt wieder aus der in § 48, Nr. 2 (S 864) bewiesenen StetigJceit des 
Geltungsradius bei ver&nderlichem x. (Um den Satz in der a. a. 0. gegebenen 
Faceting auf den vorliegenden Fall zu ttbertragen, ersetze man in Gl. (2) x durch 
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Relation (2) sioher fQr alle x des Bereiches S3 gilt, falls |A| < q Daraus 
folgt dn.nn weiter: 

{8) j fe + *) - _ r{x) _ J Jl FW(g) , v -, 

2 

oo 

- h 2(dwi F<y+1> (^ h ”- 

o 

Nun besteht oflfenbar ftlr F" (x), und zwar ebenfalls fQr alle x, wenn 
}h\ < q, die mit (2) analoge Entwicklung: 


F'\x + h) 

0 

Da ondererseits nacb Annahme einer positiyen Zahl d < q der absolute 
Betrag der steligen Funktion F"(x + h) ftlr alle x des Bereiches S3 und 
| ft | ^ S unter einer endlichen Schranke g bleibt, so bat man nacb dem 
Cauchyachen Koeffizientensatze: 


und daher nach GL (3), sofem nur | h \ ^ d: 


F(x + h) — F{x) 
h 



1 

(*- +!)(*- +2) 


- 9$i 


also, wenn d < q so angenommen wird, dab gd ^ a, wie bebauptet: 


a) 


F(x + K) — F(x) 
h 


-F(x) 


s 


fQr alle x des Bereiches S3, sofern nur | h | ^ d. 

2. Die cbarakteristiscbe Ungleichung (1) behalt offenbar aucb noch 
eine bestimmte Bedeutung, wenn F' ( x ) niobt erne Derivierte in dam bier 
ein far allemal festgestellten Sinne (s. § 43, Nr. 1, S. 323), sondem den 
(im komplexen Sinne zu yerstebenden) IXffereniicdquotienten einer fQr den 
Bereich S3 emdeutig definierten Funktion F(x) bedeutet, d. b. den Ghrene- 


x 0 und h durch x — x 0 , so dafi also: 


F{x) 1- F<* (o: 0 ) • ix — x 0 ) v 
o 

Die SteHgkeit des Geltungsradius besteht daon bei ver&nderlichem x 0 , welches ja 
jetzt die Bolle des ursprflnglichen Zeiohens x spielt.) 
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wert (vgL § 15, Nr. 3, S. 142): 


Inn 
a-* o 


F(x + h) — F(x) 

h 


bei beliebig komplex gedacbten, gegen Null konvergierendem h. Man 
erkennfc leicht, daB eine Funktion F(x), die in dem angegebenem Sinne 
einen Differenkalquotienten besitzt, an jeder Stelle, wo dieser von Null 
verschkden ist, eine konforme Abbildung vermittelt. 1st namlicb x 0 eine 
solcbe Stelle, so bat man bei beliebigen Grenzlibergangen \ —>0, 0: 


hm m+fc,)-^) _ lim bM 

0 Ax->0 ^1 


und somit: 

, . F(x 0 + \) — F(x 0 ) _ \ 

TO— Fix,) h % 

anders geschrieben: 

Inn Vi ^ - 

*i !«'■-> *0^1 — 2 /o 

wenn gesetzt wird. 


“ 1 , 

1, 


+ 0 


3 0 + h “ + 7*8 — *1 » y, — F M} ( v ™ 2 )‘ 


Diese Beziebung ist aber, wie die Vergleicbung mit § 17, Nr. 3, Gl. (15) 
(S. 160) zeigt, hinreiobend ftir die Konformitat der Abbildung an der 
Stelle x 0 . Wenn also jetzt F'(x) durcb die Gleicbung defmieri ist: 


(4) 


F'(x ) — >bm 

' ' L-wn 


F(x 4 -h) — F(x) 
h 


und angenommen wird, daB dieses F’(x) filr jede Stelle x des abgescbloB- 
senen Bereicbes S3 einen bestimmten Wert besitzt, in S3 beschrankt ist 
und tLberdies der Ungleicbung (1) in dem angegebenen Umfange genttgt, 
so soli gesagt werden, F(x) sei m S3 gleichmdfiig differenzierba/r . 

Da ja allemal, wenn eine Derivierte enstiert, diese zugleich den 
JHfferentialguotienten der betreffenden Funktion darstellt, so karrn der 
Tnbfl.l t. des vorigen Satzes aucb dabin formuliert werden, daB jede in S3 
regulare Funktion daselbst aucb gleichmafiig differenzierbar ist. DaB aucb 
das wmgekehrte stattfindet, wird sicb weiterbin ergeben. 

Zun&chst knttpfen wir an die Ungleicbung (1) nocb die folg'ende 
Bemerkung. 1st dieselbe erftUlt, bestebt also in S3 gleiobm&Bige Diffe- 


renzierbarkeit, so bat man, wenn man nocb statt s scbreibt, fdr alls x 


von S3: 


und ebenso: 


-F\x)\ <{, wenn |»| £ ft 
<{,wenn|A|^ft 
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and daher: 

F(x + h)-F(x) F(x + k)-F(x) _ _f|*|** f 

h k wenD l|Jfc|£d 

1m AnschluB an den. soeben eingeffthrfcen Begriff der gleichmaBigen 
Differenzierbarkeit beweisen wir ftlr spatere Yerwendung nocb den fol- 
genden Hilfssatz: 

Smd fi(x), fa(x) in S3 eindeuhg defimert und gleichmafiig 
differenzierbar, so gilt das gleiche auch von dem Produkte 

F{x) = f 

Beweis. Um zunachst die Existene yon F'{x) zn erweisen, hat man: 


F(x + h) — F(x) _ j im f x (x + ft) • f t {x -f h) — f x (x) • f t (x) 
A->-o h h ->-o h 


lim {«•+») 


and, wegen lim f % (x + h) = f % (x) (da ja die Existenz eines endlichen Diffe- 
rentialqnotienten allemal die Stetigkeit mvolviert): 


(6) F'(x) - AO) - fi(x) + U (*> • /I'M 

Sodann ergibt sich: 

F{x+h)—F{x) _ 

-/;(* + »). + fi(x) . M+v-m 

— fife) ■ fi( x ) ~ /iO) ' fa{ x ) 

- Vfr+li>-m) ■ AX*) +A(* + *) (Us<±£=M!L _/;'(*)) 

+ /i(*0 f l(,+ *i~ <tw - f *{*)). 

Nun bleiben I/ 1 , (#)|, \fi(x-hh) |, \fi(x)\ in S3 unter einer endliehen Schranke 
g, so daB also: 


also, da jeder der drei reohts stehenden Snmmanden durch. passende Ein- 
sohrankang von |A|, etwa flir J%| d, kleiner gemacht werden kann, als 
j- f scblieBlicb 

F(x + ty-F(x) _ F ,^ <e {lixh ^ df 


worn it die ausgeaprocbene Behauptung bewiesen ist. 
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§ 51. Konstanz des Mittelwertes flW.F(er) in ringformigen bzw. 
kreisformigen Bereichen regulftren Yerhaltens Oder gleichm&Biger 

Di ffer enzierbarkeit. 


1. S atz. 1st F(x) m dem Bereiche (Kreisringe) Rq £ | x | ^ It 
eindeutig definiert und an jeder Stdle regular Oder auch nur m 
dem dbigen Bereiche gleichmajfog differeneierbar, so ist HRFftr) 
fur alle r des Intermlls Bq^r <LB konstant, so daft also: 

— aJi.F(er 0 ) , wenn: B^ £ r 0 < ** ^ B. 


Ist B 0 -= 0, lesteht also der fragliche Bereich aus dem Kreise 
0 ^ [ x | ^ Bj so hat man entsprechend: 

mF(er) - WlF(t ■ 0), d. h. - F(0) fur: r£B, 


Be we is. Aus der Yoraussetzung folgt, daft der Differenzenquotient 
yon F(x) der Relation (5) des vorigen Paragraphen geniigt, daft also zu 
beliebig klein vorgeschriebenen s > 0 bei passender Yerkleinemng von 
h nnd k 


( 1 ) 


F(ac + h) — Ftps) 
h 


F(x + k) — F(x) 
Jc 


< s 


wird, nnd zwar gleichmaftig ftlr alle x des fraglichen Bereiches. 

Es werde nun, naohdem s >0 beliebig klein, r 0 und r willkilrlieh 
innerbalb der oben bezeicbneten Grenzen angenommen sind, eine natUr- 
licbe Zabl m so fixiert, daft, wenn gesetzt wird: 

( 2 ) (also: r-r 0 + md), 


die Ungleichung (1) fflr | h\ ^ 8, \ Jc | ^ d erfQllt ist. 

Bedeutet femer c n die Hanptwnrzel der Gleichung a:** — 1, so l&At 
sicb eine untere Schranke n' fflr n so festsetzen, daft: 

(3) r • | c n — 11 ^ d fttr n ^ n'. 


Bezeichnet man sodann mit p eine beliebige Zabl des Intervalls 
r 0 ^ p r — d, nnd setzt zugleiob: 


(4) 


so hat man fiir n ^ 


*- (<s +1 1) o, 


|A|-d |%| 

und daher nach UngL (1): 

(5) 




F {c v n ( Q + 6))-F(cU) _ F(fi v n +\)-F{cl 9 ) 

<£(«„- 1)9 


< e* 
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also (lurch Multiplikation mit der Gleichung | c* 6 1 — d 

(6) | F(e;<t + 8j)-F(e;t ) + ^jjW») - 

Substitniert man hier fCLr v der Reihe nach die Zahlen 0,1,..2* — 1, 
addiert die resultierenden Ungleichungen, ersetzt sodann auf der linken 
Seite die Somme der absoluten Betrage dorch *den absoloten Betrag der 
Summe ond beniitzt die Beziehung: 

i»-i 

^>(F(cZ +1 q)-F(c*q)) - 0 (wegen: c>“- e® - 1), 
o 

so ergibt sich: 

a»-i s»-i , 

+ ti) ~^}F(c; 9 ) <«•*., 

0 0 ' 

ond daher dorch Division mit 2 n die Mittelwertbeziehung (s. § 36, S. 270, 
GL (1)): 

| 3K n .F(e[> + d]) - m n F(tg) | <8s (»£ *»'), 
also fdr n —► oo: 

(7) | SR jFCefr + d]) - att-F(ep) \£8s. 

Ersetzt man hier p dorch r 0 + (/i — 1) d (was gestattet ist, falls 1 [i ^ in), 
so folgt zonachst: 

* | fDlF(e[r 0 + fid]) - 3KF(c[r 0 + (jT=T) J]) | ^ 8 s, 

ond hieraus dorch Sobstitution von fi =■ 1, 2, . .., tn ond Addition der 
resoltierenden Ungleichongen, wenn man wieder aof der linken Seite die 
Somme der absoloten Betrage dorch den absoluten Betrag der Somme 
ersetzt: 

(8) 13 JlF(er) — atti^er,,)| ^ mds — (r — r 0 ) s 

(wegen: r 0 + md — r nach Gl. (2)) 

Da es aber freisteht s unbegrenzt zu verkleinern, so ergibt sich 
schliefilich, wie behaoptet: 

(9) 3R F(tr) - 3R F(trJ (fflr: JR 0 ^ r 0 < r ^ B). 

Ist F 0 — 0, d. h besitzt F(x) die Eigenschaft regularen VerhdUens 
bzw. gleichtnafiiger Differenaierbarkeit in dem Kreise 0 ^ \ x\ ^ JB, so er- 
leidet das an Ungl. (7) geknflpfte SchloBverfahren keinen Abbroch, wenn 
man r 0 — 0 setzt, ond es tritt sodann an die Stelle der Gl. (9), wie be- 
hauptet, die folgende: 

(10) 3R.F(er) - SK-F(c ■ 0) - F(0) (fttr: r ^ JR). 
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Hieraua folgt noch, wenn man F{x) durch x v F(x) (v ^ 1) erBetzt, d&fi 
unter den zuletzt fiber F(x) gemachten Yoraussetzungen: 

(11) $ft((er) v F(tr)) — 0, wenn: v 1 

2. Die in den Gleichungen (9), (10), (11) enthaltene Eigensohafb dw 
Mittelwertes 2R(2^(er)) ]?zw. 2J2((er) v • F(tr)) bleibt erhalten, wenn di« 
fiber F(x) gemachten Yorauasetzungen niobt ganz in dem angegebenea 
Umfange bestehen. Sind Bie zunachst nur erfOllt im Innem des betreffen- 
den Kreisringes (bzw im Innem des betreffenden Kreises mit Ausschiufl 
des Mittelpnnktes), also fiir 22^, < |a;| <22 (bzw. 0 < \ x\ < 22), bo gill 
GL (9) bzw. (10), (11) fllr r 0 ' ^ r 0 < r ^ r, wenn r 0 ' f r so angenommen 
werden, dafl: Eq < r 0 ' < r' < 22 (bzw. 0 < r 0 ' < r' < 22) Und da es frw- 
stebt, r 0 ' nnd r den Grenzen 22 0 und 22 bzw 0 und 22 beliebig zu nab era, 
so gelten die fraglicben Gleicbungen sohlieBlich fllr 22 0 < r 0 < r < 22 b*w 
0<r 0 <r<R. 

Nun kann aber — selbst wenn in bezug auf F(x) gar nicbts ander^t 
feststeht, als die Eigenschaft der gleichmaBigen Stetigkeit in dem frag* 
lichen Bereiche — 9D22^(er) gleichzeitig mit r sich immer nur stehf 
an deni. Denn aus der Beziehung: 

s n —i 

(12) 3 \F(tr') - m,F(tr) - ^^}(F(c;r) - F(c;r)) 

0 

folgt unmittelbar: 

(13) 1 (tt r ) — 3It,F(er) | < », 

falls: 

(14) |f(cO-^)|<s, 

was ja infolge der vorausgeaetzten gleichmaBigen Stetigkeit von Fix 
durch paaaende Yerkleinerung von | c*r — c*r |, d.h. sohlieBlich von |r'— r 
ateta erzielt werden kann. Daraus folgt damn weiter: 

(15) 

und somit achlieBlich: 

(16) lim mF(tr') - S VlF(er). 

1st also F(x) beim tJbergange zu den Grenzen |a;| — 22, |a;| — 22p wemg 
stens noch stetig , so bleibt auf Grand der Grenzbeziehung (16) die Gl. 
auoh noch fiir r 22 bzw. r 0 2^ gtiltig. 1 ) Ebenao ist das Bestehen to 


1) Nach. dem in § 85, Nr. 8 (S 278) Qesagten beateht dieses Resultat uanm 
Sndert, wenn die Stetigkeit oder eindeutige Bestimmtheit von F(x) fflr \tc\ »■* 
bzw, | a: | « J2 0 an emer endlicben Anzahl von Stellen Ansnabme erleidet, tofts 
nur |.F(a:)| stets unter emer endlioben Sohranke bleibt. 
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OL (10) scbon geaichert, wenn nur feststebt 1 2 ), dafi F(x) ftlr x — 0 nocb 
-Stetig ist, wabrend filr das Besteben von Gl (11) sogar die FeschrhnTct- 
heit von F(x) in der Nabe von x ■— 0 ausreicben wflrde. 

Sodann aber wird das Bestehen von Gl. (9) bzw. (10), (11) auch 
dann nicbt alteriert, wenn die GQltigkeit der gemachten Yoraussetzungen 
ftir eine endliche Anzabl im Innem gelegener Stellen nicbt feststeht*), 
flofem nur |.F(#)| stets unter einer endlicben Scbranke g bleibt. TJm die 
Richtigkeit dieser Bebauptung zu erkennen, genfigt es offenbar, dieselbe 
fUr den Fall einer einzigen derartigen Ausnabmestelle zu erweisen, deren 
absoluter Betrag mit q bezeicbnet werden moge. Man bemerke zunacbst, 
dafi dadurch die Existenz von < $RF(zq') in kemer Weise beeintracbtigt 
wird (vgl. § 35, Nr. 3, S. 272), und dafi ftir r ^ p nacb Analogic von 
GL (13) auch die Beziehung besteht: 

(17) lim aWjF(er) - ffll^ep). 

An Stelle der Ungleichung (13) erscheint namlich in dem vorliegenden 
Ealle bei passender Verklemerung von |p — r| die folgende: 

<18) |S - ffll.F(er)| < . + 1|, 

S«_l 

■da ja in der definierenden Summe: (F(c* q) — F(fi*r)) der Abso- 

o 

lutwert eines einzigen Summanden zwar nicbt < (-§■)" £, aber immerbin 
< (j)” ■ 2 g ausfallt. Daraus folgt aber fflr n —► oo in voller Analogic 
mit UngL (15): 

(19) |fflLF(ep) - SR^(cr)| ^ c, 

woraus dann die Bichtigkeit von Gl. (17) unmittelbar bervorgeht. 1st jetzt 
f 0 < / < q < r" < r, so bat man, wie frtlber: 

(20) 2K.F(er 0 ) - SRF(er # ), WlF(tr r ) - 8R^(er), 

und zwar bei beliebiger Annahenmg von r und r” an p; andererseits 


1) Wu sagen ausdriioklich, wenn nur feststeht, dafi ... und nicht: wenn F(x) 
fflr x = 0 nur stetig ist (so. ohne regul&r zn sein) Es word sich n&mlioh zeigen, 
dafi dieser Fall tlberhaupt nicbt eintreten kann; d h. wenn aofier den fibrigen 
Bedingnngen die StettgJceit yon F(x) fdr x —0 besteht, so ist F(x) an dieser Stelle 
uachweislioh auch regular. 

2) Vgl die vorige Note Auch hier zeigt sich naohtr&glich, dafi die frag- 
lichen Bedingungen an den vorl&ufig ausgenommenen Stellen von selbst erftlllt 
.flind 1 wenn zu der im Text vorausgesetzten EndUchkeit noch die Stetigkat hinzu- 
kommt 
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nacb GHL (17): 

(21) lim WF(er') - SK.F(ep) - kin 3JlF(er"), 
und daher Bchliefllich: 

(22) 3XF(er 0 ) - 3 VtF(ig) - 2R F(tr), 
womit die ausgesprochene Bebauptung bewiesen ist. 

§ 52. Entwicklnng einer in einem Kreisringe Oder Ereise regn- 
lftren bzw. glelchm&fiig differenzierbaren Funktion in eine Potenz- 
reibe (Lanrentscher nnd Cauchy-Taylorscher Satz). 

1. Satz. 1 1st die Funktion f{x) in dem Kreisringe 
, B 0 <\x\<R eindeutig definiert und enhceder fur jede einzelne 

SteUe regular oder in jedem Bereiche r 0 | x | <> r (lei r 0 > R 0 

r<R) gleichmdfig differeneierbar, so lafit sich f{x) in eine fiir 
R*<\x\<R absolut konvergente Reihe nach positiven und nega- 
tiven Poteneen von x entwickdn, namlich: 

(1) f{x)-^a,xr t 

— 00 

wo: a, — 8R((ep)“*' ■ f( ep)) und p eine beliebige ZaM des Inter¬ 
vals R 0 < p < R bedeutet (Laurentscher Sate). 

n. Oetien die genannten Vorausseteungen fiir das Innere dee 
Kreises 0 |a?| < R, insbesondere diejenige der gleichmdfigen 
Differensierbarkeit fiir jeden Bereich 0 ^ | x | ^ r < R, so redu- 
eiert sich die obige Entwicklung auf eine fiir 0 ^ | x\ < R absolut 
konvergente Reihe nach positiven Poteneen, namlxch: 

( 2 ) 

o 

wo wieder: a v - 3R((e p)- v - ftep)) und p jetet eine bdiebige ZaM 
des Intervals 0 < p < R bedeutet (Cauchy-Taylorscher Sate). 
Beweis zu L Es bezeichne x' eine ganz beliebig im Innem dee 
Ereisringes R^ < |®| < R angenommene Stelle nnd es werde gesetzt: 

(3) F(x)-x 

Ist nnn f(x) fOr jede im Innem des Ereisringes gelegene Stelle 
regular 1 ), so gilt das gleiche offenbar anch fflr F(x) als Prodnkt yon 


11 Da jede in urgOndeinem abgeschloBBenen Bereiche regtdSrt Funktioii naob 
§ 60, Nr. 1 ale gleichmafiig differenzierbar erkannt wurde, bo wflrde es selbstrer- 
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fix) — fix') und mit eventueller Ausnabme der Stelle x — x' y da 

ja x ^_ x ' , abgeseben von der ebengenannten Stelle, durcbweg regular ist. 
Fflr die Umgebung dieaer Stelle x r bat man andererseits: 

00 

f(x) - /■(*') f’W ■ (* - *')% 

l 

nnd daber: 

00 

(4) F(x) - x -2}■ 0 - *?-S 


bo dafi also F(x) schliefibcb ancb fflr x*= x nocb regular ist. 

Gebt man andererseits von der Voraussetzung aus, dafi f(x) ffir 
jeden Bereicb r 0 ^|a:|<£r, wo: JZ 0 <r 0 <r<Ji, nur die Eigensobaft 
der gleichmafiigen Differeneierbarheit besitze, so gilt das gleiche aucb ffir 
F{x) m der Umgebung jeder von x verschiedenen Stelle, da ja der zu 

f(x) hinzutretende Faktor . in dem besagten Umfange sogar regu¬ 
lar, also nach § 50, Nr 1 (S. 378) aucb gleichmafiig differenmierbar ist 
nnd eomit der Satz von § 50, Nr. 3 fiber das Produkt zweier gleicbmafiig 
differenzierbarer Funktionen in Kraft tritt. 

An der in diesem Znsammenbange zuniichst ausgeschlosBenen Stelle 
x —■ x' erscbeint F(x) unter der Form , ist also daselbst fiberbaupt 
mcht definiert. Da aber 


lim Fix) = lim x' 


m-f (*o 

X — Bt 


( 6 ) 


■ ]im f(x ' + K !- f( ^ --x-nx'), 


A-> 0 


also endlicb und bestimmt iBt, so bleibt | F(x) | in der Umgebung der 
Stelle x ' unter einer endlicben Schranke, so dafi also auf Grund der am 


Bt&ndlich geniigen, den Torliegenden Beweie unter Voraussetzung dieeer letzteren 
Eigenschaft zu fQhren. Eb echien mix jedouh nfitzlich, ausdrficklich zu zeigen, 
vrie aich der fragliche Beweis gestaltet, wenn man im Sinne der Wcierstrafi *chen 
Funktionentheone unter AuBschaltung des mfinitesimalm Begriffes der gleich- 
m&Bigen Differenzierbarkevt die wesentlich element arer geartete Eigenschaft dee 
regul&ren Verhaltene zugronde legt Auf der anderen Seite wird die gleichzeitige 
DurchfOlirung deB Beweises unter der scheinbar weniger spezieUen Vorauseetzung 
der gleiohm&Bigen Dtfferemierbarkett die Mflglichkeit Iiefem, die vollkommene 
Aquwalenz der beiden zunAchet so verschiedenartig erscheinenden Vorauesetzungen 
nachtrAgbch festzustellen und auf diese Weiae die wfinsohenewerte Beziehung 
zwiBchen den Grundlagen der Weterstraf*chen und der Cauchy - Etcwonnschen 
Funktionentheone zu gewinnen 
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Sehlusse des vorigen Paragrapben gemachten Bemerkung die Anwe 
barkeit des Satzes von der Konstanz des Mittelwertes durcb das V 
handensein der Stelle x nicbt beeintrachtigt wird. 

ManbatalBo, wenndieZahlen r 0 >jR 0 nnd r<i2 bo, daB r 0 <|a?'| < 
im iibrigen beliebig angenommen werden, nnter jeder der beiden in 
fcracht gezogenen Voraussetzungen: 

( 6 ) 3)lJF’(cr 0 ') — 3W F(tr ), 

anders gesohrieben: 

• ^- (*s£?) ■■ M ~ (* M 

oder scblieBlich: 

Da | x' | < r, so ergibt siolx durob Entwicklung yon ^ 7 ^- 


‘f( er 0 ) 

er„ — of 


1 —— 

er 


E 


positiyen Potenzeil von ^ mit Benutzung von § 35, GL (19), S. 274: 

( 8 ) -wjg(£)’ 1 , 

0 0 

(da anfierdem naob § 35, Gl. (21/2): 3W(er) ±v — 0 ftlr v — 1 , 2, 3,..., 
SW(er)° - 1 ) und: 

(9) - n(j}($m)-js ««**r’• for ))• 

0 0 

Da andererseits \ sf\ > r 0 , so findet man durob. Entwicklung von —- 

er 1 Cr ° 

— —-r-— naob positiven Potenzen von ^4: 

x tr c r x 


x 


( 1 °) -- 0, 

v 1 / 1 

(H) —*(5©)’- f{tr ^) “-28»((er 0 )>.Aer 0 )).* 

V 1 1 

Durob Einffibrung der vier Entwioklungen ( 8 ) — ( 11 ) in die Gl. (7 
gibt siob: 

( 12 ) f{d) - aw ((er)-*' • f(tr)) ■ x fv + ^ aW((er 0 )*' • f(tr 0 )) ■ x'~\ 
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Nnn laBsen sich aber die jetzt als Koeffizienten der rechts stehenden 
Reihenentwicklungen auftretenden Mittelwerte (aus denen ja die in den 
ursprflnglichen Mittelwerten auftretenden kritiscben Nenner er — x und 
er 0 — x verschwunden sind) nocb auf eine gemeinsame Form bringen. Da 
namlich die Funttionen x ±v - f(x) (v — 0, 1, 2, . .) fttr das ganze Innere 
des Kreisringes regular bzw\, wenn nur die gleichmafiige DifPerenzierbar- 
keit von f(x) vorausgesetzt wurde, daselbst ebenfalls gleichm&flig differ 
reneierbar sind 1 2 ), so lafit sick der Satz yon der Konstanz solcher Mittel¬ 
werte in der Weise anwenden, dafi man r durob r 0 oder r 0 dnrcb r oder 
auch beide Zahlen durob eine beliebige dem Intervall (r 0) r) angehorige 
Zahl ersetzen Vn.rm. Yersteht man also unter q irgendeine der Bedingung 
r 0 £ Q £r genflgende Zahl, so hat man: 

(13) aW((er)“^ f{tr)) — 3Jl((cp)-*'-/ , (ep)), — ^((epj’^ep)). 

Schreibt man dann nocb m (12) x Btatt xf und ersetzt in der zweiten der 
betreffenden Reiben den Index v durob — v, so nimmt die obige Eat- 
wicklung die einfaohe Form an: 

+ 80 

(I) f(*) =2 801 ^ r " - ^ e »» • *’> 

— OO 

und zwar gilt sie zunacbBt fflr r 0 < | x | <r, d. b. BcblieBliob fttr R 0 < \x\ <R a ), 
wahrend analog q jede beliebige Zabl des Interyalls R 0 < q < R be- 
deuten kann. 

Beweis zn 1L Fflr den Fall, dafi das regulars Verhalten bzw. die 
gleichmafiige Differenzierbarkeit von f(x) Biob auf das Innere des Kreis- 
gebietes 0 ^ |&| < R erstreckt, findet man nacb § 51, GIL (11) (S. 384) 
fttr 0 < q < R und v ^ 1: 

(14) aW((C(>r • /"(C?))- 0. 

Infolgedessen verscbwinden fQr 0 < \x\ < R in Gl. (I) alle Reibenglieder 
mit negativem v, und die betreffende Entwicldung reduziert sicb daber 
auf die folgende: 

00 

(II) f{x) = 3U ((e v • f(tQ)) • or, 

0 

zunacbst gbltig fQr 0 < |#| < R, Bohliefilich aber, wie aus Gl. (10) deB 
§ 51 (S. 383) hervorgeht, auch fQr x = 0. 

1) Ygl. d&B oben in bezug auf ■ • f(x) Gesagte 

2) Denn, wie nahe man aucb |a| an B 0 Oder an B annebmen mag, bo gibt 
es uxuner nooh (unendlich Tiele) Zablen r 0 , r von der Beschaffenheit, dafi: 

B n <*■„< I®I <r <B. 
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Die Reihe (II) kann natttrlich keine audere als die Mac Lawrwsche 
Reihe (vgl. § 42, Nr 1, GL (9), S. 318) sein. Denn ist f(x) tlberhau.pt als 

OB 

Somme einer Reihe von der Form darstellbar, so findet man: 

o 

00 

M-m+Shw 0 ) x ' 

i 

und ; da eine solcbe Darstellung nur aof erne Weise moglich ist, dorch 
Yergleichnng mit (II): 

as) m-mM, (*-1,2,8,...), 

wie bereits bei friiherer Gelegenbeit sich ergeben hatte (a. a 0 Gl. (10)). 

2 . Die Entwicklungen (1) und (II) bleiben giiltig, falls fttr eine end- 
liche Anzahl too Stellen x des in Frage kommenden Bereiches 1 ) bezttg- 
lich der Beschaffenheit yon f(x) nnr soviet feststeht, dafl f(pc) daselbst 
stetig ist, so dafl also: 

(16) Jim 

Denn bedeutet x 0 lrgendeine yon den x' verschiedene Stelle, so bleibt fttr 
F(x) =■ x Q • _ ^ J<> ^ die Konstanz des Mittelwertes $Jl(F(er)) (R 0 <r<R 

bzw. 0 <1 r < 22) nacb Nr. 3 des yorigen Paragraphen trotz jener sup- 
ponierten Ausnahmestellen erhalten, mithin auoh die daraus gezogenen 
Folgerungen. Es gilt also WLederum die Entwicklung (I) bzw. (if) fttr 
alle Stellen x des Bereiches R 0 < l x\ <R bzw. 0 ^ |a:| < jR mit vor- 
laufigem Ausschlufi jener Stellen x' f fttr welche in der Tat das entspre- 
ohende Resultat mcht in gleicher Weise festgestellt werden kann, weil 
die geeigneten Yoraussetzungen filr das Bostehen der bierzo erforderlioheu 
Gleichungen (4) bzw. (5) nicht vorhanden sind. Da aber fttr alle x in 
beliebiger Nahe jener Stellen x' eine Entwicklung von der Form besteht: 

+ go 00 

f(x) — S W bzw. f{x) —^a v x v , 

— 00 Q 

so findet man infolge der SteHgkeit emer jeden Potenzreihe, daB : 

+» 00 

C 17 ) 1™. ft x ) — ^7 O'.x* bzw. lim. f(x) — a„x' y 

—00 0 

end daher sohlieBlich in Verbmdung mit der Yoraussetzung (16): 

+ » QO 

(18) f{%) a v x v bzw. f(x') = ^ a„x' v , 

— ao 0 

1) im Falle (II) kann insbesondere die Stelle 0 zu dieaen Stellen x gehflren. 
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<3. h. die fraglichen Entwicklungen gelten aach fttr jene Stellen x\ Mit 
anderen Worten: jene vorlaufig ausgenommenen Stellen Bind in Wahrheit 
ftlr f{x) keine Ausnahmestdlen, vielmehr, me die Gl. (20) lehren, geradeBO 
wie alle ttbrigen Innenpunkte des in Frage kommenden Bereiches, Stellen 
regul&ren Verbatims. 

3. Es kann der Fall eintrefcen, dafi es freistelit, die mit JR bezeichnete 
obere Schranke fttr \x\, also den Radius des tiufieren bzw des einzigen 
BegrenzungskreiaeB unbeBchrankt zu yergroBern. Bestehen in dieaem Since 
■die gemachten Voraussetzungen im Falle (I), also far einen Bereich 
I x | < H t d. h. ist fix) eindeutig defunert und regular bzw. gleich- 
maBig differenzierbar in jedem nocb so groBen, der Bedingung |a;| > 
genttgenden endlichen Bereiche, so ist die Entwicklung 

+a> 

f( x ) wo: a » “ SR ((c q)~ v • fit q )), 


konvergent und gflltig fttr jedeB noeli so grofle, der Bedingung |«| > H 
genQgende x Dagegen kann sie, falls nicht etwa aUe a v fOr v — 1,2,3, .. 
NuU sem sollten, keinesfalls fOr \x\ > B 0 beschrdnkt bleiben, da ja (nacb 
§ 38, Gl. (2 a), S 282): 


lun 

x->aa r 


+ OO 1 ) 


und andererseits: 


also soblieBlicb: 


V oo 

lim 2 ’ - lm - a,, 


lT->oo 


+ 0 ° 

lim ax v \ — + oo. 

*->0o 1 


Hieraas folgt aber, daB alle a y mit positivem Index v <— 1, 2, 3, . ver- 

schwinden tniissen , falls zu den fttr f(x) bereits bestehenden Bedingungen 
noch die hinzutritt, daB \f(x) | fttr | x | r > R 0 unter einer endlichen 
Schranke bleibt. Somit ergibt sich die folgende Vervollkommnung des 
in § 48, Nr. 6 (S. 367 ff.) gewonnenen Resultats*): 

Ist f(x) eindeutig definiert und regular bow. gleichmdfiig dif¬ 
ferenzierbar in jedem der Bedingung | x | > R 0 > 0 genugenden 


1) Reduziert sioh die Anzahl der Glieder aaf eine endltche Zahl n, bo hat 
man sogar: 


lim o r x v 

0J->00 


-b oo- 


2) YgL inabeaondere die FnBnote 2, S. 871. 
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(nodi so grofien) endlichm Bereiche und bleibt | f(x) | fur | x | 

unter ewer endlichen Schranke, so gilt fur | x | > J2 0 die Ent- 

toicklung: 

OO 

(19) f(x) ~ ^3ft((ep) v -jf(es>)) • x~ v (q > B 0} sonst beliebig), 

0 

so dafi sich also f(x) auch nodi fwr x — oo regular verhdlt. — 
Wir betrachten noch das Analogon far den Fall (II). Bleiben hier, 
eIbo fUr einen Bereich Ton der Form 0^|a?|<JS die gemachten Voraus- 
setztmgen erbalten, ancb wenn man R unbegrenzt vergrofiert, so ist die 

entaprecbende Entwicklung: 

00 

(20) f{x) - 2JI ((ep)" v ■ /’(cp)) -x v (p > 0, sonst beliebig ), 

o 

falls sie Uberbaupt nnendlicb yiele Gbeder enthalt, bestdndig komergent. 
Da nun wiederum: 

oo n 

( 21 ) lim — -f oo, bzw. km y*ax v =+ 00 . 

v y ffl ->■ 00 v 

1 0 0 

bo folgt weiter, dafi sich jene Reihe anf das konstante Anfangsglied re- 
dnzieren mufi, falls nocb feststeht, dafi | f(x) | stets unter einer endlichen 
Schranke bleibt. Somit gewinnt man den folgenden wichtigen Satz: 

Ist die Funktion f(x) m jedem (noch so grofien ) endlichm 
Bereiche etndeutig definiert und regular bzw. gletchmdfiig diffe ■ 
renzierbar, so ist sie eine game rationale oder transzendente Funb 
tion und sic reduzi&rt sich auf eine Konstante, falls noch feststeht, 
dafi | f(x) | stets unter emer endlichen Schranke bleibt. 

4. Substituiert man in dem Hanptsatze von Nr. 1 dieses Paragraphen 
x — x 0 statt x und schreibt schliefikch wieder fix) statt fix — x Q ), so 
nimmt jener Satz die folgende etwas allgemeinere Form an (bei welcher 
also jetzt der beliebig anzonehmende Wert x — x 0 an Stelle von x — 0 
die Rolle des Mittelpnnktes tLbemimmt): 

la. Ist die Funktion f(x) m dem Kreisringe jR 0 < I *-*.!<* 
eindeutig definiert und regular bzw. in jedem Bereiche R a < r, 
<*\x — x 0 \ <>r < R glezchmafiig differenzierbar *), so gilt fur 
B® < | x — x 0 1 < B die Entwickbmg: 

P a ) f( x )-2 vi *( x - x °y> 

— 00 

wo • b v — 2 Jl((e( 0 “ y • f{x 0 + ep)) und R®< q < R. 

1) Dabei w&ren -wieder nocb AuBnabmen in dem oben (b. Nr. 2) ntLher b< 
aeichneten Umfange zul&SBig 
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II a Geilten die genannten Voraussetzungen fur das Tnnere 
des Kreises 0 ^ | x — x Q | < JR, so reduziert sick die obige Fnt- 
wicklung mf die folgende, fur 0 ^ | x — x 0 1 < R gultige: 

00 

(II a.) f(x) =^}b v (x-x Q y, 

0 

wo: b v = 9K ((e^»)- v -f(x 0 + ep)) und 0 <q<R 
Die letzte Reihe muB offenbar identisch sein mit der Taylorschen Reihe 
(vgl §42, Gl. ((8), S. 318) ffir das zur Stelle x 0 gehorige Fnnktionselement 
von f{x). 

§ 53. Aquiyalenz zwlsclien gleichmlifliger Differenzierbarkeit und 
re^uliirem Yerhalten. — Die Caucliyschen 1 2 ) Differentialgleichuii- 
gen. — Der JMittelwertsatz der Differentialrechnung. — Zuriick- 
fithrung der gleichm&fiigen anf stetige Differenzierbarkeit. 

1. Angenommen, es sei f(x) eindeutig definiert im Innern eines zu- 
sammenhcmgenden Bereiches S3 und in der Dmgebung jeder daselbst ge- 
legenen Stelle x Q gleichmcifiig differenzierbar s ) Dann folgt aus dem letzten 
Satze des vongen Paragraphen, daB f(x) fiir jede solche Stelle x 0 reg-u- 
la/ren Yerhaltens ist und somit nach dem Hauptsatze von § 48, Nr 4 
und 6 (S 366/71) eine im Innern yon S3 eindeutige analytische Funktion 
reprasentiert. Somit eigibt sich das folgende bemerkenswerte Resultat: 

Die in irgendeinem zusammenhangenden Bereiche eindeutig 
definiertcn gleichmdfiig differenzierbaren FunMionen bilden 
Tceme allgemeinete Klasse ads die daselbst emdeutigen analyti- 
schen Funhtionen regularen Verhaltens. 

Zngleich folgt aus § 49, Nr 3 (S 374): 

Besteht der Bereich gleichmdfiiger Differenzierbarkeit 
fur irgendemen anthmetischen Ausdruch in x aus mehreren ge- 
trennten Stuclcen, so kann derselbe in diesen emzelnen Teilbereichen 
ganz verschiedene analytische Funktionen reprdsentieren. 

2. Da es auf Grand der yorstehenden Ergebnisse zulassig erscheint, 
als Ausgangspwnkt fiir die Definition der ancdyfoschen Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen statt der VorausBetzung des regularen Ver- 

1) loh ziehe diese Bezeichnung der Kiiize halber der zumeist flblichen. 
v Cauchy-ItiemannBche il DifferentiaJgleichnngen vor 

2 ) Sollte der Bereicb die Stelle x = 00 im Innern enthalten, bo ist fQr die 
„gletchmdfiige Differeneierbarkeit in der Umgebung der Stelle x ■= 00" (analog wie 

fQr die Regularit&t) daB Yerhalten von f{—\ in der Umgebung von y — 0 maflgebend. 
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haltens also der Praexistenz eines gang spegiellen arithmetischen ^4ms- 
druckes (namlich einer konvergenten Potenzreihe'j, ohne tiberbaupt von 
vornherein an vrgendeine bestimmte arithmetische Ausdrucksform anzu- 
knbpfen, lediglich die Eigenschaft der gleichma/iigen Differengierburkeit 
zugrunde zu legen, bo erscheint es wiinschenswert, diesen in bezng auf 
aeine Formnliernng etwas schwerfalhgen Begriff noch durcb einen damit 
gleicbwertigen, begrifflich etwas einfacheren zu ersetzen 

Hierzn bemerken wir zunachst folgendeB Da erne eindeutig defi- 
merte Fnnktion far alle Stellen regularen Verhaltena Derivierte jeder 
beliebigen Ordnung und ebenfalls regularen VerhaltenB besitzt, so folgt 
jetzt aus der gleichmafligen Differenzierbarkeit die Existenz von Diffe¬ 
rentialquotienten jeder beliebigen Ordnung, inabesondere aucb die Stetig- 
keit jeneB ersten Differentialquotienten. Wir weiden nun nach emigen 
Vorbereitungen zeigen, doB aucb umgekehrt die Stetigkeit des ersten 
Differentialquotienten die gleichmafhge Diffeienzierbarkeit (mit alien ihren 
Konsequenzen) nacb sich zieht 

Angenommen, es stebe fttr die eindeutig definierte Funktion f(a)an 
irgendemer Stelle x die Existent eines ersten Differentialquotienten f\x) 
m dem frUber angegebenen Sinne fest, d. h. man babe: 

(i) 

wenn emer gewissen Umgebung der Stelle * die Zabl x + h beliebig 
entnommen wird und sodanu - <f + ti in ganz bebebiger Weise gegen 
Null konvergiert. Es stebt daber insbesondere frei, h nur reelle oder 
rein lmaginiire Werte annebmen zu lassen, also r bzw. <S von vornberein 
gleicb Null zu setzen, so daB also, wenn man noch 

x —1 + 

setzt, auB der allgememen Definition (1) des Differentialquotienten f '(x) 
Bich die beiden spemeUerm Beziehungen ergeben: 

lim + + AC+ »»*•) 

<T ->■ ± 0 0 

j. f(6 + (Tl + t)*)-/ r (l + »!*•) 
r-> ± 0 ** 

Da man andererseits f(£-H0 als eine komplexe Funktion der beiden 
reeUen Veranderlicben £ und rj auffassen kann, etwa: 

(B) f($ + yi) - + 

bo lassen flich die Gl. (2) in die folgende Form setzen: 

[ i gtt + g.’fl-yfo’i) + i lim + 

. I™ ±o « a 

( 4 ) ' i j. + — <p(.£tn) , i im + — </>(£< v), 

l 1 A T * -► + 0 v 
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wo die nunmehr auffcretenden, lediglich durch Trennung des Reellen und 
Imaginaren aus den beiden ursprfinglichen hervorgegangenen Grenzwerte 
wirklicb existieren, d b bestimmte reelle Zablen (mkl. 0 ) vorstellen. 

Bedeutet nun 93(g) eine reelle Funktion. der reellen Yeranderlicben g, 
so wird der Grenzwert 

lim y (^ + g) — <p (I) 

<7-*±o a 

wiederum als Ihfferentialquotient yon 93(g) in bezug auf die reelle Yer 
Snderliohe g bezeiohnet. Und man bezeicbnet ferner, wenn 93(1, rj) wie 
oben eine reelle Funktion der beiden reellen Yeranderlichen g, 17 vorstellt, 
den ganz analog gebildeten Grenzwert 

j im y (£ + <*> q) — <?(§,*]) 

o-+ ± 0 0 

als pcvrtidlm DifferenHalquotienten von 93 (g, 77) in bezug auf die reelle 
Yeranderliche g (partiell , weil bei diesem GTenzprozeB nur die eine der 
beiden Variablen, namlich g, m Anspruch genommen wird, wahrend die 
andere dabei konstant bleibt) und in entsprecbender Weise den Grenzwert 

li m + — y(£ 

*->■±0 t 


als partidlen Di/ferentialquotienten von 93 (g ; rf) in bezug auf rj 
Filbrt man nun die Bezeichnungen ein 1 ): 

_hm. »«■"+«) %(|j ^ 


(B) 


lim 

«->±0 


%-*■ ±0 


»i) — V(i, v) 


Mi) 


so ergibt sicb durch. Gleicbsetzen der beiden rechten Seiten der Gl. (4) 
die Beziehung: 

(6) 9>i(£, 1 ?) + * • ^1 (£> v) — *?) + ^i(S» v)> 


welche, wenn man in analoger Weise mit /i(g + 174), g + ^i) die par- 
tidlen Differentialquotienten der komplexen Funktion f( g + ♦?») = 93(g, 1?) 
+ i ip(i, rj) der reellen Veranderlichen g, rj in bezug auf g bzw. rj be- 
zeicbnet, die kdrzere Form annimmt: 

CO + 


1) In der Differentialrechnung nnd deren Anwendungen flndet man neben 
den bier gebrauchten Bezeichnungen (bei denen also der Index 1 bzw. 2 die Diffe¬ 
rentiation in bezug auf die erate bzw. zweite Ver&nderkohe andeuten soil) die aua- 
fflhrlioheren: o /t \ ^ , u 


dl 


di 1 


usf. 


2) Ausfilhrlioher in der Schreibweise der vorigen FuBnote: 

dn di 
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oder aber durch Trenmmg des Reellen und Imaginaren in die zwei Rela^ 
tionen (j,die Gauchyschen DifferenHcdgleichungen (i ) zerfallt: 

( -9>i(6»^) 

^ ' 1 9>i (£>*?)■ 

Wir finden somit: 

Besitzt die Funktion f(x) fur trgendeine SteUe x — g -j- yi 
einen bestimmtenDifferenhalquotienien f (x) (imkomplexenSinne) 
und mrd der reelle Teil von f(x ) mit qp(g, rf), der imaginare mit 
iip(£ } rf) bezeichnet, so existieren die aufdie reellen Veranderhchen 
sich beziehendm partieUen Differmtialquotienten: 


+ + * M%>y) 


und gemgen den Beeiehungen (7) law ( 8 ). Zugleich folgt dann r 
dafi die auf Grand der Definition von f(x) (Gl. (1)J bestehen- 
den Belationen (s Gl (4)J*) 

. I = 9>i + 


mit Bemdeung von ( 8 ) sich auch in die Form seteen lassen: 


( 11 ) 


,, {- ^( 6 , y) - y) 


d.h. der Differentialquotient f(x) la fit sich auch durch die par- 
tidlen Differenfaalquotienten des reellen Teils <p(g, 17 ) oder des 
imaginaren Teils ^(g, rf) allem cmsdrucken 
3. Um die oben angekflndigte Zuriickfiibriing der gleichmdfiigen Dif- 
ferenzierbarkeit nuf die StetigTceit des Differentialquotient en f{x) zu be- 
werkstelligen, beweisen wir noch den folgenden, dev Differentialreobnung 
(mit reellen Veranderliohen) angehorenden Hilfssate (sog. MitteLuertsatg 
der Differentialrechnung ): 


oder ktlrzer: 

d/fo) . 

Sri " 26 


1) Anders gesohrieben: 


— Ate + n*) 
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1st g> (|) eine im IntervaJle £,, <^ £ <^ £j emdeutig defnierte 
und stetige Funktion der redden Veranderlichen £, toelche fur jedes 
der Bedmgung £ 0 < £ < ^ genugende £ einen bestimmten Dijfc- 
renticdguotienten g>j(£) besitet 1 2 ), so existiert im Innem des ge- 
nannten Intervals mindestens erne Stelle £' von der Beschaffen - 
heit, dafi: 

^ Z l (U - 

Beweis. Es sei zunachst #(£) eine Funktion, welche denselben Be- 
dingungen genflgt wie gp(£), aufierdem aber nocb der folgenden: 

( 12 ) #(«- ®( fe )-0 

Dann soil gezeigt werden, es existiert im Innem des fraglichen Interralls 
mindestens eine Stelle £', fttr welche der Differentialquotient der Be- 
ziebung genflgt: 

®,(r) -o.*) 

Das letztere findet offenbar fflr jede Stelle des Interralls statt, wenn <Z>(£) 
daselbst Tconstant , d. h. mit Rttcksicht auf die yoransgesetzte Stetigkeifc 
and die Bedingung (12) bestandig Null ist. Siebt man von diesem (tn- 
rialen) Falle ab, so mnB <!>(£) fflr £ 0 < £ < £ t aucb positive oder nega¬ 
tive Werte bzw. Werte von beiderlei Art annebmen. Alsdann besitzt aber 
die stetige Funktion $(£) im Innem des Interralls zum mindesten ein 
bzw. ein erstes reales (positives) Maximum oder (negatives) Minimum, 
erentuell sowobl das eine als das andere (s. § 7, Nr. 1 , S. 52). Man hat 
sodann, wenn* £' die (bei wachsendem £) erste Maximumsstelle bedeutet, 
bei hinlanglich kleinem 6 > 0 : 

®(r + <o - ®to ^ o»), ®(r - o) - ^(g) < o, 

and analog im Falle eines Minimums: 

*(g + ft) - d»(£0 ^ 0 3 ), 0g- 6) - 0(g) > 0. 

In jedem dieser beiden Falle baben also die Quotienten: 

g(r+«)-*( r) *«'-«)- g(f) 

a 1 — a f 


1) Ioh venneide abBiohthoh. fdr jenen Differentialquotientan (bo. im aasBohliefr- 
lioh reetlen Sinne) die in der Differentialrechnung abliche Bezeichnung tp'(£), da 
ioh dieae Art der Bezeiohnong in dem vorliegenden Znsammenhange auBaohliefi- 
lioh fflr die komplexe Differentiation rorbehalten will. 

2) DieBer beBondere Fall des fragliohen Mittelwertsatzes wird gewOhnlich ala 
JJoBeaoher Satz bezeiohnet. 

8) Eb kSnnte ja <P(|) naoh Erreiohong jenea MaxiinumB oder Minimnma zn- 
zuu&ohst nooh konatant bleiben, in welohem Falle dann das GletchheUszeioh.ee. sn 
gelten h&tte. 
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sofem der erste derselben nicht verschwindet, entgegengesebetes Yorzeichen. 
Da aber <P(£) an der Stelle jj — g' emen bestimmten Differeutialquotienten 
besitzt, also: 

lim *«•+«>-*( £>„ lim a r-<-*<r) 

a = +0 o»x + 0 — 0 7 

sein mufi, so konnen diese Grenzwerte nicbt von Null verscbieden aus- 
fallen, d. h. man findet, wie bebanptet: 

(13) —o. 

Nun werde gesetzt: 

®(S) - ?(6) - <KM - w 

®i ®o 

- 9 >© - • s - (* ©) - ■ *,), 

ein Ausdruck, der offenbar die flir #(£) erforderlichen Bedingungen be- 
friedigt. Denn man hat, flbereinstimmend mit G1 (12): 

®(So)-®(Si)-o, 

andererseits unterscheidet sich #(£) von <p(£) nur am eine Linearfunktion 
und besitzt also in dem gleichen TJmfange die Eigensohaften der Stetig- 
keit und Differenzierbarkeit. Insbesondere ergibt sich: 

®i (S) — ?>i(S) - > 

so daB GL (13) die Beziehung liefert: 

(14) 

womit die ausgesprochene Behauptnng bewiesen ist. Da es freistelit 
und gj zu vertauschen, ohne dafi die Beziehung (14) eine Anderung er- 
leidet, so gilt sie offenbar auch unter der Yoraussetzung £ 0 > • 

Setzt man £ x — £<, + <? (wo jetzt <J$0), also £' — £ 0 -1- 9<J, wo <9 
eine passend gewahlte Zahl des Intervalls 0 < 9 < 1 bedeutet, so nimmt 
GL (14) die Form an 

(15) y« t +J-9tt.) _ y|({|) + d«) (0<d<l). 

Man kann also unter den angegebenen Yoraussetzungen emen Diffe- 
reneenquottentm allemal ersetzen durch einen Differentialquotienten, desBen 
Argument aus einem gewissen Mittdwert zwischen dem Anfangs- und 
Endwert der unabhangigen Yariablen besteht. 

4. Es werde jetzt angenommen, dieFunktion fix) der komplexen Ver- 
anderlichen x «■ £ + y* besitze im Innern eines gewissen Bereiches SB 
einen bestimmten. nicht nur endliohen. sondern auch stetigen Differential- 
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quotienten f(x) Man hat alsdann mit Beibehaltong der frflher benntzten 
Bezeichnungen (s. GL (11)): 


( 11 ) 



— ^ 2 ( 6 , y) + y)> 


nnd zwar Bind anf Grand der gemachten Stetigkeitsvoraussetzung (p t (l, if), 
9 > 2 (|, if), f 1 (£, rj), if) ini Innem and auf der Begrenzong eines jeden 
Bereiches S3' gleichmafiig stetige Funktionen der reellen Veranderlichen £ 
nnd i}. 

Aus der ftlr h — 6 + xi bestehenden Beziehang: 

/ic.\ f (« + *) — A®) <p(6 + », + — <p(I,» 2 ) 1 ; + g, n + *) — '•/’fa n) 

(iba) -J-J+W-+ »-injTVJ- 


folgt zunaohst durch identisohe Umformung: 

(16 b) 

— /y(l + g, 73 + t) — qp(g, q t) , - f (6 + n + r) — if) (|, q + t )\ g 
V g g / g+T» 

, /<p(£,i]+*) — qp(l»»i) ■ .■V'Cl.’J-f-*) — ^(£.»i)\ * 


Die emzelnen Differenzenquotienten sind jetzt so beschaffen, dafi bei 
der Differenzenbildung nor die eine Variable erne Veran derung aufweist, 
die andere einen zwar beliebig innerhalb gewisser Grenzen anzunehmenden, 
aber nach erfolgter Annahme unveranderlichen Wert besitzt. Man kann 
daher auf jeden dieser Quotienten den zuror bewiesenen Mittelwertsatz 
anwenden. Nimmt man l, tj im Innem oder anf der Begrenzong eines 
innerhalb S3 liegenden Bereiches S3' beliebig an und schrankt |tf| und |r| 
yon yomherein so ein, dafi das gauze Rechteck mit den Eckpunkten 
(If y), (l + <*, if), (l + <*, y + t), (6, y 4- r) noch in das Innere yon S3' 
fallt, so findet man z. B. ftlr den ersten der in Gl. (16b) aaftretenden 
Differenzenquotienten: 

(«») ^+ - «. . 1 + ») - * + «> - Vi(i + »,,,+ t ), T0 Q<»<1, 

Bei veranderter Wahl von l, y, 6, % innerhalb der angegebenen 
Grenzen wird sich ft zwar gleichfalls andern, ohne jedooh jemals das Inter- 
vail (0,1) verlassen za konnen. 

Durch Anwendung der analogen Umformung auf die drei andcren 
Differenzenquotienten auf der rechten Seite der Gleichung (16 b) nimmt 
diese folgende Form an: 

(i7b) a »+w-/w _ (Wt(t+ »,, v+T) + i .^ +ofein+T)) ._j_. 

+ (<Pi&, y + t*)+i- fa&,y + S'*)) *r-r— 
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wo: 

o <«■ < i, o<^'<i, o<g<i, o < r< 1 

Fiihrt men in dem letzten Summanden den Faktor —^— an S telle 

B -+• t % 

yon eui and drtlekt if/ v ip% mit Hilfe der Gleichungen (8) durch <p 3 , 

<p! aus, bo ergibt Bich weiter: 

(18) + h l~ f¥> -fa(E + »t, n + r) - i • <p,(£ + #*, v +1)) ■ 

+ ( 9 >i(S> v + 6"*) - * • <p»& v + to) • 

nnd wenn man von dieser Gleichung die folgende (s Gl. (11)) 

f to ” (%(6i i?)-*- 9> a (S, V)) ■ 

Bubtrahiert: 


(19) ffr + ftWg) _ ^ 

- {(vi(6 + #<*, v +*) - 9>i(6; a)) - * • fa>i(6 + ’? + T )—9>*(S> n ))} • 

+ {(<Pi(£i> «? + £'*)- Vi( 6 » *?)) - * ■■ (%'£> v + I*) - %(5, i?))} ■ ^ 7 ; ■ 

Infolge der gleiobmiLBigen Stetigkeit yon qp^g,17), <p s (g, 17) lafit sich 
6 > 0 zn beliebig kleinem s > 0 so fixieren, dafi far alle g, 1 7 des mit S' 
bezeichneten Bereich.es, wenn nnr |tf| ^ d, |r| ^ d: 

(20) 19>x(£ + M + *) - V*(S» n) I < -£ (« - 1, 2). 


Nimmt mail also |h|<£d, in welchem FaJle a fortiori |<?|^d, ]t|^ d, 
nnd beachtet, daB: 

I ~ l 1 1 

£ 1 , 


a 

i 1 

XI 

a + 


a -f- it 


bo folgt ans Gl. (19), dafi ftlr alle x des Bereiohes 99' eine Beziehung yon 
der Form besteht: 


( 21 ) 


f(p+h)-m 

h 


- f'to 


< s 


ftir |fc|£d, 


d h. aber in der Tat: f{x) ist fflr jeden solchen Bereich 99' gleicfimdfiig 
differenzierbar. 

Hiernach ergibt sicb also die Stetigkeit des ersten Ddferentialquo- 
tienten, welche in Nr 2 als eine Folge und somit ala eine notwendige Be- 
dingung der ghichmafiigen Differenzierbarkeit erkannt wurde, auch els 
hinreichende Bedingung. Und es lafit sich somit das m Nr. 1 dieses Fara- 
irranhen ausKesprochene Resultat jetzt auch so formnlieren: 



Nr 1 


§ 54. Bedentung der CawcAj/sohen Different] algleichnngen. 


401 


Jede im Innern ernes eusammenhangen den Bereiches eindeutig 
defmierte und „stetig differ eneierb are", d. h. mit einem ste- 
iigen JDifferentkdguotienten versehene Funktion einer komjplexen 
Veranderlichen ist eme in dem betreffenden Bereiche 1 ) ein- 
deuiige analytische Funktion regul&ren Verhaltens 

§ 54. Die Cauchyschen Differentialgleichungen als die cliarak- 
tertstischen Bezielmngen fttr den reellen nnd imagin&ren Teil einer 
analytischen Funktion regnl&ren Verlialtens. — Die Laplacesche 
Differentialgleichung. — Bestlmmung einer regnlttrenFnnktion mit 
gegebenem reeilen Teil. 

1. An das Endresultat des vorigen Paragraphs knflpfen mi zunachst 
nooh die folgenden Bemerkungen. Bei seiner Herleitung wurde ausdrttck- 
lioh die Existene und Stetigkeit von f (x) yorausgesetzt und anf dieser 
<5brundlage die gleichmafiige Differenzierbarkeit yon f(x) enviesen. Dabei 
ergab sich, worm gesetzt wird: 

( 1 ) x - £ + vji f{x) - <p(g, + V'd, y), 

als Folgerung die Existene nnd Stetigkeit der partiellen Differentialquo- 
tienten ^(g, y), qr a (g, y)> ^i(S; y\ 'Psih y) und das Bestehen der Be- 
ziehnngen (Nr 2, GL (8)): 

< 2 ) V'i (S, y) — g >2 (S, y) 'Pa (Si y) — <Pt (S, y) • 

Es l&Bt sich nun zeigen, dafi dieses Eesnltat auch umkehrbar ist, zu- 
nfichst in dem folgenden Sinne: 

Es sei fix) fur das Innere ernes eusammenhangenden Be¬ 
reiches 93 eindeutig defimert und werde gemafi 01. (1) auf die 
Form <p(£, y) i' V>(S> y) gebracht. Besiteen sodann g>(£, 17 ), 
^(£, y) portieUe Differenhalquotienten, wdche %m Innem von 93 
stetig sind und den Beeiehungen (2) geniigen 9 ), so ist f(x) fur 

1) Dieser Znsatz ist weaenthch Denn, abgesehen davon, daB es sich nur nm 
«inen etndcutigen Zweig einer beliebig vtcldeuttgen Funktion zu bandeln brauoht, 
kann naoh § 49, Nr. 8 (S 874) ein und derselbe Btetig differenzierbare arithmetasohe 
Ausdruok m versohiedenen Bereichen verschiedene analytische Funktionen vorstellen 

2) Man kann natttrlich diese evm Beziehungen auch in die eine zusammen- 
fassen: 

<Pi (£, »i) + * • (I, n) — 'Pt (&, n) — * «p* (fi» *i) — - J- (<pi (ii ij) 4- i 'Pi (6, y)) , 

anders geschrieben: 

/i(a+»iO“-7 /i(6+T,,,) 

oder auch: 

dm i_ dm 
di = » dn 
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jeden innerhcdb 83 liegenden Bereich 83' gleichmafiig difereneier- 
bar (afro regiddren Verhaltens). 

Beweis. Unter den gemachten Voranssetzungen ergibt sich genm 
So, wie in Nr. 4 des vorigen Paragraphen (s. G1 (16), (17), (18)): 

(8) f(x+h)-m _ (yj( | + «.*,, + 1) _ i. ,,,(£ + n+ r)) 

+ (<MS; V + S'*) - 1 9 >a& n + $*)) • 


giiltig, bei passender Einschrankung yon | A| — |<J + ri|, fflr alle £,i$ 
eines jeden Bereiohes 83'. Dnrch Sabtraktion der Identitat: 

9>i (l> V) ~ * * 9>a (£> V) — — * <Pa (6, V)) %+Tt 

folgt dann weiter: 

( 4 ) /-(ffl + ft ) — Ac ) _ . < p s (£, ^)) 

— {Oi(5 -1- # V + *) “ 9>i (£; v)) - *(9>a (6 + & 6, n + *) — 9>a(£, i)) 1 ■ 

+ { (9>i(£; v + S'*) - <Pi(S, n)) - ifod, i? + S*) — 9>a& «f))} * > 


also infolge der gleichmafiigen Stetigkeit von ij), <p 2 (£> v)t nac ^ 

Annahme eines hinl&nglich kleinen tf > 0 fiir | h | — | a + ** | ^ d (ygU 
UngL (20) des yorigen Paragrapben): 


(5) 


f(x + h) — f(x) 
h 


- (9>i& n) - vd 


< *. 


Diese Ungleichung lehrt zon&chst, dafi der Differenzenquotient 
ihffi ~ fflr alle einem Bereicbe 83' angehorigen x bei beliebigem 

Gxenzflbergange h —► 0 den festen Grenzwert q> t (§, rf) — i ■ q? 2 (g, rj) beaitzfc, 
Bomit exigtiert in diesem Umfange fix), und zwar hat man: 


(6) f M - <Pi & if) — * ■ 9 >afo n)> 


eine Beziebnng, der man auf Grand der Voraussetznngen Gl. (2) aucb die 
Form geben kann: 




r&) 


<Pi (S, <!) + *• tife i) — fi(t + '?*) 

’hfe n) — *'%({, i) — i-fi(t + 


1 ) Anders gesohrieben: 

r(*)— ” 
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Zugleich laBt sich dann Ungl. (5) durch die folgende ersetzen: 

(8) | ^ ~ ^ - — f (x) <fi (f£lr alle x in 89' and | h | d), 

welche in der Tat aussagt, daB f(x) in dem behaupteten Umfange gleich^ 
mafiig differenzierbar, also schlieBlioh im Innern yon 93 regular ist 

2. Man kann dem Ergebnis der yorigen Nummer auch nooh eme 
andere, gleiehfalls bemerkenswerte Seite abgewinnen. 

Bei der bishengen Betrachtungsweise wurde f(x) als gegeben an- 
gesehen, g>Q, ij), bestimmten sich dann als reeller nnd imagi- 

narer Bestandteil yon /"(£ V^)- Wir wollen nan annehmen, daB um- 

gekehrt gj(£, rf), ij) gegeben seien als zwei im Innern eines zusammen- 
hangenden, den reellen Veranderlichen £, y zugewiesenen Bereiches 93 ein- 
dentig definierte, stetige und mit stetigen partiellen (ersten) Differential- 
quotienten yersehene Funktionen und daB jene DLfferentialquotienten den 
Beziehungen (2) genttgen, also: 

( 2 ) fi (£> v) — - <p a ($> v) (I? v) — 9»i (£, n) ■ 

Bildet man sodann g>(£, ij) + i ■ */>(£, rj), so stebt es offenbar frei, diesen 
Ansdmok als eine im Innern des (nunmebr als Inbegriff der entsprechen- 
den Zablen £ + rji aufzufassenden) Bereiohes 93 emdeutige nnd stetige 
Funktion der komplezen Veranderlichen £-|- Tji aufzufassen: denn zu 
jedem x — £ + <qi gehSrt ja em nnd nnr em reelles Wertepaar (£, tj), also 
scbliefiliob ein eindeutig bestimmter Funktion swert qp(£, rf) + i • tp(£, ij), 
der sicb dberdies mit a; stetig andert. Wir konnen daher eine Funktion f(x ) 
definieren durcb die Gleichung: 

(9) f(x) — <p(£, ij) + i ■ t (& *l) 

(unbekflmmert darum, ob es wirklich mogliob sein sollte, falls qp(£, tj), 
ip(£, tjJ als antbmetisobe Ausdrflcke vorgelegt sind, die Veranderlichen £ 
und tj allemal so zu gruppieren, daB sie schliefilich nur in der Verbindnng 
£ -f ij i vorkommen). 

Setzt.man sodann: 

h —* 6 + ri f also: x + h — £ + tf + (^ + r)i t 

so wird: 

f(x -t h) — ?(£ + c, t) + t) + t */>(£ + a ) V + T ) 

nnd daher: 

f(x + h) — f(x) _ tp (£ + g, iq -f r) — y (g, rj) . . (£ + g, V + *) —1)> (g, rj) 

h a + ti e + ti 

Hieraus schlieBt man worthch, wie in der yorigen Nummer, dafi (bei 
beliebigem Grenztibergange h —► 0) der Grenzwert lim ^ ^ ~ ^^ (im 
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engeren Sinne) existiert und daB somit fix) im Innem des Bereiches 93 
einen eindeutig definierten und stetigen Differentialquotienten f ( x ) be* 
sitzt, nSmlich (s. GL (6)): 

(10a) - qp, {l, rfi-i- (£» V) 

oder auch, mit Benutzung von GL (2): 

(10b) fix) — $ j(l f i?) + i • (& V) • 

Darans folgt aber, daB f(x) im Innem von 33 eine eindeutige aua- 
lytische Funktion regul&ren Yerhaltens, also in der Umgebung jedes Innen- 
punktes x 0 dnrcb eine Beihe naoh positiven ganzen Potenzen yon x — 
darstellbar ist, somit g und r\ scblieBlich nicbt mehr beliebig vereinzelt, 
sondeni lediglich in der Yerbindung £ -f - iji x enthalt. 

3. Angenommen, es seien qp(£,i?), rf) als arithmetische AusdrUcke 
vorgelegt, welche im Innem irgend eines einfacb zusammenhangenden 
Bereiches 93 stetige, den CduchyBchen Bedingungen genBgende (erste) 
Differentialquotienten besitzen, so daB also durch die Beziebung (9), 
namlich: 

(9) fix) — <ip(£, y) + * • 1>ih v) 

eine in 93 eindeutige und regulare analytische Funktion von x « £ + iji 
deflniert wird. Es entstebt dann die Frage, wie diese Funktion fix) als 
aritbmetisoher Ausdruok in x wirklich. hergestellt werden kann. 

Wir kSnnen obne merklicbe Beschrankung der Allgememheit an- 
nehmen, da.fi der Bereiob 93 ein Sttlck der reeUen Acbse im Innem enfc- 
bfi.lt 1 )- 1st dann eine beliebige Stelle dieses Strokes, so mnB ftlr eine 
(bis an die Grenze yon 93 reiohende) Umgebung \ x — £q | < (>o cine ( TOr ~ 
lttufig unbekannte) Entwiekelung von der Form besteben: 

00 

( 11 ) rt«0-.2r(«,+ /W(*-W’ 

0 

und daber fflr ij — 0: 

00 

(lla) m M (S - i„)’ 

0 

-®(i)+*.y(i), 

wo: 

cm) ®«) -]>}«,$ - w r , y(e-^,(s-w’- 


1) Sollte diese Annahme zofftllig nioht erf&llt sein, so kann sie ja durch eine 
Substitution von der Form tj ■■ if -f- « (Parallel-Versohiebung) sofort hergestellt 
veerden. 
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Andererseits folgt aus Gl. (9): 

f(£) “-9(& 0) + * * 0(6, 0), 

■o dafi also, wie die Vergleichung mit (11a), (lib) zeigt, die Beziehungen 
stattfinden: n ^ 

(Ho) 9>(£, 0)(S - icT, *(l 0) -J-/J, (i - 

0 0 

und somit diese beiden Reiben gleiehzeitig mit <p(£, 0), #(£ t 0) nunmehr 
als gegeben anznseben sind. 

Da aber diese Reiben aneb bonvergent bleiben, wenn man | dnreb 
ein der Bedingong | x — £ 0 1 <(> 0 genflgendes komplexes x ersetzt, so findet 
man sebliefilicb: 

(12) f(x) - $(x) + i ■ P(*), 

wenn im AnschluB an Gl. (lib) gesetzt wird 1 ): 


(12a) ^(x)-^}a v (x-^)% 5 r W-^A(a?-g 0 ) r (l*“Sol<G>)- 

o o 

Damit ist zunachst ein bestimmtes Funktionselement von f(x) ber- 
gestellt, durch dessen in S3 vSQig eindentig verlaufende analytische Fort- 
setzungen f(x) im fibrigen S3 darstellbar ist (tibngens aucb munittelbar 
durob andere Funktionselemente, die man dnreb Variation von |q ge- 
winnen kann). 

JBeispiel. Es sei: «, M 

Man findet zunachst: 


">) - (2 fi) (2 c- —* (S> ^ 


^i(£. v) - (2’ fi) (2 1 )* • ffjn) “ Vid, v)- 

_ 0 0 ' ' 

1) Man darf niebt etwa die Reihen (18 a) nach Analogie von Gl. (11 o) mit 
tp(x, 0), ip(x, 0) bezeiobnen, da ja die ndr fQr reelle Argumente gegebenen artih- 
metuchen Ausdnlcke tp(x, 0) f if>(x t 0) fQr Jeomplexes x flberhaupt keine Bedeutong 
zu besitzen braaohen, oder, wenn dies auoh der Fall sein sollte, Werte liefern 
kOnnten, die von denjenigen der Reibensummen (18 a) verschieden sind. 1 Vtw, 
wenn sie mit den letzteren gleichwertig sind (was z. B. der Fall wBxe, wenn g>(£, 0), 
if>(£, 0) rationale Funktionen von £ oder [aaoh bei .Vertausobnng von £ mit Jcom- 
plexem x] gleichmdfiig konvergierende Reiben solober Fanktionen), dann darf man 
die GL (12; dnreb die folgende ersetzen: 

fix'] — a>(x. 0) -i-i • ibfr 
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Die Cauchy schen Differentialgleichungen (einschliefllich der erforder- 
lichen Stetigkeitsbedingungen) amd also erftlllt Da aodann: 


v(S,0)-2rr = 

0 

(wo tibrigens, entsprechend dem Sohlusae der FuBnote 1: cp{x, 0) =■ 0{x), 
0) — W(x)) so findet man auf Grand der Formel (12): 



Mit anderen Worten, man beweist auf diesem Wege ohne Benutzung 
der Cawcbyschen Multiplikationsregel die Richtigkeit der Beziehung: 


12S-I2(-V 


(g + rj»r 

V 1 


4. N a oh dem wir durch die vorhergehenden Betrachtungen erkannt 
haben, welche beaonderen Beziebungen zwisoben zwei Funktaonen gp(|j, 97 ) 
nnd ^({;, i j) bestehen mtissen, damit sie m der Yerbindnng 

?>(£. v) + *‘ HI v) 

eine analytische Funktion von § -f iji liefern, bleibt dee weiteren zu unter- 
auchen, welche Beschrankungen hieraus fiir die Auawahl jedes emzelnen 
dieser beiden Bestandteile erwachsen. 

Zunachst bemerke man, daB vermoge der Gl. (10 a) bzw (10b) f f {x) 
achon durch <p(|, vf) aUein bzw. durch rf) aUein vollstandig bestimmt 
ist. Da aber f' (x) als Derivierte einer regularen analytischen Funktion 
ebenfalls diesen Charakter besitzt, also in der Umgebung jeder in Be- 
traoht kommenden Stelle x 0 m der Form: 


f’(z) 

o 

darstellbar ist, so folgt, daB in dem gleichen Umfange: 


/W “ 2 ^+i^"^ ,+l+ 0 

o ' 

sem mufl, wo G eine vorlaufig noch unbekannte Konstante bedeutet., Di 
andererseits die EmdeutigJceit von f(x) auf Grand der Definitionsglei 
ohung (9) bereits feststeht, so ist demnach f(x ) schon durch <p(jz t if) oMeii 
bzw. durch ^(|,ij) aUein bis auf jene additive Konstante eindeutig be 
stimmt. Wegen: 

v) — — * H%}V)t *'H £;»?)(H-’?*)-■ p&’f) 
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■ergibt sich daraus waiter, dafi jede der beiden Funktionen <p(£, rf), ^(|, v) 
durch die andere bis anf eine additive Konstante bestimmt iat. 1 ) Aber es 
etekt keineswegs auoh nock frei, non eine dieser beiden Funktionen wiU- 
kflrlick zu wahlen, vielmehr muB dieselbe nock einer ganz spezieilen Be- 
dingung genfigen, wie aus der folgenden Erw&gang kervorgekt. Da f (x), 
wie bereits bemerkt, innerkalb © regular ist, so besitzt f{x) daselbst 
■einen bestimmten Differentialquotienten f "(%), der insbesondere gefnnden 
werden kann, indem man f'{x), d. k. /* / (S +if %) partiell nack £ oder 
+ partiell nack rj differenziert Da aber fflr f (x) die beiden 
Darstellungen (10a), (10b) vorliegen, bo findet man anf die angegebene 
Weise vter versckiedene Darstellungen fflr f'(x), upd es ergibt sick zu- 
^fleich die Berecktigung, infolge des analytiscken Charakters von f'(x) 
die Forderung einzuftlkren, dafi auck tp x (£, rf), g>,(S, rf), rf), (£, rf) 
■stetige partielle Differentialquotienten nack £ und 17 (anders aosgesprocken, 
dafi (p (5, rf), auck stetige zweite Differentialquotienten nack £ and rf) 

besitzen. Bezeicknet man nun den partiellen Differentialquotienten von 
qpj (£, rf) in bezng auf £ mit g> u (£, rf), 

n n n w V » *Pn(£> V)r 

Vl (%> V) n v » 6 )> 9**1 (£> 

» v n >/ V » V) 8 )> 

nnd fQhrt analoge Bezeicknungen fflr die partiellen Differentialquotienten 
won ti(^i ^a(§> V) 0 iu, so ergeben sick fflr f"(x) aus den Gl, (10a), 
{10b) durok nockmalige Differentiation die folgenden vier For mein: 

j - Vn(S, n) — i- <Pn (£; V) - * * 9is(£; V) - v), 

■and kieraus duxek Trennung des Reellen und Imaginaren: 

on I “ Putt* V) - ^1(6, i) - tfii(6, v) 

^ ) l- 9 >ii(£; n) — 9>u(S> v) - tn(S, n) — ^ks(6» n)- 


1) Die explizite Deri tell ting ron rf>(£,r]) doroh g>(S,rj) odor nmgekehrt pflegt 
*on*tnnr mitHilfe einea Integrals bewerkstelligten werden. VgL jedochFufln.1,8 418. 
8) Andere gesehrieben: 

_ /ft _ 3*9(6, »l) 

9u (6, *?? — ——, 


9i*(6,*?) 


3*y(6, *?) 
didn 


9*1(6, *?) 


3*9(6,*?) 
dvtt ’ 


9i»( 6, *j) 


3*9(6,*?) 

drf* 
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Wir heben aus diesen Gleichungen die folgenden, nur je eine der beiden 
Funktionen cp und ^ enthaltenden hervor: 

(14a) 17) - qp #1 (£, 1?) 17) - ^ 81 (|, 17) J ) 

(14b) g> n (g, 17) + qp„(£, 17) — 0 ^ n (g, rf) + 17) — 0 

Das erste dieser Gleichungspaare besagt ledigbcb, dafl es gleichgtiltig isfc r 
ob man qp(£ ; rf) bzw. i^(|, rf) zuerst nach £ und darauf naeh ij differen- 
ziert oder umgekebrt — eine Eigenschaffc, deren Vorhandensein man auf 
Grand der bier gemacbten jS^wjfcei&vorauseetzungen aucb leicbt direkt 
mit Hilfe des oben bewiesenen Mittelwertsatzes der Differentialrecbnung 
yerifizieren kann. a ) 


1 ) In der tibliohen Sohreibweise der Differentialrechnung: 

d a tp{k t rj) _ g*y(6,T?) 

drj d£ 


oder nooh deutlicher: 


8£dri 

d_ / d<p(£,ri) \ d_ ( dtp (g, tj) \ 

) iq \ d£ ) d£\ dri ) 


und analog fCLr ip(£,r]). 

2 ) Dies gesohieht folgendermafien Man hat 


lvm — / lim + <p(£ + k,v)-<p(lv) I 

: k 1 a-?o h ft->0 h ! 


> lim (lizn $(h. k)), 
k -> 0 a -> 0 1 7 1 


■wo, 

*0»,*) 

Alsdann ergibt siob analog 


y(S + ftiii + fc) — <p(E>ij + *) — »*i) 

hk 


qp a i (5.1?)= bm (bm ® (A. *». 

so daB es sidh lediglich um den Naohweis der Vertauschbarkeit der beiden mit 
$(h,k) Bukzessiye vorzunehmenden Grenzflbergftnge bandelt. Setzt man zur Ab- 
ktlrzung: 

flP(5i 1?“1“*) — ^(fii i?) “= • a bo: <P(6 + ij + *0 — “&(£ + &)*■ 

bo wird: 

ft (h, k) — X (g + - y* 7 -— -jf’ 

Wird jetzt £, ij auf irgendemen, dem Innem von 93 angehOrigen abgeschlosBenent 
Bereich 93' eingeBohr&nkt und h , k von vomberein klein genug angenommen, da0> 
das Bechteck mit den sich diagonal gegentiberbegenden Eckpunkten ij) r 
(g -j- ft, ij + k) nooh in daB Innere von 93 f&llt, so flndet man durbh Anwendung 
deB Mittelwertsatzes: 

k) j-, ^ ^ + *0 ~~ v* ij) (o < ©■ < 1)* 

* k k 
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Dagegen liefern die G1 (14 b) eine wesentlich neue Bedingung, und 
zwar vom gleicben Bildungflgeaetz fllr g>(g , vf) nnd g, vf), die sogenannte 
Laplacesche Differentialgleichung 1 ), der also q>(%, if) nnd ^(g, vf) jeden- 
falla genii gen miiasen, wenn iiberhaupt die MSglichkeifc bestehen aoll, dafl 
die Verbindnng gp(g, if) + i^(g, if) eine im Innem yon SB regulare ana- 
lytische Funkfcion yon x =— g + vji liefert. 

Ea fragt aich nun, ob die dnrch die yorstehende Betrachtung ala not- 
wendig erkannten Bedingungen aicb anch ala hinreichend erweiaen. Da 
aich hierbei acbon ergeben hatte, dafi jede der beiden Funktionen q> (g, vf) } 
$(g, if) durch die andere bia auf eine additiye Konstante bestimmt ist, nnd 
da andererseita beide Funktionen in bezug anf die fraglicben Bedingungen 
einschliefilich derBedingung(14) aich yollig gleichartig yerhalten, bo han- 
delt ea aich. acblieBlich lediglich am die Beanfcwortnng der folgenden Frage: 

JEJs sei qp (g, if) eindeutig und stetig im Innem ernes msammen- 
hUngenden Bereiches 93, besitse daselbst stetige erste und jttoette 
partidle JDifferentialquotienten nach g und vj, tcelche der Bedin- 
gung gcnugen: 

(14b) <p n (g, i]) + <p M (£, vf) - 0.*) 

Oibt es dawn eine im Innem von SB bis auf eine additive imagt- 
nare Konstante bestimmte eindeutige und durchweg regulare ana- 
lytische FunJction F(x) m%t deni reellen Ted g>(g, vf)? 


-wo & zwar mit tj , ij + k verELnderlich ist, aber das Intervall (0,1) memals ver- 
lassen kann Hieraus durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes: 

® (*, k) - 9l ,(£ + rj-f Vk) (0<«•'< 1), 
und somit infolge der Stetigkeit von <p fflr den Bereich selbst bei be- 
liebigem sunultanen Grenzflbergange (— Doppellimea). 

” 9>n (f.ij), 

also (da die inneren einfaoben Limites exist]eren) um so mehr. 


& n) “ jgft (bm ® Qh to - lim (lim^A, k)) - qp tl (fi, n ) 
1) Danacb ist also: 

ft ti\ 

0 , 


d a v(iiV) , d*<p (£,*]) 

dv + ~dj~ 


3*9 I 3'tpd , n) 

8V ^ Fn‘ ’ 


anders auBgesprochen, und i/>(S,7j) mflssen, fdx u eingesetzt, die Differen- 

tialgleiobung 

/)*« J) 1 *! 

0 


^ " I V w 

dV d n ' 

befriedigen, Jede ibrer Ltisungen wird als eine harmomscfie Funktion bezeiobnet. 

2) Die andere, gleicbfalls alB notrwendig evkannte Bedingung (14a) ist ja, wie 
in Fubn. 2 der vongen Seite gezeigt wurde, infolge der gemachten Stetdgbeitsvor- 
aussetzungen schon von eelbst erfBllt 
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Wir werden zeigen, dafi fUr einen einfach zusammenhangenden Bereich 
diese Frage schlechlhin, ftlr einen mehrfaeh zusammenhangenden in modi- 
fizierter Form zu bejdhen isfc. 

5 Wir definieren zunachst eme eindeutige Funktion von x ■*» 6 + yh 
die wir mit RtiGksicht auf das folgende von vornherein mit F'(x) be- 
tteicihnen, durch die Gleichung (vgL GL (10a)): 

(15) F\x ) - ^(g, r[) - n) 

Da die Cauchyachen. Differentialgleichungen (2) (S 401) Bier die Form 
annehmen: 

— v) — vudt v)> - <Pai(6, v) - 9>u(S, y)> 

so sind sie infolge der gem act ten Voraussetzungen einsohliefilich der er- 
forderliohen Stetigkeitsbedingungen erfdllfc Somit isfc auf Grund des Er- 
gebnisses von Nr. 2 F'(x) eine im Innem von S3 eindeutige analytische 
Funktion regularen Y erhaltens 1 ), kann also ala Derivierte einer durch sie 
bis auf eine additive komplexe Konstante bestimmten, im Innem von S3 
gleichfalls regul&ren (aber nicht notwendig emdeutigen) Funktion F(x) 
aufgefaflt werden. Dann lafit sich zeigen, dafi diese Funktion F{x) bei 
geeigneter Bestunmung des reellen Teiles der noch willklirlich gebliebe- 
nen Konstante den reellen Teil g?(£, 17) besitzt 
Sei etwa: 

(16) 

wo also <!>(£, ij) eme zunachst noch willklirlich gebliebene- reelle addi¬ 
tive Konstante enthalt. Da F(x) im Innem yon S3 durchweg regular, so 
findet man wiederum (s. Gl. (11), S. 396): 

(it) -«,(!, *»)-*•*,«, > 1 ). 

und daher mit BtLcksioht auf die EmdeutigTceit von F / (x) durch Verglei- 
chung mit Gl. (15): 

(18) y) - Vi(6» v), ® 8 (£> n) - y), 

oder auch, wenn 

(19) ®(M) — 9(S»’?)-z(6> , f) 
gesetzt wird: 

( 20 ) &(!,■?)- 0 , &(€,!?)- 0 

(sc. im Innem des Bereiches S3). Es kommt dann schliefilioh nur noch 
darauf an, nachzuweisen, dafi auf Grund dieser beiden Bedingungen %(£,ij) 

1 ) Da hiernach F f (as) unerhalb S3 Btebge Derivierte jeder Ordnung beaitit, 
bo folgt, dafi in dem gleichen Umfange fflr die hamtonischc Funktion qp(£ t ii) mb 
der vorauBgesetzten Stetigkeit des era ten nnd rweiten Differentialquotienten die 
Existenz nnd Stetigkeit aller hOheren resnltiert 
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eine Konstante sein mufi, was wiederum mit Hilfe des Mittelwertsatzes 
der Differentialrechnung folgendermafien erachlossen warden kann. 

Hat man zunachst eine eindentige Funktion %(£) einer reellen Ver- 
anderlichen, die fflr ^ ^ £i bestandig einen DiiFerentialquotienten 
Xi(^) ™ 0 besitzt, so ergibt sich fflr jedes g des Inter vails £ 0 < £ ^ Si ftU f 
Grund des erwahnten Mittelwertsatzes (§ 53, Nr. 3, S. 397): 

- Jh (S') - 0 (wo: |„ < r < 5), 

also: 

%(!) — z(&o)> d. h. konstant im ganzen Intervall 

Es werde nun zunachst ein dem Inneru des Bereiches S3 angehoriges, 
den Koordinatenrichtungen parallel liegendes Bechteck: » 

Vo betrachtet. Gibt man ij irgendeinen konstanten Wert, so ge- 

niigt %(%, 17) als Funktion von £ auf Grund der ersten der GL (20) den 
Bediugungen des vongen Satzes, es ist somit %(§, vf) "konstant fflr alle 
(|, ij), welche den Punkten der durch die Ordinate rj charakterisierten, 
durch die Abszissenwerte | 0 , ^ begrenzten Horizontalen entsprechen. Das 
gleiche gilt dann fdr jedes ij des Intervalls Vo ^Vit a ^° auf jeder 
einzelnen, dem Bechteck angehorigen Horizontalen. Dabei konnte jedoch 
noch z(£> v) an f jeder dieser Horizontalen emen anderen konstanten Wert 
besitzen. Nun gilt aber auf Grund der zweiten Bedingungsgleichung (20) 
die namliche SchluBweise, wenn man %(£, v) bei konstantem £ als Funk¬ 
tion von 7j betrachtet. Daraus folgt, daB %($, rf) auch auf jeder einzelnen 
dem Bechteck angehorigen Vertikdlen konstant ist. Mithin mufi %(%,v) 
aaf alien Horizontalen densdben Wert haben, ist also im ganeen Bechteck 
(einschliefllich der Begrenzung) konstant. 

Betrachtet man jetzt zwei solche, im Innern von S3 liegende Becht- 
ecke, die mindestens em Stflck einer Seite gemein haben, so folgt zu- 
nfichst, daB ^(|, r[) in jedem einzelnen Bechteck einen konstanten Wert 
besitzt. Da aber %(£, rf) fflr das beiden Becktecken gemeimame Lmien- 
stflck nicht zwei verschiedene Werte besitzen kann 1 ), so muB sohlieBlich 
%{£,v) 111 beiden Bechtecken densdben konstanten Wert haben. Das 
gleiche gilt somit fflr jeden im Innern von S3 liegenden zusammenhangen- 
den, von einem oder mehreren Trepjpenpolygonen begrenzten Bereich S3', 
somit sohlieBlich fflr alle inneren Punkte des Bereiches S3 (vgL § 10, 
Nr 12, S. 94). 

6 Es werde fflrs erste angenommen, der Bereich S3 sei ein ein- 
fach zusammenhangender. Dann folgt a us emem erst im flbernachsten 

1) Fflr die l&ngs des gemein&amen Seitenstfloks vorhandenen VerWngcrungtn 
der Horizontalen bzw. Vertikalen des ersten Beohteoks mufi ja der im ersten 
Bechteck bereits vorhandene konstante Wert erhalten bleiben 
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Paragraphen zu beweisenden Satze (s. § 56, Nr. 6, S. 428) aus dem durch- 
weg regularen Yerhalten der Funktion F(x) im Innem Ton SB zugleioh 
deren EindeutigJceit daselbst. Bedeutet also sc Q eine beliebige, im Innern 
von S3 gelegene Stelle, so folgt aus der anf Grund des Anfangsergeb- 
nisses Ton Nr. 5 bestehenden eindeutigen Beziehnng Ton der Form: 

00 

(21) F'(x) a v (x - xtf, 

0 

oo 

(22) F(x) -2^i(^-^o)" +1 + x + Xi = $ 0 (s|:r 0 ), 

wo x + Xi eine zunachst zwar wUlkiirliche, aber feste Konstante bedeutet. 
D. h. wird $P 0 (a?|a; 0 ) au ^ irgendeinem in S3 Terlaufenden geschlossenen 
Wege wieder m eine $|3 0 (;c — £ 0 ) tlbergeftllirt, so ist diese letztere mit- 
identiscb, insbesondere das konstante Glied wieder = x + Xi. 
Dabei stebt es dann scbliefllicb [wegen 5 t(.F( 2 ;)) — qp(6, rj) — constans] 
frei, x so zn fmeren, dafi: 

00 

( 23 ) + <P(S,V) 

wird, wabrend X willktlrlicb bleibt. Fs gibt also in der Tat eine und nor 
eine im Innem des einfach zusammenhangenden Bereicbes S3 eindeutige 
und regulare, bis auf eine additive imagindre Konstante Tollstandig be- 
atimmte Funktion F(x) mit dem reellen Toil p(|, y )*) 

7. Ist der Bereicb S3 mehrfach zusammenhangend, so Jsann natttrlieh 
die EindeutigJceit der mit F(x) bezeicbneten Funktion erbalten bleiben. 
Docb liegt kemerlei Anbaltspunkt daffir Tor, dafi dies der Fall sein mus8e r 
da die Giiltigkeit des zuvor benfitzten Satzes fiber die Eindeutigkeit einer 
durcbweg regularen Funktion sicb durcbaus nur auf einfach zusammen- 
hangende Bereicbe erstreckt. In der Tat kann, wie aus spateren Unter- 
sucbungen nocb des n&beren berrorgeben wird, zu den innerhalb des 
mehrfach zusammenbangenden Bereicbes S3 eindeutigen und regtddren Deri - 
vierten F'(x) eine ebendaselbst zwar durcbweg regtdtire, aber. mehrdeutigt 
Funktion F(x) gehoren Dabei lafit sicb aber scbon an dieser Stelle fiber 
den Cbarakter der in Frage kommenden Mebrdeutigkeit eine definitive 
Aus sage macben. 


1) Auf diese Weiae ist dann anch ip (|, tj) mit Hilfe der TBeziehung: 

— ^(S + n*) — v(i,v) 

ala eine bia auf die oben mit Xi beaeichnete, wiUkOrlieh bleibende Konstante ein- 
dentig ‘definierte Funktion von £ und ij darstellbar 
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§ 65 Der wahre Konvergenzbereich einer Potenzreihe 

Gf^eht man etwa wieder von den (fflr eine gewisse Umgebung einer 
im Innern von 95 liegenden Stelle x 0 galtigen) Beziehungen (21), ( 22 ) 
aus, bo lflBt sicli zunachst x bo fixieren, dafi der reelle Teil von ^ 0 (a?|a; 0 ) 
mit <p(£, rj) tibereinstimmt, wahrend far X irgendeine feste Zahl willkflr- 
licb angenommen werden mag. Wird dann F(x) — $ 0 (£|z^) analytisch 
fortgesetzt und darch Ausdehnxmg dieser analytischen Fortsetzung liber 
einen geschlosBenen, nach x 0 zurflckfflhrenden Weg in ^(a;|r 0 ) transfor- 
miert, bo vollzieht Bicb ja gleichzeitig mit dieser analytischen Fortsetzung 
auch diejenige der Derivierten F\x) ■= $ 0 '(z|;r 0 ), und da die Erhaltung 
<ler Einwertigkeit fflr diese feststeht, so mufl wieder sein: 

00 

W 0* I ^o) 0 - *0 Y, 

0 

woraus hervorgeht, daB ^ (^|ir 0 ) ™n $ 0 (a;|;c 0 ) Bich (hochstens) urn eine 
additive FQnstcmte unterscheiden kann. Mit anderen Worten, es kann Bich 
bei dieser Operation in der ursprtlnglich fflr F(x) giiltigen Entwick- 
lung (22) nur der Bestandteil x + Xi geandert haben. Dabeij muB x in- 
folge der voraoagesetzten ausnahmslosen SteHgheit von qp (|, rj) bei diesen 
und alien mogliohen in 95 verlaufenden analytischen Fortsetzungen un- 
geandert bleiben. In dieBem Falle iat also F(x) eine mehrdeutige (tibri- 
■gens, wie sich spater noch zeigen wird, allemal unendlich vieldeutige) 
Funktion, deren reeller Teil eindeutig bleibt und mit <p (|, 77 ) flberemstimmt, 
wahrend der iinctgitMfs verschiedene Werte annimmt, die sich aber nur 
am additive Eonstanten unterscheiden. 

§ 56. tJber den wahren Konvergenzbereich einer Potenzreihe. 

1. Beim Beweise des Hauptsatzes iiber die Potenzreihe fflr eine 
in einem Kreisringe (bzw. Kreise) eindeutig definierte und regulars 
Funktion f{x) wurde flber deren Yerhalten auf der Grenze, also fflr 
|#| ™ -Bo un< l \ x \ “ (bzw. fflr \x | — JR allein) keinerlei Yoraussetzung 
gemacht: infolgedessen muBte auch jede Aussage flber die etwaige Gtil- 
tigkeit der betreffenden Beihenentwicklung fflr solche x von vornherein 
ausgeBchlossen erscheinen. Aber selbst wenn man das regulars Yerhalten 
von f(x) auch noch fflr \x \ -■ jRq, \x \ — JR ausdrflcklich vorauBsetzte, bo 
wflrde die a. a. 0. benfltzte BeweiBmethode in der bezeichneten Richtung 
kein Resultat ergeben. Denn sie beruhte ja wesentlich auf der Eonver- 

genz der geometrischen Progreasionen ^ ^ (-^fttr \x\ > r 0 bzw. 

|a? | < r (s. § 52, S. 388, G1 (8)—(11)), wflrde also selbst dann, wenn es 
auf Grand der gemachten Yoraussetzung freistflnde, r 0 durch J2 0 , r durch 
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B zu eraetzen, immer nur Ausaagen fOr \x\ > B 0 bzw. \x \ < B liefern. 

+ °° 

Andererseita reprasentiert eine Reihe von der Form a y x r im Innem 


ihrea Konvergenzbereichea eine eindeutdge und regulare analytiache Funk- 
tion (a. § 49, Nr. 4, S. 377), so dafi also die Gtiltigkeit. der Beziehung 


m-'S 


a v x y fiir daa geaamte Konvergenzgebiet der Reilie obne wei- 


terea aich ergibt, aofem aie ftir < | x | < B beatebt. Ea handelt sich 
aonOit in dem vorliegenden Znaammenbange achlieBlicb nnr um die Fest- 


+ eo 


atellung des wahren Konvergenzbereiches einer Reilie von der Form a v x y 

2. Hierzn beweiaen wir zunachat den folgenden Satz: 


1st die fur 12 0 < | x | < B eindeukge und regulare, also in 
diesem Bereiche in der Form a y x v darsidlbare Funktion f(x) 

— oo 

noch regular fiir alle Stellen X mit dem absoluten Betrage B, und 
konvergieren die betreffenden, zur DarsteUung von f(x) dienlichen 
—X) zum mindesten fur | x — X | < q (wo q > 0), so Iconver- 


giert die Beihe^j a y x v nock in dem Binggdnete: B <1 \x | < B + p. 

— 00 

Bas andloge gilt fur das Binggebiet B 0 — p 0 < I®I ^ -^d? f 0 ^ 3 
f(x) noch fiir aMe SteUen auf dem Kreise \ x | = B$ sich regular 
verhalt .*) 

Beweis. Anf Grand der gemachten Vorauaaetzung ist f(x) ftlr die 
Stellen | x | — B noch. eindeutig definiert und lafit aich fiber den Kreiaring 
■^ < | ^ JR hinauB in daB Ringgebiet B < | x | < B 4* p analytiaoh 

fortsetzen. Ea eracheint jedoch zunacbat fraglich, ob dieae Fortaetznng 
ein eindeutiges Resultat liefert. Um dies nachzuweisen, definieren wir zu- 
nSchst eine im Ringgebiete B < \ x\ <12 + 0 eindeutige Funktion qp (x) 
in folgender Weise. Ea sei X 1 eine beliebige Stelle mit dem absoluten 
Betrage J X^ | — 12, (x — Xf) diejemge Fotenzreibe, welche in dem ur- 
Sprttnglicben Ringgebiete R 0 < |r| ^ 12 mit f(x) nbereinatimmt. Denkt 
man sich aodann den Nullpunkt mit dem Punkte X 1 geradlinig verbun- 
den und dieae Yerbindungalinie bia an den Kreia ( 0,12 + p) weitergefiihrt, 
so aoll <p(x) ledighch fiir die auf dieser Verldngerung von OX^ liegenden 
Stellen x definiert sein durcb die entapreebenden Werte von (x \ Xf). 


1) Dabei ist natflrlicb ^ voraosgeaetzt. 
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Das RD&loge gilt dann fdr die Punkte auf jedem anderen Radius des 
Kreises (0), R + q, so dafi also <p(x) auf diese Weise f3r alle Stellen des 


Ringgebietes R < \x\ < R + q 
eindeutig definiert ist Wir 
zeigen nun, dafi die so defi- 
nierte Funktion q>(x) duroh- 
weg regular ist. Es sei x 1 eine 
beliebige, auf der Verlange- 
rung des Radius 02^ gelegene, 
dem fraglichen Ringgebiete 
angehorige Stelle. Daun lafit 
sicb aus Spj (x—Xf) eine Reibe 
^ (x | X 1} ocf) ableiten, die zum 
mindesten in einem, den Kreis 
(Xf)Q von innen berilhrenden 
Kreise konvergiert Ist dann x 3 
eine beliebige Stelle im Innern 



dieses Kreises, so bat man zu- 
nachst laut Definition: 


Fig 21 


(i) 


(^2 ^a)> 


wenn X, diejenige Stelle bedeutet, an welcher die Verbindungsbnie 0x 3 
den Kreis (0)22 sehneidet, und wenn die zu dieser Stelle gehorige Po- 
tenzreibe mit (x — Xj) bezeicbnet wird Das Konvergenzgebiet dieser 
letzteren fallt teilweise mit demjenigen von ^ (x — X L ) zusammen, und 
da ein Toil dieses gemeinsamen Konvergenzbereiches dem Innern des ur- 
sprflnglicben Ringgebietes angehSrt, wo beide Reihen mit f(x) tlbereiu- 
stimmen, so gilt die Beziehung 

fllr das gesamte gemeinsame Konvergenzgebiet, insbesondere also filr 
x — a: a . Infolgedessen ergibt siob aber aus (1) und (2): 

9>fo) - asj), 

eine Beziehung, welcbe aussagt, dafi *p(x) in der Umgebung der Stelle x x 
regular ist und tiberdies duroh analytiscbe Fortsetzung aus f(x) hervor- 
gebt. Da aber x 1 jede Stelle des Ringgebietes 22 < |a;| < JR + p vor- 
stellen kann, so folgt, dafi tp(x) fttr diesen ganzen Bereicb eindeutig und 
regular ist und dafi somit die zunachst nur fllr den Kreisring 22 0 < \x\ R 
als eindeutig definiert und regular vorausgesetzte Funktion f(x) fdr das 
RiuggObiet R<\x\< R + q die eindeutige analgtische Fortsetzung gj(x) 
besitzt, die infolgedessen nunmehr aucb mit fix) bezeicbnet werden m5ge. 
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Alsdann gelten aber ftir fix ) in dem erwetterten Bereich R 0 < M <R + 9 
die Voraussetzungen des (j f LaurenlB chen“) Satzes § 52, Nr 1 (S 386), 
und es beateht Bomit ftir dissen Bereich die Entwicklung (a.a.O Gl.(l)): 

+ «B 

fix) 

— 00 

wo a — 9Jl((cr)“ v - f(tr)) und r jetzt eine beliebige Zahl des Intervalls 
i? 0 < r < R + Q bedeutet. 

Damit isfc die ersLe der ansgeaprochenen Behauptungen bewiesen 
Der Beweis fiir die zweite (auf den Bereich H 0 — p 0 <\x\^R 0 bezfl^- 
liche) laBt sich offenbar genau in derselben Weise ftihren 

3 . Eb werde nun angenommen, dafi die in der vorigen Nummer mit 
q bezeichnete positive Zahl geradezu die untere Grenee ftir die Konver- 
genzradien der zur analytisohen Fortsetzung von fix ) dienlichen Potenz- 
reihen von der Form $(a; — X) (wo wiederum |X| — R) bedeutet, mit 
anderen Worten: daB zwnr alle diese Reihen fQr | x — X | < p konver- 
gieren, aber, wie klein man auch e > 0 annehmen mSge, sioher eine vor- 
handen ist, die far p < \x — X | < p + s divergiert. Alsdann laBt Bich zu- 
nachst zeigen, daB jene untere Grense p allemal ein reales Minimum sein 
muB, d. h. daB unter den Stellen X mindestens erne, etwa X v vorhanden 
ist, fllr welche die zugehorige Reihe ^(a; —X x ) geradezu den Konvergenz- 
radins p besitzt. Bezeichnet man namlich den zn irgendeiner Stelle X 
gehorigen Konvergenzradius mit p(X), so laBt sich entweder (ganz anar 
log wie dies in § 48, Nr. 2 (S 364) ftir den aog Geltungsradins geschah) 
zeigen, daB p(X) eine (bo. reelle, positive), stetige Funktion von X, also 
schlieBlich, wenn X — £ + der beiden reellen Yeranderlichen £, q ist 
und somit (nach § 12, Nr. 11, S 117) ein reales Minimum besitzen muB. 
Oder man Vann etwas direkter in folgender Weise sohliefien. Wegen 
| X | — Vi* + “if* “ R hat man: rj — ± | yR 8 — | 8 |, so daB also p (X) 
== q (£ -i-1 y^rry* | i) schlieBlich als eine positive Funktion der einen 
reellen Veranderliehen | erscheint, die iib erdies in zwei emdeutige Funk¬ 
tion en p (| + | y R* — I 8 1 i) und p (| — | yR 8 — £ 8 1 i) zerfallt, deren eine 
den Stellen X der oberen, deren andere denjenigen der unteren Peripherie- 
halfte des Ereises (0)R entspricht. Ftir mindestens einen dieser beiden 
Halbkreise muB dann die untere Grenze von p(X) den Wert p haben, 
und es gibt somit nach dem Satze von § 4, Nr. 6 (S. 31) mindestens eine 
Stelle X± derart, dafi in beliebiger N&he gleichfalls die untere Grenze p 
herraoht, dafi also daselbst Stellen liegen, far welche p(X) der Zahl p 
bdiebig nahe kommt Dann mufi aber p(X t ) —■ p sein. Denn infolge der 
Voraussetzung kann ja keinesfalls p(XJ < p sein; ware aber p(X i ) > p, 
etwa — p + d (wo d > 0), so hatte man ftir alle Stellen X im Abstande 
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& d 

| X — Zj | < y offenbar: q (X) > 9 -f- y, so dafi also kein q(X) in der 

!N&he yon X l dem q beliebig nabe kame Damit ist aber die ausgespro- 
■chene Behauptung bewiesen 

Hat nun aber q die eben besproobene Bedeutung, so lafit siob der 

+■ 

Satz der yorigen Nummer dabin erganzen, dafi die Reihe a v x v ftir 

— 00 

| x I < J2 + q nicbt nur konvergiert , sondem dafi R + q geradem der 
(aufiere) wahre 1 ) Konvergmssradms dieser Reihe sein mufi. Denn konver- 
gierte dieselbe in einem grofieren Umfange, etWa filr | x | < J2 + q 6 
(wo S > 0), so wilrde ja hieraus munittelbar folgen, dafi jede der mit 
*£(# — X) bezeiehneten Reihen zom mindesten fQr \X— a; | < p d 
konvergieren mbfite. Und umgekebrt: Ist R + p der (aufiere) wabre Kon- 

yergenzradius der Reih e^ja v x y , bo mtlssen die Eonyergenzradien der 

— 00 

mit — X) bezeiehneten Reihen das Minimum p besitzen. 

Diese Betrachtung lafit siob offenbar wdrtlioh aucb auf den inneren 

+«a 

Konvergenzradius der Reihe ^} a v x v ttbertragen. 

— 00 

4. Wir wollen dem Resnltate der yorigen Nummer nocb eine etwas 
.andere Form geben. 'Zunaebt bemerke man, dafi bei einer Reihe mit po- 

+«° 

sitiyen und negativen Potenzen: a 1f x v t die zunachst etwa wieder fiir 

— 00 

Ro < | x | < 2? konvergieren mag, die GHieder mit negativen Potenzen 
keinerlei Einflufi auf den aufieren, die mit positiven Potenzen keinerlei 
Einflufi auf den inneren wahren Eonvergenzradius austlben, da ja von 

00 00 

vomherein ^ }a_ v x~* filr aUe \ x\ > Rq, ^ja v a? far citte |a;| < R kon- 
1 0 

vergiert. Es geniigt daber, filr die weitere Erortenmg des vorliegenden 
Gegenstandes Reiben mit nur einer Art yon Gliedem in Betraoht zu 
zieben, wobei man sicb scbliefilicb wegen der vollkommenen Analogie 
beider Eategorien von Reiben auf solche mit positiven Potenzen be- 
schranken kann. 

00 

Es sei nun $(&) = ^ a y x* zunachst konyergent fQr |a;| < R, aufier- 
0 

dem aber stebe fest, dafi far jede Stelle X mit dem absdluten Betrage 
| X | ■- R eine Reihe nach positiven Potenzen von ( x — X) existiert, deren. 

1) frber dieae Bozeichnung vgl. § 46, Nr 6, Fofln 1, S 846. 
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Summe im Innern des Kreises (0)22 mit $(#) tibereinstimmt, und zwar 
eei p das Minimum ftlr die Eonvergenzradien aller dieser Potenzreihen, 
so daB also nach dem Ergebnis der vorigen Nummer 22 + p den wahren 
Konvergengrctdtus yon SP(a;) darstellt. Alsdann lafit siob zunSchst die 
Zahl q nooh in etwas anderer Weise definieren^- Bedeutet namlich 
lrgendeine Stelle im Innern des Kreises (0)22 und setzt man |®, | = 22 — e r 
so hat offenbar die ftlr die Stelle x x aas ^(rr) ableitbare Reihe ^(a^) 
mindesiens den Eonvergenzradms p + e. Und da s die untere Grenze 0- 
hat, so folgt, daB die untere Qrenge ffir die Eonvergenzradien aller mog- 
lichen mindestens den Wert p haben muB. Bezeichnet man nun 

wieder mit X^ eine Stelle mit dem absoluten Betrage 22, ftlr welche die zur 
analytischen Fortsetzung von $($(#) vorhandene Reihe (x — X^) den 
wahren Eonvergenzradius p besitzt, und '\iimnt man x t mit dem abso- 
laten Betrage 22 — e auf dem Strahle 0E X an, so hat offenbar jetzt^5(a:|a^) 
den wahren Eonvergenzradius p + £ Denn ware dieser letztere grofier 
ala p + s, etwa gleich p + e + d, so wtlrde ja der Eonvergenzkreis (X^p- 
der Reihe $P x (a; —X x ) ganz in das Innere des Ereises (arj, q + s + d 
fallen und ware somit einer YergroBernng fahig, was der gemachten An- 
nahme widerspricht. Daraus folgt aber weiter, daB ftlr die Stellen x x auf 
dem Strahle die untere Qrenge ftlr die Eonvergenzradien i^ler mog- 
lichen $(^1^) wirlclich den Wert p hat. Hiernach lafit sich das Haupt- 
resultat der vorigen Nummer jetzt auch folgendermaflen formulieren: 

Konvergiert die Beihe $(a;) fur \x\ < 22 und ist p die untere 
Qrenge fur die wahren Konvergenz radien der aus $$(&) in beeug 
auf alle moglichen Stellen tnnerhalb des Kreises (0, 22) ableitbaren 
Beihen , so besitzt $(&) den wahren Konvergeneradius 22 + p. 

Daraus folgt aber weiter der bereits frtiher (§ 45, Nr. 5, S. 345/6) an- 
gektindigte Satz: 

Konvergiert die Beihe ty(x) fur \x \ < B, so ist B dann und 
nur dann der wahre Konvergeneradius, wenn die untere Qrenee 
fur die wahren Konvergengradien q(x) der aus $(&) in beeug auf 
alle moglichen Stellen x' innerhcdb des Kreises (0) 22 ableitbaren 
Beihen gleich Null ist. 

Wenn diese Bedingung erftlllt ist, so mnfi, da ja p (x) = p(|'+ y't) 
eine (positive) reelle Funktion der beiden reellen YeriLnder lichen’ £, rj ist, 
mindestens ein Wertepaar ({;', rf), also eine bestimmte Stelle X 1 existie- 
ren, in deren unmittelb aren Umgebung p(a f) wiederum die untere Grenze 
Null besitzt. Diese Stelle K x kann aber keinesfalls im Innern des Kreises 
(0)22 liegen, da ja ftlr alle Stellen x' in hinlanglicher Nahe eines im 
Innern von (0)22 gelegenen Pnnktes p(aQ stets oberhalb einer gewissen 
positiven Scbranke bleibt. Somit liegt Xj auf der Peripherie des Ereises 
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(0)i2, und da offenbar kerne konvergente Reihe ^(a; — X,) existieron 
kann, deren Summe im Innern von (0) R mit derjemgen von 5p(a;) tlber- 
einstimmt, so ist X 1 erne singulare Stelle. Hiemach ergibt sich: 

oe 

Ist (O')It der (wahre) Konvergenehreis der Reihe a v x v } 

o 

so liegt auf der Peripherie mindestens eine singulare Stelle. 

Oder auch: ® 

Der (itahre) Konvergenehreis einer Potenereifie y * a v x v er- 

o 

streckt sich bis zu der dem Nidlpunkte ndchstgelegenen singularen 
Stelle (bzw. bis zu den dem Nullpunkte nachstgelegenen singu¬ 
laren Stellen) *) 

Die vorstebenden Satze lassen sich ohne weiteres aucb auf Reihen der 
Form (;c — a: 0 ) 1 2 * * S J, $ ( — —A, P(x — x 6 ) tibertragen. 

\X XqJ 

§ 56 Eindeutigkeit einer in einem einfach zusamraenh&ngenden 
Bereiche durchweg regul&ren Funktion. 

1 Nach dem yHauptsatz" von § 48, Nr. 4 (S, 366) ist eine fQr jede 
emzelne Stelle im Inneren ernes beliebigen (d h auch mehrfach ) zusammen- 
bangenden Bereicbes eindewtig definierte Funktion regidaren Yerbaltens ein 
ebendaselbst eindeutiger Zweig einer monogenen analytischen Funktion. 
ALs uesentlich erschemt bierbei* die Voraussetzung, daB die Eindeutigkeit 
der Funktion auf Grand ihrer Definition (z B durch einen anthmetischen 
Ausdruck) von vornberein feststeht. Wir geben jetzt daraufaus, zuzeigen, 
daB bei Bescbrankung auf einfach zusammenhangende Bereicbe diese Vor¬ 
aussetzung entbebrlicb erscbeint, sofern nur — und zwar in einem sogleicb 
noch genauer zu prazisierenden Sinne ausnahmslos — Regularitat bestebt 
Als GrundLage beweisen wir den fraglicben Satz zunacbst fiir den Fall, daB 
der betre£fende Bereicb sich auf ein Recbteck reduziert, namlicb: 

Es sei x 0 ein beliebiger Punkt im Innern eines eu den Koor- 
dinatenachseii parallel gesteUten Rechtecks SR, e * ne fi* 

eine gewisse Umgeibung von x Q konvergierende Potenereihe. Lafti 
sich dieses Funhtionsdement auf jedem im Inneren von 8ft ver- 
laufenden Streckeneuge 8 ) analytisch fortsetzen , so definiert dasselbe 

1) Einfachea Beispiel* Der binomiscbe Satz f&r negative ganze Ezponenten 
(s. § 46, Nr. 1, S 847) 

2) Eint'aohes Beispiel. Enbwicklung einer rationalenFunktion in eine $(x — a* 0 ) 

(s. § 41, Nr 6, S. 814/6) 

8) Es wQrde, wie vermittels Approximation leicht ersichthch gemaoht ^erden 

kann, flbrigens anch aus dem Beweisgang direkt hervorgeht, ecbon auereichen, die 
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eine im Innem von 91 eindeutige analytische Fmktion regtMrm 
Verhaltens. 

Beweis. Nach Annahme eines beliebig kleinen s > 0, werde im In- 
neren von 91 ein Bechteck 91' konstmiert, dessen Seiten im Abstande b 
parallel za den Seiten von 91 verlaufen. Hieranf teile man eine Seite von 
91' (etwa, wie in der Figur, die nntere horizontals) in n gleiobe Teile, 
deren L&nge d der Beziebnng gentlgt: 

a) 

nnd trage die Strecke d (von unten anfangend) aucb auf einer der yerti- 
kalen Seiten ab, so oft es angeht. Zieht man Bodann durch samtliche Teil- 
pnnkte Parallelen zn den Koordinatenachsen, so zerfallt das Beobteek 8%' 
in eine Anzabl (horizontal gelagerter) Parallelstreifen, deren joderaus 
w-Qnadraten von der Seitenlange d bestebt, dazu kommt eventnell ein 
letzter Parallelstreifen aus Bechtecken mit der Gnmdlinie d and einer 
H5he d' < d- Die Eckpunkte jener Quadrate mogen (von links unten be- 
ginnend) mit 

a M> °ol a 0» • ‘ °0n 

a io &11 °n • • thu 

®si a n • ■ • a i» 

bezeichnet werden 

Man leite nan zanachst aus auf irgend einem in 91' ver- 

laufenden Wege eine Potenzreibe ab ; deren Konvergenzkreis eioh 

mindestens bis an die Begrenzung des (aufieren) Beobtecks 91 erstreoken 
mull, da andemfalls eine singuldre Stelle von ^5 (x | <%) in das Innere von 91 
fallen wfirde, wie aus dem letzten Satze des vorigen Paragrapben bervor- 
gebt. Der KonvergenzradinS von f(i(a;| a lx ) bat also mindestens die Lange 

MOgliohkeit der analytisohen Fortsetzung fflr jeden mnerbalb JR ver] aufenden 
Treppenxoeg vorauszuseteen. Dagegen wtlrde es mcht gendgen, die YoransBetzung 
betreffi der Fortsetzbarkeit von SP 4 («|« 4 ) fiber das Innere von 81 etwa folgender- 
mafien zn lessen* Es solle filr jeden Innenpunkt a! von 81 ein Funktionselement 
(os|o; 0 , . . of) auf bestmmten innerhalb JR yerlaufenden Wegen ans S|J 4 {as \ fl 4 ) 
ableitbar sein. Es lessen siob n&mlioh obne Sohwierigkeit Beispiele angeben, 
welche zeigen, dafi bestumnte Innenpnnkte von JR, die bei Fortsetzung von J(l 4 (a>|« 4 ) 
anf gewisten Wegen sioh als solohe reguMren Yerhaltens erweieen, bei der Wahl 
anderer (immer nur im Innern von Si verlaufender) Wege aber als singuldve 
Punkte ersoheinen kOnnen, deren Existenz dann die Mehrdeutigkeit der resul- 
tierenden analytisohen Funktion auoh bei Beschr&nkung anf den Bereioh 81 zur 
Folge hat. Fflr die Diskossion derartiger Beispiele stehen mdessen die gendgan- 
den Hilfsmittel an dieses Stelle noch nicht znr Yerfdgung 
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8 + s f und da nach Ungl. (1): 

d + s>Y2-d 

so ist er grofier als die Dtagonale der Teilquadrate, so da£ also ein um 
den Punkt a n mit dieser Diagonalenlange ]/2 - d besolniebener Kreis ein- 
schliefllich seiner Peripherie aus lanter Innen- 
purikten des Konvergenzbereiches yon be- 

steht nnd daber die zwei ersten Quadrate des unter- 
sten und die beiden unmittelbar darflber liegenden 
des folgenden Parallelstreifens ganz in das Innere 
jenes Konvergenzbereiches fallen. Leitet man so- 
dann ans sukzessive die Potenzreihen ab: 

^P(^| a ll» **18> 

so wird der Konvergenzbereich einer jeden dieser 
Potenzreihen immer je ein Quadrat des unteren 
und des oberen Parallelstreifens mit dem Konver- 
genzbereiche der unmittelbar vorhergehenden Potenzreihe gemein haben, 
und es defmiert somit die obige Folge von Potenzreihen zunachst fflr die 
beiden untersten Parallelstreifen eine daselbst eindeutige analytische Punk- 
tion regularen Verhaltens. 

Nun laAt sich aber aus (;c | ct lt ) auch eine Potenzreihe On, o sl ) 
nnd aus dieser letzteren wieder eine Folge von Potenzreihen: 

(II) ?P(a?|o u , fifcgi; a m Oj a ) ; .. a lv a ai) ..., a it% ^ tX y 

ableiten, derenKonvergenzbereiche einschliefilich desjenigen von5|5(a;|<i 11 ,a ll ) 
den zweitrn und dritten Parallelstreifen im Innem enthalten. Dabei hat 
der Konvergenzbereich von a tl ) das erste und eweUe Quadrat des 

zweiten Parallelstreifens mit dem Konvergenzbereiche von 5P(«|ou) ge¬ 
mein, derjenige von (a; | , a 3l , a n ) noch das eweite jener Quadrate mit 

dem Konvergenzbereiche der genannten Reihen und mit demjenigen von 
¥(*K»<hi)- D ftrau s folgt aber die Gtiltigkeit derBeziehung: (a [ a n } 
— ^P(aj|an) fttr die beiden ersten Quadrate des zweiten ParaUstreifens, die- 
jenige der Beziehung: $(s|a n , u fl , a„) - SPOr^, a X9 ) far das zweite 
und folglioh auch far das (den beiden Konvergenzbereiohen dieser beiden 
Reihen gleichfalls gemeinsame) dritte Quadrat des eueiten Parallelstreifens. 
So fortschliefiend findet man, dafi die Serie (II) von Potenzreihen fUr den 
eweiten und dritten Parallelstreifen eine daselbst eindeutige nnd regulare 
analytische Fnnktion definiert, welche tiberdies im tsweiten Parallelstreifen 
mit der bereits durch die Serie (I) definierten tibereinstimmt. Duroh Fort- 
setzung dieses Verfahrens lafit sich schliefilioh das ganze Rechteok fR' 
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mit einem System ineinandergreifender Potenzreihen belegen. Dabei hat 
man nur bei der Ausdehnung der fraglichen Entwickelungen auf den 
oberstm Parallelstreifen, falls nicht zufallig S' = 3 sem sollte, vielmehr 
der (allgememe) Pall d' < 3 eintritt, das Yerfahren in der Wei6e zu mo- 
difizieren, dafi man als Mittelpunkte der betreffenden Konyergenzkreise 
nicht die anf der letzten Teilungshorizontalen liegenden Gitterpunkte, 
sondern diejenigen bendtzt, die auf einer im Abstande 3 znr oberen Seite 
des Bechtecks 91' gezogenen Parallelen liegen (in der Figur die Punkte 
b v b it . i) 

Das System der anf diese Weise hergestellten Potenzreihen definiert 
eine im Innera und auf der Begrenzung yon 91' emdeutige und regulars 
analytische Funktion f(x). Zu jeder Stelle yon 92' gehort ein und nur ein 
bestiinmtes Funktionselement und auf Grand des oben naher beschriebenen 
Ineinandergreifens der yerschiedenen Potenzreihen ist jedes and ere auf 
jedem bdiebigen dem Bereiche 91' angehorigen Wege daiaus ableitbar. Ins- 
besondere kann das nunmehr der Stelle x Q zugehorige Funktionselement kein 
anderes sein, als die ursprfLnglioh vorgelegte Potenzreihe («]«„). Denn 
auf dem speeiellen Wege, welcher zuerst dazu diente, *p o (;c|# 0 ) ^(®! a u) 

ttberzufiihren, liefie sich ja auch (eventuell mit Einschaltung geeigneter 
Zwischenpunkte) die Rttckbildung von (;c | an) m ^(^l^o) bewerkstel- 
ligen. Da es ferner freisteht, den mit 3 bezeichneten Abstand von 91 und 
91' unbegrenzt zu verkleinern, so gilt schliefilich das gewonnene Ergebnis 
fur das Innere des Bechtecks 91, wonnt also der oben ausgesprochene Satz 
bewiesen ist 

2 . Es hat kerne Schwierigkeit, das zur Definition von f(x) angewen- 
dete Yerfahren auf den Fall auszudehnen, dafi der Bereich, in dessen 
Innern die gemachten Yoraussetzungen gelten sollen, durch Ansetzen eines 
weiteren Bechtecks hergestellt wird, welches mit dem ursprfinglich mit 91 
bezeichneten eine Seite ganz oder teilweise gem ein hat. Man hat dann 
nur, nachdem f(x) in dem einen, als Anfangsbereich gew&hlten (in den 
Figuren mit 1 bezeichneten) Rechteck definiert ist, emen gewissen Parallel¬ 
streifen dem benachbarten Rechteck, soweit es an die eine Seite des ur- 
spriingliohen anstofit, hinzuzuffigen und die daselbst bereits bestehende 
Definition yon f(x) auf das Bechteck 2 (s. Fig 1) bzw das an 1 unmittel- 
bar anstofiende Teilrechteck 2 (s. Fig 23 II, III) auszudehnen und eventuell 
das analoge Yerfahren zur weiteren Fortsetzung von f(x ) fiber das Teil- 
rechteck 3 bzw. 4 anzuwenden. 

Es ist ersichtlich, dafi dieses Yerfahren und die damit verbundene 
Definition einer eindeutigen regularen Funktion durch sukzessives An¬ 
setzen weiterer Rechtecke, deren jedes mit dem unmittelbar vorhergehen- 
den und nw‘ mit diesem langs einer Seite ganz oder teilweise zusammen- 
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hS,ngt ; auf das Innere eines so entsfcebenden Treppenpolygons ausgedebnt 
werden kann Darans folgt aber nocb keineswegs die Moglichkeit der tJber- 
iragung auf ein beliebiges Treppenpolygon. Denkt man sicb namlioh ein 


i jt nr 



Fig. 28 


eolches durob geeignete Parallelen zu den Seiten in eine Anzabl Rechtecke 
zerlegt, so kann bei Anwendung des oben bescbriebenen Fortsetzungs- 
▼erfahrens der ungfinstige, das gewdnschte Resultat in Frage stellende Fall 
■eintreten, daB man von irgend einem bestimmten Reobteok ausgebend an 
■eins der nocb nioht erledigten Recbtecke von zwei (oder mehr) Seiten 
berankommt, so dafi bei weiterer Durcbf&brung der nunmehr vorbandenen 
verschiedenen Fortsetzungsmfiglicbkeiten die Eindeutigkeit des Endresul- 
tats nicbt mebr gesicbert erscheint. Es soil nnn gezeigt werden, dafi bei 
passender Wabl des Ausgangspunktes und zweckroafiiger Anordnnng des 
Fortsetzungsverfabrens der gescbilderte tTbelstand stets vermieden werden 
kann. Hierzu dient der in Nr. 5 dieses Paragraphen mitgeteilte „Haupt- 
■satz" fiber eine besondere Zusammensetznng jedes beliebigen Treppen¬ 
polygons aus Recbteoken, zu dessen Beweise wir zunacbst zwei Hilfssatze 
▼oranschicken. 

3. Definition. Zwei parallele Polygonseiten, die sicb dnrcb eine, 
abgesehen von den Endpnnkten, ans lauter Innenpunkten des Treppen¬ 
polygons bestebende Horizontale oder Vertikale verbinden lassen, sollen 
gegeniiberliegend beifien. 

Hi 1 fs atz I Verbindet mm zweigegenuberliegende Seiten eines 
Treppenpolygons % durch eine senkrechte Oerade, so eerlegt die- 
selbe, ah Schnitt aufgefaftt, das Treppenpolygon (d. h. sowohl die 
Begreneung, wie die Innenflache) in ewei Treppenpclygone. 

Beweis. Es seien zunacbst AB t GD zwei betiebigeparaU.de (d.b. nicbt 
notwendig in dem obigen spezielleren Sinne „gegenQberliegende n1 )) Seiten 
mit senkrechten Yerbindnngslinien, die von keiner anderen Seite gescbmtten 

1) Mit anderen Worten: die senkieohten Verbindangslinien von A B and CD 
kOnnten aach, abgeseben von den Endpnnkten, am lauter Au/lcnpunkten von % 
be itehen 
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warden, so laflt sich zeigen, dafi bei Durchlaufung yon % in einem be- 
stimmten Richtungssinne jene beiden stats in entgegenge&etgter Richtung 
durchlaufen warden mtlssen. 

Angenommen, dies ware nicht der Fall, so dafi also AB und CD in 
derseTben Richtung, etwa, um eine Festsetzung zu treffen, in der Richtung 
der wachsenden Variablen: A—> B, C —► D durchlaufen wtlrden AIs- 
dann mtlfite bei einer in A beginnenden Umlaufung von % die Fortsetzung 
yon AB auf irgend einem Treppenwege einmal in C, sodann nach Durch- 
lanfung yon CD die weitere Fortsetzung schliefilich wieder in A ein- 
miinden (wie das in der Fignr I mit Hilfe der punktierten Linien sohema- 
tisoh angedeutet ist). Wird nun irgend ein Punkt E der Streoke AB mit 
dem senkrecht gegendberliegenden Punkte F der Strecke CD geradlinig 
verbunden, so liefie sich ein bei A beginnender Umlauf fiber AEFD und 
den dort anschliefienden (durch die punktierten Linien angedeuteten) 
Weg wieder naoh A zardckfdhren, ebenso nach C ein bei C beginnender 
fiber OFEB und den dort anschliefienden (punktierten) Weg. Dae Trep- 
penpolygon $£ wiirde also auf diese Weise in zwei gesonderte Treppen- 
polygone und zerfallen. Nach § 9, Nr. 10 (S. 80) mtLflte deren 
jedes emen tT berschufi yon yier gleichariigen Ecken haben, und es mttfite 
daher, je nachdem diese zweimal Tier Ecken auch untereinander gleich- 
artig sind oder nicht, ein Gesamtiibersohufl yon acht gleichartigen Ecken 
oder gar heiner vorhanden sein. Beide Annahmen erweisen sich aber ate 
wnmoghch, da der ursprfingliche Eckenyorrat yon % einen tTberschufi yon 
yier gleichartigen (namlich konyexen) Ecken enth&lt, wahrend anderer- 
seits die bei E und F neu hinzutretenden Ecken sich auf und so- 


C F ( D . 

f| > 

A * £ * 3 
Fig 25. 

yerteilen wtlrden, dafi jedem dieser Polygone ein Paar ungleichartiger Ecken 
zufallt. — Damit ist also die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

Dies vorausgeschickt seien jetzt AB und CD zwei gegenuberUegende 
Seiten bzw. Sttlcke von Seiten des Polygons % f so wud eine Duroh- 
laufung AB in der Richtung A —► B bei weiterer Fortsetzung des Um- 
laufs eine solche yon CD in der entgegengesetzten Richtung D —<-► 0 znr 
Folge haben und von C aus schliefilich nach A zurilckftLhren (wie wieder 



Fig 24 
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durch die punktierten Limen in Fig. II angedeutet wird) Zieht man 
jetzt wie zuvor die senkrechte Yerbindungsgerade EF, so laBt sich ein bei 
A beginnender Umlauf fiber AEFO ond den bei 0 anschlieBenden (durch 
Pnnkte aDgedeuteten) Treppenweg nach A zurttckftihren, ebenso ein bei 
D beginnender iiber DFEB usw. zurdck nach D. Das Treppenpolygon % 
zerfallt also dui'ch den Schmtt EF in Btcei Treppenpoly gone 2^ und 
und zwar werden die InnenpunJde Ton ST, abgesehen von den nunmehr 
der Begrenzung angehorenden Punkten des Schnittes EF, auch zn Innen- 
pwnkten von und 2^, da ja das Aufiengebiet von % bei dem fraglichen 
ProzeB als solches vollig unbertihit bleibt 1 ) und daher auch wieder voll- 
standig dem Aufiengebiei von 2^ und 2^ angehoren mufi Es zerfallt also 
gleichzeitig mit der Begrenzung auch der mnere Bereich von % durch 
den Schnitt EF in zwei getrennte Stucke 

Dieses Besultat erleidet keinerlei Anderung, wenn einer der beiden 
Endpunkte des Schnittes EF oder auch jeder von beiden ein Eckpu/nkt 
sein sollte (der dann offenbar nur einer nach aufien konkaven Bcke an¬ 
gehoren kann). Man erkennt dies am einfachsten, wenn man dem betref- 
fenden Schnitt zunachst eine minimale Verschiebung zuteil werden laflt. 

4. Definition. Unter einem Querschnitt verstehen wir eine Horizon- 
tale oder Vertikale, die zwei Polygonpunkte verbindet und, abgesehen von 
diesen, aus lauter Innenpunkten des Treppenpolygons besteht. 

HilfsatzII. Von jedem Treppenpolygon %, das nicht schon 
durch einen einsigen Querschnitt in gwei JRechtecke zerfalU a ) lassen, 
sich sowohl durch horigontale, wie durch vertikale Querschnitte 
mmdestens gwei freie Endstucke 8 ) abschneiden . 4 ) 

Beweis. Ein Treppenpolygon mit 2 m Seiten hat, wie jedes Treppen¬ 
polygon, einen "OherschuB von vier konvexen Ecken und besitzt infolge- 
dessen stets m — 2 konkave Ecken. Von jeder dieser letzteren laBt sich je 
ein Querschnitt sowohl m horizontaler, wie in vertikaler Richtung ziehen. 

1) Anders, wie bei der zmerst in Betracbt gezogenen Annahme, bei welober 
ja auBdrflcklioh zugelassen wurde, daB der Zwisohenranm zwiscben AB und OD 
dem Aufiengebiet angehBren kOnnte (s. die FuBnote auf S 428) 

2) Das tritt beim reobtwinkligen i Sechseck ein, da dieses ja eine emzige Jeon * 
leave Ecke besitzt und daher nnr einen etnetgen horizontalen oder anoh vertikalen 
Querschnitt zul&Bt; femer, wenigstens in bezug auf die eine Quersohnittsrichtung 
bei denjenigen rechtwinkligen Achteoken, deren zwei (einzigen) Tconkaven Ecken 
in einer horizontalen oder veztikalen Geraden liegen. 

8) fiber die Bedeutung dieses Ausdruckes vgl. g 9, Nr 6 (S. 72) 

4) Dies ist nioht so zu verstehen, daB sich stets zwei freie Endstfloke durch 
horizontale und zugleich zwei andere dor oh vertikale Querschnitte abtrennen lassen 
mfLBten. Vielmehr kOnnten diese beiden Arten von Endstdcken teilweise zusammen- 
fallen, so daB lediglich die Wahl zwisohen beiden Schnittarten freistQnde (vgl. § 9, 
Nr 6, S. 78 insbesondere das dort zu Fig. 6, V und 6, VI Gesagte) 
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Man gehe nan von einer beliebig gewahlten konkaven Ecke aus, 
etwa, nm erne Festsetzung zu treffen, derjenigen konkaven Ecke G v welcbe 
als die erste auftritt, wenn man das Treppenpolygon von dem Hefsten 
linken Eckpunkt anfangend in positiver Riohtung umlauft, and ziehe von 
G x aus zunachst einen horieontalen Quersohnitt G X D — q v durch den also 
das Treppenpolygon % in eivei solche zerlegt wird: ein , f unteres tc , d. li. an 
die untere Seite des Querschmttes sich anschlieBendes 2^ und ein „oberes“ 
2^. Moglioherweise ist schon em Rechteck , also ein duroh q t abge- 
schnittenes freies Endstiick. Wenn mcht, so mnB 2^ bei weiterer Fort- 
setznng des Umlaufs um diesen Bestandteil von % in der Richtung C 1 —+D 
noch mindestens eine konkave Ecke anfweisen. Es sei C t die erste konkave 
Ecke, welcbe hierbei znm Vorscbein kommt, so ziebe man von G t aus 
einen weiteren borizontalen Querscbmtt q S) dnrcb welcben % x in die beiden 
Teilpolygone und zerfallen mag. Dabei soli 2/ t dasjenige Treppeu- 
polygon bedeuten, dessen Begrenznng beide Qneiscbnitte q x und q y enthalt, 
wahrend dann diejenige von ST, nor ans dem einen Querscbnitt q v im tlbrigen 
aus Seiten des ursprftnglicben Polygons % bestebt Da die konkave 
Ecke G t bei dieser Operation voUstd/ndig vcrloren gekt 1 ), so besitzt X, 
mindestens eine konkave Ecke wemger und infolgedessen mindestens so- 
gar ein Eckenpaar weniger als 2^ (da ja der Unterschied zwischen der 
Anzabl der vorhandenen konvexen und konkaven Ecken immer kon- 
stant, namlicb — 4 bleiben muB). Ist trotzdem 2! a nocb kein Rechteck, 
so laBt sich in analoger Weise ein Treppenpolygon davon abtrennen, 
dessen Begrenzung wiederum nur einen horizontalen Querschnitt q 9 enthalt, 
im tlbrigen aus Seiten des ursprfinglichen Treppenpolygons besteht und 
mindestens ein Eckenpaar weniger besitzt als 2^. Da die Anzahl der an- 
fanglich vorbanden gewesenen Ecken eine endliche ist, andereiseits jedes 
der von % sukzessive abgetrennten Polygons 2^, . einen tTber- 

schuB von vier konvexen Ecken bebalt, so mnB nacb einer begrenzten 
Anzabl der angedeuteten Operationen ein Treppenpolygon mit uberhaupt 
nur vier and dann eo ipso konvexen Ecken, also ein (nur Innenpunkte von 
% umschlieBendes) Rechteck zum Vorscbein kommen, dessen Begrenzung 
etnen und nur einen (borizontalen) Querscbnitt enthUlt, d. b. schliefilich 
ein durch diesen letzteren abgesobnittenes freies Endstiick. 

Die gleicbe SchluBweise, auf das „obere u Treppenpolygon 2^ ange- 
weudet, ergibt dann die Existenz ernes eueiten, gleichfalls durch einen 
horieontalen Querscbmtt abzutrennenden freien EndstBcks. 

Ersetzt man m der vorstebenden Betraohtung die horieontalen Quer- 


1) Die doreh einen Querscbnitt erzeugten neuen Ecken kttnnen steta nur 
konvexe sein. 
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schnitte durch vertikdle nnd vertauscht die Angaben „unten“ und „oben u 
mit „Unks“ und „rechts tl , so ergibt sicb ein ganz gleichartiges Resultnt. 

5 A Is unmittelbare Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze re- 
sultiert nun der am Schlusse von Nr. 2 bereits angektlndigte Hauptsatz: 

Jedes Treppenpolygon %, das mcht schon durch emen emzigen 
Querschnitt in zwei Eechtecke zerfaUt 1 2 ), Idfit sich (mf mehrfache 
Art) in der Weise aus Eechtecken zusammensetzen, daft um emen 
rechteckigen Kern sukzessive weitere Eechtecke angesetzt warden, 
und zwar so, daft jedes nett hmzukommende Eechteck nur Icings 
einer Seite ganz Oder teilweise mit einem einzigen der bereits vor- 
handenen Eechtecke zusatnmenhdngt. 

Beweis. Zunachst lassen siob von % etwa durch zwei horizontal^ 
Quer schnitte mindestens zwei, eventuell (d. h. bei besonderer Lage der 
Eckpunkte) auoh mehr ala zwei freie Endstticke abschneiden, die durch- 
weg mit der Nummer 1 bezeichnet werden mogen. Jedes dieser Recht- 
ecke stoBt nur langs des Querschnitts, welcher eine Seite oder auck nur 
einen Teil einer Seite bildet (ygl. Fig. 5,1—YI, § 9, S. 73), an das flbrig- 
bleibende Treppenpolygon. Das letztere hat mindestens Tier Ecken weni- 
niger als das ursprdngliche und gestattet, falls es nicht bereits ein Recht- 
-eck ist oder schon durch einen weiteren Horizontalschnitt in zwei Recht- 
ecke zerfallt, ein weiteres Abschneiden von mindestens zwei freien (genauer 
gesagt, durch die erste Operation frei gewordenen ) EndstQcken, die dann 
die Nummer 2 erhalten sollen Fahrt man in dieser Weise fort, so wird 
schlieBhch nach einer bestimmten Anzahl — etwa k — 1 — solcher'Ope- 
rationen ein einziges Eechteck tibrig bleiben, dem also die Nummer k zu- 
kommt. 1 ) Nach alledem laBt sich dann das ursprtingliche Treppenpolygon 
in der Weise wieder herstellen, daB man an das mit der Nummer k be- 
zeichnete Rechteck als Kern zunachst dasjenige oder diejenigen mit der 
Nummer k — 1, an das so entstandene diejenigen mit der Nummer k — 2 
ansetzt usf. Dabei h&ngt jedes neu hinzukommende Rechteck auf Grand 
seiner Entstehungsweise nur langs des Querschnittes, durch welchen es 


1) Vgl. Fufln a, S. 426. 

2) Man kann leicht eine obere Grenze fttr die Zahl k angeben. Bei jeder 
■der ersten k — 2 Operationen (NB nach AusacblaB des bei der Formnliemng des 
obigen Satzei schon erledigten einfaohsten Falles k «— 2 mufi ja k ^ 3 sem) geben 
mindestens vier Ecken verloren, bei der (jk — 1)**“ mSglicherweise nor zwei. Dann 
bleiben schlieBlioh nur noch die vier Eoken de« init k numenerten Kernrechtecka 
"Qbrig Wird also die Eckenzahl von £ mit 2m bezeichnet, bo hat man: 
4(fc — 2) + 2 + 4 < 2w und lomit: 


«t + 1 
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frfiher abgeschnitten wurde, mit einem eineigen Rechteok des bereits vor- 
handenen Komplexes zusammen. 

In ganz analoger Weise kann man anch mit lanter vertikalen Quer- 
sehnitten operieren. Das in diesem Falle resultierende Kernrechteck mufi. 
offenbar ein anderes sein wie zuvor, da das frfihere nur langs seiner hori- 
smvtalen, das jetzige nur l&ngs seiner vertikalen Seiten mit dem tibrigen 
Treppenpolygon zusammenhangt 

Schliefllich kann man auch horizontale nnd vertikale Querschnitte be- 
liebig kombinieren, insbesondere zu moglichster Abkflrznng des Verfah- 
rens in der Weise, daB man bei jeder einzelnen Operation alle tlberhaupt 
vorbandenen freien EndstQcke abscbneidet, soweit sicli das durch An- 
wendung beider Arten von Querschmtten bewerkstelligen laBt. 

6 . Um jetzt den m Nr 1 flir ein Beckteck bewiesenen Satz fiber die 
Eindeutigkeit einer durch ein auf alien Wegen fortsetzbares Funktiona* 
element (a? | a; 0 ) definierten analytischen Funktion auf ein beliebiges (zu 
den Koordinatenaoheen parallel gestelltes) Treppenpolygon £ zu tibertragen, 
denke man sich dasselbe auf Grund des zuvor bewiesenen Satzes in eiu 
Kemreckteck und eine Anzahl eukzessive daran anzusetzender freier End- 
stttcke zerlegt. 1st dann in einem beliebigen Teilrechteck das Funktions- 
element $P($|# 0 ) vorgelegt, so beginne man damit, dasselbe auf irgend- 
einem, jenes Teilrechteck mit dem Kernrechteck verbindenden, im Innern 
von X verlaufenden Wege bis in das Kernrechteck fortzusetzen. Hierauf 
laBt sich zunachst nach der Vorsohrift von Nr 1 f(x) fflr das Kemrecht- 
eck eindeutag definieren, und diese Definition kann nach dem in Nr. 2 
gelehrten Verfahren sukzessive fiber samtliohe Teilrechtecke von 5E in 
▼ollkonunen eindeutiger Weise fortgesetzt werden, da der Fortschritt von 
jedem einzelnen Teilrechteck zu dem nachstfolgenden stets nur auf eine 
Weise moglich ist. DaB schlieBlioh die so definierte, im Innern von % 
durchweg eindeutige und regulars analytische Funktion f(x) in der Um- 
gebung der Stelle x 0 mit dem ursprfinglich gegebenen Funktionselement 
$ (a: | fibereinstimmt, folgt dann genau so wie oben ffir den Fall des 
Rechtecks (s. den SchluB von Nr. 1). 

Damit gilt dann schliefilich der fragliche Satz mit Rficksicht auf 
§ 10, Nr. 12 (S. 94) ffir das Innere jedes einfack zusammenhangenden 
Bereiches. 
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■§ 57. Die singnl&ren Stellen und Nnllstellen elndeutiger analy- 
tlscher Funktionen und elndeutiger Zweige me hr den tiger analy- 
tischer Funktionen. — Verhalten einer Funktion in der Umgebung 
einer wesentlich sin galaren JSlelle, 

1. Es sei f(x) eindeutig und regular fur jede Stelle x 0 einer ge- 
wiBsen Umgebung der Stelle x — a, etwa: 0 < \ x Q — a\ < R. Das Ver¬ 
halten fQr x “ a selbst sei unbekannt. 

Nach dem Laurentschen Satze muB alsdann fiir_ 0 < | x — a | < R 
<eine Entwicklung von der Form: 

<!) f{x) - <0 V 

—oo 

■existieren, wobei die c v eindeutig bestimmte Werte besitzen. Die Be_ 
sohaffenheit von f(x ) fflr x — a hangt dann wesentlich yon derjenigen 
der Koeffizienten c r fQr negative Werte von v ab, und zwar kommen da- 
bei folgende drei Moglichkeiten in Betracht: 

1. Es ist c_ 9 —> 0 fdr v — 1, 2, 3, .. 

2. Es ist | c_ n | > 0 fiir irgendein bestimmtes n 1 , dagegen c_ — 0 
fQr v > n 

3. Es gibt unbegremt viele positive ganze Zahlen v, fdr welche 
|c_,| > 0 ist. 

Diese drei Falle sollen jetzt einzeln genauer untersucht werden. 

Erster Fall Aus c_„ - 0 fdr v - 1 , 2, 3, ... folgt, dafl die Ent¬ 
wicklung ( 1 ) sich auf die folgende reduziert: 

( 2 ) f( x ) c v ( x — a) 9 ■ 

o 

Debnt man den Geltungsbereich dieser zunachst nur fflr \x — a\ > 0 be- 
stehenden Gleichung auf den Wert x — a aus, setzt also: 

(3) f(a) — c 0 — lim f(x) 

so erweist sich f(x) fttr a — a als regular. Far das Eintreten dieses Falles 
ist offenbar notwendig, dafi | f(x) | m beliebiger Nahe der Stelle x — a 
stets unter einer endlichen Qrenze bleibt. Diese Bedingung ist aber auch 
hinreichend , da das wirkliche Vorhandensein von negativen Potenzen in der 
Entwicklung ( 1 ) stets zur Folge haben whrde, daB | f(x) | in der Nahe 
von x — a Miebig grofie Werte annimmt (vel. Fall II und Tin 
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2. Zweiter Fall 1st c_„ von Null verschieden , dagegen v =* 0 fflr 
v > n 1 2 * * ), so nimmt die Entwicklung (1) die Form an: 

00 00 

(4) f(x) c v (x - a) v =2 c r _ n (x-a) v - n , 

— n 0 

und daher wird: 

00 

(4a) (x-a) n f(x)-^jc r _ n (x-a) r , 

o 

d. h (x — a)* • f(x) ist fflr x =■ a regular, wenn naoh Analogic von Fall I 
gesetzt wird: 

(5) [(x - a) n ■ f(x)1 =a - Inn (x - a)- • f(x) ■= c_ n , 

d. h lm vorliegenden Falle endlich und von Null verschieden 

Die Btelle x — a heiBt m diesem Falle — d h. allemal wenn ( x—a) n f[x) 
fflr x — a von Nutt verschieden und regular ist — eine aufierwesmUich 
singvlare Stelle oder auch ein rationaler Pol, und zwar ein Pol n ter Ord- 
nung der Funktion f(x). Man sagt auch, f{x) habe in der Umgebung der 
Stelle x ■=» a den Charakter einer (gebrochenen) rationalen Funktion*), da 
die Entwicklung (3), auf die Form gebraoht: 

00 

(6) f(x)~B(x)+^>jc v (x-ay, wo ; _R(*) + 

o 

zeigt, das f(x) sich von der rationalen Funktion R(x) fflr eine gewisse 
Umgebung der Stelle x =* a nur urn eine eindeutige Funktion regularen 
Verhaltens unterscheidet, so daB also f(x) — R(x) daselbst regular ist 
Um das Yerhalten von f(x) fttrj-o noch in anderer Weise zu 
charakterisieren, bemerke man, daB infolge der Gleichungen (4) und (5) 
nach § 38, Nr 3 (S. 240) eine bestimmte Umgebung \x — a | < q exi- 
8 tieren muB, fflr welche ( x — a) n • f(x) gleichfalls von Null verschieden 

<md 80mit I x-lf-m - fttr gWokWl* 

regular (ttbrigens auoh von Null verschieden) ist Hiernach ergibt sich 

oo 

( 7 ) f&) ™ (* ~ a )” { & 0 - »)”} (wo offenbar: \ 


1) Die Beachaffenheit der Koeffizienten c_,, . , c_ (j| _j, iat hieibei 

gleichgflltig. Dasselbe gilt auch fflr die Cy bei v ^ 0 

2) Diejenigen Mathematiker, welche mit dem Auadrucke holomorph jenes Ver- 

halten bezeichnen, das wir regular nennen, aagen von emer Funktion, die an 

lrgendeiner Stelle einen (rationalen) Pol hat, Bie sei daselbflt mcromorph 
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d h. der Pol n ter Ordnung der Funktion f{x) ist eine NuUstelle n ter Ord- 

nungat — 


Dieses Brgebnis ist offenbar umkehrbar, d h. jede Nullstelle n ter Ord¬ 
nung von yj-j ist ein Pol n ter Ordnung fur f(x ) Denn aus einer Ent- 
wieklung von der Form (7) — wo b Q von Null verschieden — ergibt sich 
allemal ffir ( x — a)** f(x) eine solche von der Form (4) ^wo: ^ • 

1 0 
Da mit {x — a) eindeutig und stetig der Null zustrebt, so hat man: 


( 8 ) 




unabh&ngig davon, in welcher Weise die Veranderliche x der Stelle a zu- 
strebt. Wir sagen hiemach: f{x) werde flir die anfierwesentliche Stelle 

x a unendlich grofi, und zwar von der » ton Ordnung , wenn f(ir 

T (®) 

von der n lm Ordnung Null wird. 1 ) Oder auch: der Pol n ler Ordnung ist 
fflr f(x) allemal eine n-fache UnendlichkeitssteUe. 

Wie wir die Gesamtheit der Zahlen x — £ + i f deren absoluter Be- 
trag jede noch so grofie positive Zahl iibersteigfc, ala eine einzige „uneigmt- 
hchef 1 Zahl oder Stelle x — oo auffassen, so betrachten wir eine analy- 
tische Funktion f{x) flir jeden Pol n 1er Ordnung x — a noch als „uneigent- 
Ibchf 1 definiert, immerhin also als „definiert lt , namlich mit dem „uneigent- 
lichen u Werte oo behaftet und rechnen demgemafi solche Stellen noch zum 
Existenzbereiche von f(x) Der „andytischd 1 Charakter von fix) zeigt sich 
alsdann darin, dafi ( x — of • fix) und flir x — a nicht nur eigentlich 
definiert, sondern geradezu reguldren Verhaltens sind 

3. Jeder Pol n ter Ordnung von f(x) ist ein solcher (n -f l)'*' Ord¬ 
nung fflr die Derivierte f'(x) [und daher allgeraein ein solcher (n -f- v) toe 
Ordnung flir ^(aj)]. Denn schreibt man G1 (4) folgendermafien: 

(9) ( x — a) n • f(x) — (x — a) (wo also: *p(0) — c_ * -f 0), 
so folgt: 

(x — a) n ’f (x) + n(x — a)*- 1 • f(x ) «= (x — a) 

und daher: 

( 10 ) (x — a)" +1 • f{x) — — n ■ (x — a) n • f{x) + (x — a) $'( x - a) 

(d h. regular), 

( 11 ) lim (x — o) n+ 1 • f'(x) — — n ■ lim (x — a) H • f(x) — — n • S(J( 0 ) 

(d. h. nicht Null). 


1) Vgl. $ 88, Nr 6 (S. 288). 
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Dividiert man Gl. ( 10 ) durch (x - a)" + 1 - f{£) - (x — a) $(z — a), 
so ergibt sicli hocIl die "wichtige Beziehung: 


( 12 ) 


f ( x ) a — n %'(x — a) 
f(sc) x — a ' — o) ' 


die auch in die Form gesetzt werden kann: 

< 13 > '7$-^+*(-•>. 

da — a) fttr x — a nickt verschwindet Jeder rationale Pol n ltr , d. h. 
beliebiger Ordnung von f(x ) ist also allemal em Pol erster Ordnung fttr 

die Fuhkfcion und zwar erscheint die Ordnungszahl n mit negativem 

Vorzeichen als Koeffizient von —-— 

x — a 

Betrachten wir der Analogic halter auch den Fall, dafi x =- a eine 
n-fache Nullstelle von f(x) sei, also: 

(14) f(x) = (x — a) n • ?(J(a; — a) (wo ■wiederum ^5(0) nickt Null), 
bo wird: 

(15) /“'(#) =■ n • (x — a)" “ 1 • 5|$(a; — a) 4- (a — a)" • $P'(:r — a ), 

d h. jede n-fache NuUsteUe von f(x) ist, falls n 2, eine (« — 1 ) fache 
NuUsteUe von f (a;) und daher, falls » > v, eine (n — v) fache Nullstelle 
von fM (x ), ivahrend dann (x) + 0- Umgekehrt ist jede Nullstelle a 
von f(x) eine n-fache, wenn fM (a) — 0 fQr v — 1, 2, . ., n — 1, dagegen 
fW (a) + 0 (wie sich unmittelbar aus der Taylorscken Entwicklung von 
f(x) nacb Potenzen von x = a ergibt). 

Ferner ergibt sich durch Division von Gl. (15) durch GL (14) die Be- 
ziehung: 

<«) )■ 


deren vollkommene Analogic mit GL (12), (13) evident ist. Jede NuU- 

fix) 

sidle von f(x) ist also gleichfalls ein Pol erster Ordnung fQr Hier- 
aus folgt, dafi eine Stelle regtddren Verhaltens fur niemals eine Null¬ 
stelle oder ein rationaler Pol fttr f(x) sein kann. 

4. Jede auf der Grenze des Regularitatsbereiches von f(x) gelegene 
nickt aufierwesen Uich singulart Stelle o, in deren Umgebung 1 ) f(x) ein- 
deutig ist, soli eine wesenUich singulare Stelli heifien. Aus dieser rein 
negativen Definition ergeben sich zunachst mit Rttcksicht auf die un¬ 
mittelbar vorangehenden Betrachtungen die folgenden Konsequenzen: 


1) Dabei kommfc ala „Umgd>ung u der Sfcelle a nur deijenige Teil der Qesamt- 
mngebung in Betracht, fQr welcben f(x) ttberhaupt definiert ist 
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1 ) Jede wesentlich singulare Stelle a von f(x) ist auch eine ebensolche 
fur Denn jedenfalls liegt zunachst a, geradeso wie fttr f(x) auch fttr 

au f far Grense des Regidaritatsbereiches, d. h. mufi in beliebiger 
Nahe von a auob Stellen regularen Verhaltens besitzen. Es folgt dies 
daraus, dab fttr jede reguldre Stelle von f(x), die Jceine NtdlsteUe ist, 

flich regular verhalt und dafi andererseits solobe Stellen wirklich vor- 
handen sein mtisBen, da eine NuttsteHe niemals Hauftmgsstdle von NuU- 

steUen sein kann (vgl. § 38, Nr. 6, S. 289). Ware nun filr x — a re¬ 
gular und von Null verschieden, so mtlfite das gleiche fiir f(x) gelten; 
wftre dagegen x — a fttr eine NtdlsteUe bzw. ein rationaler Pol, bo 
mtlfite a ein rationaler PoV bzw. eine NtdlsteUe fttr f(x ) sein. Somit ist a 
eine wesentlich singulare Stelle von • 

2) Jede Haufungsstelle a von (unendlich vielen) rationalen Polen oder 
wesentlich singidaren Stellen a v ist fttr eine in der Umgebung von a ein- 
deutige Funktion f(x) stets eine wesentlich singulare Stelle. Denn ware 
f(x) fttr x — a regular , so kfinnten innerbalb einer gewissen Umgebung 
der Stelle a ttberbaupt keine singtdaren SteUen a r liegen. Und h&tte f(x) 
in x — o einen Pol Ordnung, so ware (x — a)" •/“(«) daselbst regu¬ 
lar, etwa: 

(x-&)*-f(x)-%(x\a) } 

und daber, wenn a v innerbalb desEonvergenzkreises dieserReibe liegt, auob: 

, ,,, , (*-o)*-/x*)-e(*|o,o,), 

also schlieBbcb: 

f(f>) “►) “ 

{da ja a y, in der Umgebung jeder von a verschiedenm Stelle a r nacb 
positiven Potenzen von (x — a v ) entwickelt werden kann). Es kdnnten 
also keinesfalls in beliebiger Nfthe der Stelle x — a singulare Stellen a y 
liegen: die Stelle a mufi daher unter der gemachten Voraussetzung jeden¬ 
falls eine toesenllich svngtddre sein. 

Das gleiobe gilt offenbar, falls die Stelle a eine Hdufungsstdle von 
unendlich vielen NuUsteUen einer in der Umgebung von a eindeutigen 
Funktion f(x) ist (sofem nicht etwa f(x) identisch Null ist): denn nacb 
dem unmittelbar zuvor Gesagten ist a als Hdufungsstelle von rationalen 
Polen eine wesentlich singuldre Stelle fttr die Funktion -rr— und somit 

/ ( 05 ) 

auob fttr f(x) selbst. 
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5. Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir noch den im An- 
schlnfl an die Entwicklung (1) zn erledigenden 

Britten FaU. Hier wird also angenommen, dafi die Reihe der nega¬ 
tives Potenzen in der Entwicklung: 

+» 

/‘(a) -2cX*-ay 


wirklich wibegrenzt ist (die Reihe der posiinen Potenzen unterliegt keiner 
Beschrankung, sie kann eventuell auch bei einem bestimmten Exponenten 
abbreohen oder g&nzlich fehlen). Anf Grand der gegebenen Definitionen 
nrafi dann die Stelle x — a, unter alien Umstanden eine tcesentlich singu- 
lare sein. Wir bezeichnen eine solche wesentlich singtdare Stelle a, in 
deren voUstandiger Umgebung (d. h. fOr alle x, die einer Beziehimg yon 
der Form j x — a | < q genfigen) nur Stellen regularen Verhaltens liegen r 
als eine isdierte oder anch als einen transzendenten Pol. 1 ) 

Aus dem § 38, Nr. 1 (8. 283) im AnachluB an Gl. (4) gesagten folgt 
nan zun&chst, daB | f{x) | in hinlanglicher Nahe der Stelle x = a unter 
anderen Werten jedenfallB bdiebig grofie annimmt, so dafi also: 

(17) jW /(*)!- + <». 

Sei Bodann A eine ganz beliebige komplexe Zahl einschliefilicb der 
Null: dann ist die Stelle x=~a offenbar auoh eine isolierte wesentlich sin¬ 
gulars fftr die Funktion f(x) — A. Besitzt nun fix) — A in jedcr Nahe von 
x — a NullsieUen, so nimmt f(x) den Wert A in jedcr Nahe vow x =■ a 
toirklich (unencdich oft) an. 

Besitzt dagegen fix) — A innerhalb einer gewissen Umgebung yon a 
keinc NuUstdlen, so ist ^ fftr alle Stellen dieser Umgebung (abge- 

sehen yon der Stelle a selbst) eindeuUg und regular mit der t cesenUich 
singiddren Stelle a , folglich hat man naoh Gl. (17): 


(18) 


lim 


- + oo. 


m-A 

in hinlanglicher Nahe yon a unter anderen 
f(x) — A | belicbig Ideine Werte annehmen: 


Alsdann muB aber .... . 

\f(x) — A\ 

Werten bdidbig grofie, also 
in diesem Falle kommt also f(x) dem Werte A in der Nahe der Stelle 
2 — a bdidng nahe. Somit ergibt sieh: 

In der Nahe jedes transzendenten Pols a nimmt f(x} 
jeden beliebigen Wert A entweder unendlich oft an oder kommt 


1) Wenn wir gelegentlich yon Polen Bcblechthin sprechen, bo Bind damit 
mmer nur rationale Pole gemeint 
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ihm sum mmdesten beliebig noihe. Fur x -= a selbst ist f(x) iiber- 
haupt nicht defimert. 

6 . Der eben bewiesene Satz bleibt aber auch bestehen, wenn die 
wesentlich singulare Stelle a keine isolierte , sondern eine J5 TaufungssieUe 
von ausschliefilich rationalen Polen ist: damit ist impliette schon ge- 
sagt, daft diese rationalen Pole innerbalb einer gewissen Umgebung von a 
keine weitere Haufungsstelle besitzen sollen (jede solche Haufungsstelle 
wfirde ja eine weitere wesentlich singulare Stelle von f(x) darstellen). 

Denn enttceder besitzt dann die Function (^ r w ®lche ja jene 

rationalen Pole von f(x) als rationale Pole von f(x ) — A nur gewohnliche 
Nullstellen , also Stellen regidaren Verhaliens bilden) in der Nahe der 
wesentlich singularen Stelle a keine rationalen Pole t so daft also diese 

selbst m bezug auf a ^ s feolwrt auftritt. Dann muB aber nach 

dem obigen Satze ^ m der Nahe von a beliebig grofie Werte an- 

nehmen, also f(x ) dem Werte A beliebig nahe kommen. Oder ^— 7 

f\ x ) — -°- 

besitzt in jeder Nahe von a rationale Pole , also f(x) — A ebensoviele 
Nullstellen , d h. f(x) nimmt dann wieder den Wert A geradezn unend- 
lich oft an 

Dagegen kann der fragliche Satz seine Gfiltigkeit verlieren, wenn a 
eine Hcmfungsstelle von wesentlich singularen Stellen, z B. ein Punkt einer 
singularen Linie ist, d h. einer Linie, die aus tauter (dann eo ipso wesent¬ 
lich) singularen Stellen besteht. Man beachte z. B. die in § 47, Nr. 5 
(S. 362) angefdhrte Funktion: 

eo 

as) f(*) 

*0 2 

welche liber den Einheitskreis nicht analytisch foitgesetzt werden kann, 
so daft also jede Stelle x = a mit dem absoluten Betrage | a | — 1 als eine 
wesentlich singulare erscheint Nichtsdestoweniger bleibt f(x) fdr jede 
solche Stelle a und deren „Umgebimg“ (soweit von einer solchen hier 
nooh die Rede sein kann) endlich und stetig, also | f(x) | durchweg unter 

eo 

einer endlichen Schranke, namlich 

0 2 

7. Die vorstehenden Betrachtungen sind leicht auf den Fall zu llber- 
tragen, daft statt einer im Endlichen gelegenen Stelle x = a die Stelle 
x — oo in Betracht gezogen werden soil. Die Stelle x — oo wurde fiir 

f(x) als eine solche regularen Verhdltens bezeichnet, falls fflr y — 0 
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regular ist. In analoger Weise hat die Stelle x = oo als aufienvesenMch 
oder wesentlich singulare far fix) zu gel ten, je naehdem das entapreohende 

filr beztiglich der Stelle y = 0 stattfindet. Es wird also insbesondere 

die Stelle x — oo einen rationalen Pol n ttr Ordwrng yon fix) dann nnd nur 
dann vorstellen, wenn die Entwicklung von fix) fdr alle x f deren absolufcer 
Betrag eine gewisse Zahl R fiberschreitet, als hfichste positiye Potenz 
die Potenz x n und eventuell noch positive Fotenzen nut niedrigeren Es- 

Oi 

ponenten enthalt, oder anders ausgesprochen, wenn ^ ‘ f( x ) ^}c v x~ 9 , 

o 

wo c 0 von Null verschieden. Treten dagegen positive Fotenzen in unbe- 
grenzter Anzahl auf, so ist x — oo eine isolierte wesentlich singulare Stelle 
(ein transzendenter Pol). Das gleiche ist allemal der Fall, wenn die Stelle 
x «» oo als eine Haufungsstelle von unendlich vielen Nullstdlen erscheint. 
Dagegen ist die Stelle x ™> oo eine nicht isolierte, wesentlich singulixre, 
wenn sie eine Hdufungsstelle von (aufierwesentlich oder wesentlidh) sin¬ 
gular en Stellen ist. Insbesondere ergibt sich noch, dafi die Stelle 
ftir jede game rationale Funktion ein rationaler, ftlr jede game transzen- 
dente Funktion ein transzendenter Pol sein mnfi. Und umgekehrt ist eine 
fwr jedes endliche x eindeutige und reguldre analytische Funktion fix) eine 
pan ze, und zwar game rationale oder game tramzendente Funktion, je 
naehdem sie an der Stelle x — oo einen rationalen 1 ) oder transzendenten 
Pol besitzt. Im ersten Falle hat man (ygl. § 20, Nr 3, Fufin. 2, S. 182): 

(20) lim fix) — oo, 

W -►OO 

im zweiten dagegen nur: 

(21a) E|rt,)|- + oo f 

w&hrend im Hbrigen fix) in der Nahe der Stelle x — oo, d. h ftlr solche 
x, deren Absolutwert eine bdiebig grofi anzunehmende Zahl R > 0 tlber* 
achreitet, noch jeden bdiebigen Wert mnimmt oder ihm wenigstens be* 
Uebig nahe Teommt , so dafi insbesondere: 

(21b) hm \f(x) |-0. 

Eine eindeutige analytische Funktion f(x) ohne wesentlich singuldrt 
Stelle kann immer nur eine rationale sein. Denn ist sie im Endlichen durch- 
weg reguldr , so ist sie nach dem zuror Gesagten eine game rationale. Be 
sitzt sie dagegen im Endlichen einen Pol a etwa von der Ordming n, sc 

1) Die Ordnungsedhl dea Pole bestimmt zugleich Orad der ganzen Ftmktioi 
rvtrl 8 20 Nr S. S. 1821 
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besteht fUr eine gewisseUmgebung von a eine Entwicklung von der Form: 


W 

so daB also f(x) — p c - in der Umgebung von x — a regular ist 

Da f(x) jedenfalls nur eine endltche Anzahl von Polen besitzen kann 
(denn andernfalls milBten diese ja eine Haufungsstelle, folglich f(x) erne 
wesentlich singulare Stelle haben), so laBt sich durch Subtraktion einer 
endlicben Anzahl analoger Partialbruchsummen, cL h schiiefilich einer 
gewissen rationalen Funktion JR(x) die Differenz f(x ) — R(x) in jedem 
endlichen Bereiohe regular machen. Dann kann aber f{x)~ R(x) nnr eine 
game rationale Funktion g(x) sein (die sich auf eine Konstante reduzieren 
muB, falls die Stelle x=* oo keine singulare fllr f(x) ist), so daB sich ergibt: 

f(x) - R(x) + g(x), 

womit die ausgesprochene Behanptung bewiesen ist. 


Kapitel VI 

Die elementaren ganzen und gebrochenen transzendenten Fnnktionen. 

§ 58. Never Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. — Gauze 
transzendente Fnnktionen ohne Nnllstelle. 

1. In § 52, Nr 3 (S. 392) wurde gezeigt, daB eine in jedem endlichen 
Bereiohe eindeutige und regulars (bzw. gleichmafiig oder auoh, was nach 
§ 53, Nr. 2 und 4 auf dasselbe hinauslauft, stetzg differemsierbare) Funk¬ 
tion, deren absoluter Betrag stets unter einer endlichen Schranke bleibt, 
sich auf eine Konstante reduziert. Dieses Resultat barm jetzt auch in der 
Form ausgesprochen werden, daB ftLr jede mcht konstante eindeutige ana- 
lytische Funktion mindestens eme singulare Stelle (sei es eine im End¬ 
lichen gelegene oder die Stelle x — oo) existieren mufi. Wenden wir das¬ 
selbe auf den reziproken Wert einer ganeen rationalen Funktion g(x) an, 

so folgt, daB mindestens eine im Endlichen gelegene singulare Stelle a 
besitzen muB, da ja die Stelle x — oo als rationaler Pol von g(x) eine 

NuUstdle und somit eine Stelle regtdaren Verhaltens von darstellt. 

9(m 

Andererseits kann aber die Stelle a kemesfalls eine wesentlich singulare 
fib* sein, da sie in diesem Falle auch fttr g(x) die gleiohe Eigenschaft 
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besitzen milBte. Sie ist somit eme aufienoesenilich singulare fUr , also 


eine NuUstelle fQr g(x). Durch diese emfache SehluBweise ergibt siob 
also von nenem der Fundamentalsatz der Algebra* 

Jede (nicht konstante) game rationale Funktion hat mindestms 
eine %m Endlichen gdegene Nullstelle 

2 Die eben angewendete SehluBweise beruhte primtpiell auf detn 
Um stands, dafi eine gauze rationale Funktion nnd folglich auch ihr rezi- 
proker Wert keine wesenUich singulare Stelle besitzt. Sie ist daber auf 
eine ganze transzendente Funktion G(x) mcbt ttbertragbar In der Tat 
l&flt sich bier nur soviel nacbweisen, dafi G(x) sicber ancb beltebig Ttleine 
Werte annimmt, mit anderen Worten, daB die untere Qreme aller mog- 
licben Werte von \G(x)\ den Wert Null bat. Dagegen l&fit sieh nicM er- 
schlieflen, daB wirklich eine bestunmte Stelle x (einscblieBlicb x ■» oo) 
vorbanden sein mtlfite, fflr welcbe die Beziebung: G(x) ■« 0 bestebt. Da 
namlicb ftir G(x) die Stelle x — oo als eine isolierte wesenUich singiddre 
erscheint, so wird zwar G(x) in der Nahe der Stelle x — oo unter ande¬ 
ren Werten auch beliebig kleine annebmen. Nun ist aber a priori sebr wohl 
denkbar, daB solcbe „beliebig kleine" Werte ausschlie/Slich in der Nahe 
von x — oo angenommen werden, und es konnte in diesem Falle die stetige 
Funktion G (x) im JEndlichen sicber keine Nullstelle besitzen, wilhrend sie 
in der NBbe von x — oo (d.h. fttr unbegrenzt wacbsende Werte von |«[) 
nur der Null beliebig nahe zu kommen brauoht, andererseits ftir x — oo 
tiberhaupt nicht definiert ist. 

Um darflber voile Klarheit zu gewinnen, ob der eben gedacbte Fall 
wirklicb eintreten kann, wollen wir jetzt darauf ausgehen, zunaohst irgend - 
eine und daran ankntlpfend die allgemeinste ganze transzendente Funktion 
ohne NuUstelle berzustellen. 

3. Ist G[x) eine ganze transzendente Funktion, also durob eine be- 
standig konvergierende Potenzreibe definiert, so gilt das gleicbe von ihrer 
Derivierten G'{x). Soli dann G(x) keine einzige im Endlicben gelegene 


Nullstelle besitzen, so ist daflir offenbar notwendig, dafi , also ancb 
ftir jedes endlicbe x sicb regular verhSlt, d. b selbst eine game (ra¬ 
tionale oder transzendente) Funktion (eventuell ancb eine Konstante ) ist, 
also etwa: 


W 


G(«) 


91 &) 


(wo g t (x) eine game Funktion). 


Diese Bedingung ist dann aber aucb hinreichend, da das durchwegs regu¬ 
lars 'Verbalten von nacb der am Soblusse von Nr. 8 des vorigen 
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Paragraphen gemaohten Bemerkung das Verschtvinden von 0(x) defini- 
iiv ausschlicfit. 

Die Gleichung (4) definiert somit die allgememste gauze transzen¬ 
dente Funktion ohne Nullstellen, und es fragt sich nur, ob derselben bei 
bdiebiger Annnhme von g x (x) stets durcb eine andere ganze Fnnktion 0 (x) 
genllgt werden kann. 

Znr Beantwortung dieser Frage Ibsen wir die Gl (4) zunachst fflr 
<Le spezielle Wahl g t (x) — 1 und setzen ftlr diesen Fall G(x) — E{x ) 1 ), 
■so dafi also E(x) definiert ist durcb die Gleichnng: 


<5) 

Da biernaoli: 


E\x) i 
E(x) ™" 


(6) E\x) - E{x) 

und allgemein: 

(7) JS«(*) - BC-»(a) - • • - E'(x) - E(x), 


«o mni) -E'(x) in tier Umgebung dor Stelle x — 0 die Form haben: 


rn rr £W (°) • *- - ■»(<>) - 5? £, 

o o 

oder, wenn man nocb dem hierbei willktlrlich bleibenden konstantcn 
Faktor E(0) den Wert 1 beilegt: 

(8) 

0 

Da aber diese Potenzreihe besidndig konvergiert, so definiert sie in der 
Tat eine game transecndmte Funktion yon der yerlangten Beschaffenheit. 

4. Es sei nun ^3 (a; — x Q ) irgendeine fttr | x — x 0 1 < r konvergierende 
Potenzreihe, so laflt sich E($(x — xj) gleiohfalls als Potenzreihe in 
(x — x Q ) darstellen, welche mm mindesten ftlr | x — a? 0 1 < r konvergiert. 
Setzt man sodann: 

( 9 ) F(x)-EWix-x 0 )), 

so ergibt sich als Derivierte von F(x) auf Grand einer frllher abgeleite- 
ten Regel (§ 43, GL 26, S. 328) und mit Bertlcksichtigung von Gl. (6): 

F 'W “ [D v E(y)) vmV{ ,_, o) .y\x-x 9 ) 

- E(ty(x - x 0 )) • ^(x — x 0 ) 

1) to der Zablentheorie pflegt man nnter E(x) bei reellem poaitiven x die 
grbfite in x enthaltene ganze Zahl zu veratehen (die wir biaher mit [a;] bezeiohnet 
haben). Da die hier vorliegende Benntzung der Bezeiohnnng E(r) in g&nzlioh an- 
derer Bedentong aiob anf dieaen nnd den n&ohatfolgenden Faragraphen beaohrftnkt, 
«o orach eint die Gefabr einer Verweohalung anageaohloaaen. 
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und daher: 

< 10 ) (|®-* q | <f). 

Die durch Gl. (9) zun&chst fttr | x — x 0 | < r definierte analytische Funk- 
tion F(x) gentigt also allemal der ^Differential'-)Gleichung (10). Es 
l&Bt sick nun andererseits zeigen, dafl jede ftLr eine gewisse Umgebung 
der Stelle x 0t etwa \x — Xq \ < p, eindeutige und regulare Funktion, 
welohe der GL (10) genflgt, sick von F(x) hochstens um einen konstanten 
Faktor unterscheiden kann. Denn hat man etwa: 

(ii) (I®—*®!<p 

so folgt: 

F t '(x) F(x) F(x) F(x) F 1 '(x)-F l (x) F(x) Q 
F t (x) F(x) "" F 1 (x) F(x ) 1 

Oder anders gesohrieben: 



(da aus GL (11) hervorgeht, dafl F(x) ■+« 0 fttr \x — gj < r) und somite 

(12) Sf- 0 ' J.W-0-.TW, 

wo 0 eine Konstante bedeutet. 

Betraohtet man jetzt also die Gl. (10) als die ursprttngliohe, zur De- 
finition von F(x) vorgelegte, wobei etwa: 

00 

(13) y(* - x o) c ^ x - 1 

gegeben sein mag, und bezeichnet man hierauf mit ^5 (a; — x 0 ) diejenige 
Potenzreihe, welche ^S'(a:— x Q ) zur Derivierten hat und Teem Jconstantes 
died enthSlt, d. h. setzt man: 

( 14 ) $(*-*o) 

i 

so wird Effi(x — x 0 )) eine besiimmte und: 

(15) F(x)-0-BQKpb-x o)) 

die aUgemeinste, in der Umgebung von x-*x 0 regulBre Losung der GL (10) 
darstellen. Dabei ist die willkflrliohe Konstante 0 offenbar mit F(x 0 ) iden- 
tisch, da ja fttr x — a; 0 : JF(^(0)) — E( 0) — 1 wird, also schliefllich: 

(16) F{x) - F(x 0 ) • Effl(x - xj). 

6. Wendet man dieses Resultat auf unsere Gl.(4) an — wobei ledig- 
lioh * 0 — 0 zu setzen ist und fttr r, q jede beliebig grofie positive Zahl 
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genommen werden kann, so ergibt sich nach Gl. (15): 

(17) G(x)-C-E(ff(x)), 

wo g(x) diejenige ganze Funktion ohne Jconstantes Glied bezeichnet, deren 
Derivierte —> g x {x) ist. Da aber E(jj(x)) in eine bestandig konyergierende 
Potenzreibe entwickelt werden kann, also aach wirklioh eine game Funk- 
tion darstellt, so findet man: 

Die allgemeinste game transzendenteFunktion ohne Null- 
stelle ist von der Form: 

00 

<?(*) - C-E(g{x)) - G-^}±.(g(x)y, 

wo g(x) eine beliebige (rationale oder transzendente) game Funk¬ 
tion ohne konstantes Glied bedeutet. 

Da c Q -\~g(x) gleichfalls die Derivierte g x (x) besitzt, so bat man nach 
dem Satze der vorigen Nummer: 

+ g(x)) - G‘E(jg(x )) 

and, indem man die Konstante G durch Substitution von x — 0 bestimmt: 

(18) E(c 0 + g(x)) — E(c 0 ) • E(g{x)). 


§ 59. Die Exponentlalfunktlon E(x) m ef* und die Fanktlonen 
C(x), S(x). — Additionstheoreme. — Der Absolutwert von e®. 

1. Wir wenden uns jetzt zur genaueren Untersucbung der im vori¬ 
gen Paragraphen Gl (8) definierten ganzen transzendenten Funktion: 


II 1 * 1 ®! 

l+a-foY + jT-l- 


(1-) E(x) — * i i 2! 1 8! 

0 

Da dieselbe der Beziehung genflgt: 

(2) D v E(x) - EM(x) - E(x) (v - 1, 2, 3,...), 

so findet man mit Hilfe der TaylorBchen Reihenentwicklung: 


(3) -®(*o+*) -2* E w • *’ - ■ m 

o 

oder, wenn man x and y fftr x 0 und h schreibt: 

(4) E( X +y)-E(x)-E(y). 1 ) 


1) Dieee Gleiohang l&flt unmittelbar erkennec, dafl jE(x) ■wirklioh. koine Null- 
■telle x* besitzen kann. Denn aus 


2?(®') — 0 
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Diese Gleichung (we’lche sich auch unmittelbar aus Gl.(18) des yorigen 
Paragraphen durch die Substitution % =» x, g{x) — y ergeben hatte 1 )) 
lehrt also, dab die JS-Funktion ftLr eme Summe zweier Varmbeln sich m 
sehr einfacber Weise rational durch E- Funktionen mit den etnednen 
Variabeln ausdrilcken laflt. Sie wird ala das Additionstheorem der j&Funk- 
tion bezeichnet und ist ftir dieselbe geradezu charaktensHsch, d h: Stellt 
man sich die Aufgabe, cine (nicht identisch verschwindende) eindeutige 
analytische Funktion f(x) zu bestimmen, welche ein Additionstheorem 
yon der Form: 


(5) f(x + y)-f(x) fiy) 

besitzt, so ergibt sich als deren allgemeinste Losung: 

f(x) - E(cx), 

wo c eine beliebige Konstante bedeutet. Benfitzt man namlich die un- 
mittelbar einleuchtende Beziehung (ygL § 43, Nr. 1, S. 324 vor GL (4)): 

D*+yf( x + y) mm n xf(, x + y) - + y)> 


no folgt aus (5): { -f'(x)-f(y) 

( 6 ) °*+ r f( x + S') { _ f(x)-f(<i ), 

so daB also filr beliebige Werte von x und y die Gleiohung bestehen nuiB*): 


fix) m* 


-wftrde fiir jedee beliebige x auf Grand von G1 (4) folgen: 

E{x) = E (x + (® — tf)) 

— E (x')-E(x — x') — 0, 
was der Definitionegleiohung (1) widenpricht. 

1) Die G1 (4) in umgekehrter Sohreibweiae ■ 


0 0 0 

l&6t sich Ibrigena aucb leipbt durcb Anwendang der Caucftyaoben Multiplikations- 
regel flir unendliohe Beihen verifizieren 

9) Oder auoh folgendermaflen Aqb den Gleiobnngen: 

fix + h) — f{x) • f{h) 
fig + h) — fish ' fQh 

fix + ft) _ fiy + h) 
h-fix) “ ft fig) 


folgt: 


and, wenn w>an aaf beiden Seiten -j- aubtrahiert: 


fix + h)-fix) 
h-fix) 


h'fiv) 


alio fir ft -> 0 : 



8 


§ 68 Die Exponent!ftlfunktion E (x) = d*. 
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l. man hat bestandig: 


/» 

f(x) 




c eine Konstante bedeutet. Duroh Anwendnng des in Gl. (4) und (17) 
vorigen Paragraphen enthaltenen Resultates (wobei jetzt g t (x) — c, 
y g{x) =■ cx zu setzen ist) folgt hieraus: 

fix) - c E(cx), 

C eine von Nall verschiedene Konstante, f&r die dur6h Substitution 
i x — 0 sioh zunaohst ergibt: 

C-f(Q) + 0. 


aber ans der Bestimmungsgleichung (5) f(lr x — y 0 hervorgeht, dafi: 

) /-(O) - m)', f(0) - 1, 

findet man schliefilich, wie behauptet: 

) f(x)-E(cx). 

2. In I t , § 33, GL (26) (S. 204) wurde gezeigb, dafi die nrsprttnglicli 
oh den Grenzwert: lim (l + —V definierte Zahl e auch in die Form 

V >00 \ V / 

etzt werden kann: 





ist Bomit, wie aus Gl. (1) fiir x — 1 resultiert: 


) 


^(l)-e. 


ner ergab sioh a. a. 0. S. 202, Gl. (18), dafi bei beliebigem reetten a 
(einzige positive) Wert der Potene e“ darstellbar ist in der Form: 


e“ — lim fl + -V- 

v->o* \ v] 


ser Grenzwert lafit sioh aber, zunachst unter der Voraussetznng a > 0, 
aa in derselben Weise in eine unendliche Reihe umformen, wie dies 
> 0. ffir den znr Definition von e benfitzten Grenzwert von ^1 -j- —y 

^efUhrt wurde. Man findet namlich mit Hilfe dee binomischen Satzes 
achat: 


“ 1+ n + lr( 1 -T) + n( 1 -|)( 1 -T)+" 
< 1 +n+£+-+£ 
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und daher fUr v —> <x>: 

OP 

(14&) 

0 

Andererseits folgt auB (13) fUr jedes n < v : 

also fflr v —> oo: 

i , u , a* . - a n 

e — * "*" i7 si 
nnd sodann fflr n —> oo: 

00 

(14b) 

o 

so dati sich durch Vergleichung von (14 a) und (14 b) ergibt: 



anders geschrieben, mit Benutzung von Gl. (1): 

j E(a) = e a (zunachst fflr “ > o). 

Nun folgt aber aus Gl. (4), dafi: 

E{a)-E(-a) = E(0)~ 1, 

andererseits hat man: 

e a • er a = e° -= 1 (also: jE?(0) =■ e°), 

nnd somit auoh: 

£(-«) = «—, 

d. h. die Bexiehung: 

00 

(16) E(x) - e* (wo: E(x)-]>}£) 

ffUt fiir jedes redle x. 

Da hiernach der Wert von E(x) fflr jedes reelle x mit demjenigen 
der Boteng e* f genauer gesagt mit einem bestimmfen (namlich. dem ein- 
gigen positiven ) Werte der Boteng e® zusammenfftllt, so wollen wir einen 
ganz bestimmten Wert einer Potenz von e mit beliebigem Jcomplexen Ex- 
ponenten x definieren durch die Gleichung: 

00 

(16) d.h. *) 

o' 

Die so definierte eindeutige (ganze transzendente) Funktion e* der kom¬ 
plexen Veranderliohen x wird dann Exponentialfunktion genannt. Die fflr 

1) Hiemaoh mmmt jebzt die allgemeinste ganze transzendente Funktion ohns 
Nullstellen (vgl. Gl. (17) des vongen Paragraphen) die Form C • an. 



Nr. 2. 


§ 69. Die Exponentialfbnktion e® 
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dies© Funktion zuvor bereits motivierte Seneichnu/ngstveise e* bewahrt h iV. Ti 
■ des weiteren auoh msofern, als fQr dieses Zeichen e® gewisse fundamen 
tale Rechnungsregeln geradeso gelten wie fflr den positiyen Wert einer 
Potenz mit positiver Basis und reellem ganzzahligen Ezponenten (vgl, Ij, 
% 13, Gl. (2), (8), (10), (4)). So ergibt sich zunkchst ans Gl. (4): 

(17) e 

and, wenn man hier x durob x — y ersetzt: 


also: 

(18) 


ep-v.& — 

e® 

_ = (P-V 


und hieraus speziell flir x — 0: 
<18a) 


Da ferner durcb wiederholte Anwendong yon Gl. (17) sieh ergibt: 

e®i+*.+ +* B> 

so folgt fttr x v — x (v — 1, 2, .. n) ■ 

(19) (ff - *) 

wenn n eine positive oder, (mit Benutzung yon (18 a)) auch negative game 
Zalil bedentet. 

Anders liegen die Verhaltnisse flir Potenzen yon e* mit gebrochenem 
Ezponenten. Substituiert man in Gl.(19) fdr x, so ergibt sich zunachst: 



und hieraus durch Yertansohung der beiden Gleichungsseiten und tTber- 
gang zu deren n ten Wurzeln: 

( 20 ) VI? - ek 

Es fallt sofort auf, dafi bei der angewendeten Sohreibweise die beiden 

Beiten dieser Gleiohung keineswegs vdllig aquivalent sein konnen. Denn 

die reehte Seite stellt fdr jedes einzelne x eine eineige, namlich die duroh 
00 

■die Reihe ^ Y deflnierte Zahl vor, die Unite dagegen ist n-weriig , 
"o v ' w ' 

sie kann auf Grand der dbliohen Bedeutung des Wurssdzeichens (vgl. § 18, 
Nr. 4, S. 169; auch 1^ § 21, Nr. 1, S. 121) jede der n Losungen y der 


1) AuBftUurlicher geBohrieben: 
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Gleichnng: i/ n — 6* vorstellen. Der Sinn der GL (20) ist also lediglich der, 
duB ein bestimmter der in der Bezeichnung Y? zusammengefaBten n Wur- 
zelwerte dnrch deren rechie Seite dargestellt wird. 

1st x reell, etwa: x <■» so steht es nach dem oben (im Anschlufr 

1 

an GL (15)) Gesagten frei, nnd e n als positiv-reelle Poteneen aufznfassen. 
.Alsdann besteht aber (nacb I 17 § 31, GL (18), S. 190) die Beziehung: 

_i_ 

(21a) (e*)"-e B , 

£ _ 

■wo (e*) B den (einzigen) positiv-reellen Wert von jp'V bedeutet. Eb ent- 

steht also sicher kein Widerspruch mit der vorstehenden Gleichnng, wenn 

i_ 

wir in analoger Weise anch fflr komplexe Werte von x mit (e s ) n den be* 
sonderen Wert von beeeichnen , welcher definiert wird dnrch die Glei- 

chung: 

_1 a 

(21 b) (e*)* — e". 

Doch wird es sich spaterhin znr Vermeidung anderweitiger Kollisionen. 
als zweckmafiig erweisen, den Geltnngsbereich dieser Definitionsgleichung 
anf den Fall einzuschranken, dafi der imaginare Teil von x innerhalb ge- 
wisser Gbenzen liegt bzw. sie noch in gewisser Weise zu modifizieren, 
falls diese Bedingnng nicht erfdllt ist Die hiermit zosammenhangenden 
Betrachtnngen gehoren einem Gedankenkreise an, der sich mit der Er- 
weitemng des Potenzbegriffes beschaftigt nnd von dem in § 72 ausffthr- 
lich die Bede sein wird. 

3. Bringt man e® anf die Form: 



.y,A 

(Sv 


, I *+1 


v + 1)1 


und ersetzt x dnrch xi, so wird: 

(22) e*' — C(x) + i • S (x ), 


wo: 

(23) 


m-2<r» 




(2v)l 




-lr+1 

X 

’ (2v+l)l ’ 


so daB also C(x), S(x) jsicei neue game transeendente Funktionen sind r 
deren Eigenschaften wir jetzt untersuchen wollen 

^Unmittelbar aus den Defmitionsgleichungen (23) folgt zunachst durch 
Deri viertfenbildnng: 

(24) C’{x) - - 8(x), S'(x) - C(x) t 
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§ 69. Definition und Additionatheoreme von C(x\ S(x). 
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usd durch Substitution von — x an Stelle von x: 


(25) 0(-*)-0(ar), S(-x)--S(x), 

in Worten: G(x) ist eme gerade, S(x) eine ungerade Funktion (indem 
man aUgemein eine Funktion von x f die bei Yertausdbung von x mit 
(— x) ungedndert bleibt bzw. den enlgegengeseteten Wert annimint, als ge¬ 
rade bzw. ungerade bezeichnet). Da sodann: 

(26) e-**-C(x)-iS(x), 


bo kftnn man vermittelst Addition bzw. Subtraktion der GI (22) und (26) 
den Definitionsgleichungen (23) auob die Form geben: 

— ai 


(27) 


c(x)-£l±i 
S(x) 


2t 


wahrend duroh Multiplikation von (22) und (26) resultiert: 


(28) 

C\x) + S'(x) =- 1 

Femer hat man: 

e ±(*+v)f ■= e ±xt ' e ±vi , 

also: 



C(x+y)+i-S(x+y)— | C(x) + i8(x )} ( C(y) + i■ S(y)) 

- G(x ) C(y)-S(x)-S(y)+i-{S(x) C(y)+C(x)-S(y )|, 
C(*+y)-*'-S(z-H/)-|C(a)- iS(x )) ( 0(y)-i-Sij /)) 

-C(x) C(y)-S( X )-S(y)-i-[ 8(x)-C(y)+C(x) S(y)|, 

und hieraus findet man durch Addition und Subtraktion 1 ) die folgenden 
Additionstheoreme fflr die C- und 5-Funktion: 


| C(x + y) - C(x) ■ G(y) - S(x) • S(y) } 
\ 8(x + y) — S(x) • C(y) + C(x) • £(y), 


und sodann durch Substitution von — y fdr y } mit Benutzung von GI. (25): 


j C(x-y)~ C(x) ■ C(y) + S(x) -S(y), 
| 8(x — y) — 8(x) ■ G(y) — G(x)-S(y). 


Durch Anwendung der Beziehungen (24) kann man diese Gleichungen 
auch so uinformen, dafi sie immer nur eine der Funktionen G bzw. S und 


1) NB x, y aind ja beliebig komphx. Bei redlen x, y wfirde man die Addi- 
tionatheoreme nattlrlich etwas einfacher ana einer der voratehenden Gleichungen 
dnroh Trennnng dea Beellen und Imagin&ren erhalten. 
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erste Derivierte enthalten, namlich: 


(81) 


I G(X±y) — C(x ) • C(y) ^ G'(x) ■ C'(y), 
l S(* ±») - S(») ■S'(g)±8'{*)-8(s). 

Setzt man in den GL (29) y =» x, so gehen dieselben in die folgenden 


tlber: 

(32) 


| C(2x) =» C*(x) — S*(x) } 
\S(2x)~2S(x)-C(x) 


Schreibt man in der ersten dieser Gleich ungen -y statt x, also: 

c ( *)~c-(f)-«•(£), 

so ergeben sicb durch additive bzw. subtraktive Yerbindung mit der Glei- 
chung: 

l-C>(f) + S -(f) 

die folgenden Beziebungen: 

(S8) U(f) = i(l-C W ). 

Substituiert man schliefllich noch in Gl. (29) und (30): 


also: 


x + y — m, 

u V 


x — y 


(34) 


( 86 ) 


so folgt durch Addition und Subtraktion: 

C(«) + C(«)- 2C(^)-0(^), 

. C(u)-G(v) -2S(^)-S(^). 

S(«) + S(«)- 2S(^).C(^), 

S(«) - S(e) - 2C(^).S(^)- 

Ersetzt man in GL (19) x durch ± a;i, die Exponentsalfuaktionen 
durch ihre Ausdrticke in 0 und S } so folgt zunilchst: 

(36) (<7(± x) + iS{± x)) % — C(± nx) -f iS(± nx) t 
anders geschrieben: 

(37) C(nx ) ±i-S(nx) — (0(x) ± i ■ S(x))* f 
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§ 60 . Abaolutwert von e® — Nullatellen von C(x), S(x) 
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and hierans ergeben sicb dnrch Entwicklung der recbten Seite nacb dem 
binomiscben Satze und dnrob Addition bzw. Subtraktion der beiden ans 
(37) bervorgebenden Gleichungen die Formeln: 

[0(«*)- 0(x) - (n\ 0—(*) • fl*(«) + 

1 j lS(«^)=(n) 1 C»- 1 (a:)-.S(2:)-(n) a G-~\x) 8 i (x)+{n) i G"-\x)3-{x)- 
4. Bedeutet rj irgendeinen reeUen Wert (einscbliefilicb der Nutt), so 
Bind C(rj) } S(rf) als konvergierende Reiben mit reellen Termen gleich- 
falls reell. Infolgedessen ergibt siob aus der Beziehung: 

C(ri)±i-S(ii) f 

dafi: 

(39) | e± m | - VC'W + S^r}) - 1, 

d. h. die e-Funktion nimmt ftlr rein-imagmare Werte der Veranderlichen 
nur Werte mit dem absoktien Betrage 1 an. 

Da andererseits ftlr reelle positive Werte von £ stets positiv reell, 

oo 

(und zwar: & — 1 +J^*^£ V > 1, e~^ — < l), so folgt weiter, dafi: 

(40) |e±£±»/ f | = | e ±6|.| 6 ±»;<| e ±t f 
anders gesobrieben: 

(40a) 1^1— 


§ 60. Die Nullstellen yon C(x) und S(x). — Die Bezelchnung 
lUr die kleinste positive Nullstelle von C(x). — Periodizit&t von 

C(ac), /8(ac), e®. 


1. Ftlr die weiteren Betracbtongen erscbeint es zunachst wicbtig, 
die etwaigen Nullstellen von 0(x) and S(x) festzastellen. 

Da die Reibe ftlr S(x) kein konstantes Glied entbalt, so ergibt sioh 
xunacbst, dafi 

<1) S(0) -0, 


wogegen: 

( 2 ) 0 ( 0 ) - 1 

wird. Setzt man nun die Reibe ftlr C(x) in die Form: 

0(*)-(l-y) +fl( 1 _ r«) + fi( 1- sTIo) +•"> 

so erkennt man, dafi C(x) sicher positiv bleibt ftlr solcbe reelle x } welobe 
dem Intervalle: 

0 ^ x ^}/2 

angehoren. Schreibt man dagegen die obige Reihe folgendermafien: 
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so wird: 

also negatw. Wegen der Stetigkeit Ton G(x) mufi es also (nach § 7, Nr. 4, 
8. 66) zwischen ]/2 und 2 mindestens einen Wert a geben, ftlr den C(x) 
verschwindei, also: 

<3) C(a) - 0 (]/2 < a < 2) 

Es Hfit sioh aber zeigen, dafi es wirklich nor eine solche Stelle cr 
geben kann. Zunachst folgt namlich ans C(«) + S s (a) — 1, dafi: 

sein muB. Da aber: 

8(X) — (l — (l — + • • ■ , 

so erkennt man, dafi bei positiven Werten von x sicber 8(x) > 0, solange- 
die erste Klammergrofie (nnd a fortiori jede folgende) wesentlich positiv 
ausfallt, also ffir 0 < x < ]/6, so dafi insbesondere: 

(4) *(«)- + 1 

sein mufi. 

Gabe es nun im Intervalle []/2, 2] zwei Nullstellen fttr C(x), etwa 
a und tc f wo a < a' } so hatte man (Gl. (80) des vorigen Paragraphen): 

8(of- a) - £(«') • C(a) - C(tf) • S(cc) - 0, 

was unmoglich ist, da S(ct—ci) wegen 0 < a' — a < a'< 2 wesentliclt 
positiv sein mtlfite. Wir finden also: 

Es gibt eine eineige positive ZahTa < 2, fiir icdche 0(a) — 0 
(i und sodom S{a) — -f 1) wird. 

Wir wollen fflr diese Zahl a, um den weiteren an dieselbe ankntipfen- 
den Beziebungen gleich die allgemein flbliche Form geben zu kdnnen, die- 
Bezeichnung — einffihren. Die Zabl ist also zunachst ausschliefilicb 
definiert als die Ueinste positive Wurzel der Gleichung: 

0(x) -= 0 

(oder auch, was nacb dem Gesagten auf dasselbe hinauslauft, der Glei¬ 
chung: S (x) — 1 —» 0). Diese Definition bat einen Sinn, da wir die Exi- 
olene einer solchen Wurzel ausdrflcklich nachgewiesen haben, Im fibrigen 
wissen wir von der so definierten Zahl n 'zunfichst nur soviet, dafi sie 
zwischen 2 ■ j/2 und 4 liegt. Wir werden spater Methoden zur wirklichen 
Berechnung dieser Zabl x an geben; vovlaufig aber dflrfen wir bei unseren 
weiteren Entwicklungen uns des lichens x als desjenigen einer eindeutig 
definierien t im Qebiete der reeUen positiven Zohlen sicker vofltandenen Zdkt 
bediencn. 
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g 60 Periodizitat von C(pe) und S(x). 
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2 Nach dem Gesagten ist: 

(5) C(|)-0, C(a) > 0 far: O^aC-f-, 

(6) S(y)-1, S(x) > 0 far: OCa^y 

Hieiaus folgt durch Anwendung derFormel (32) des vongen Para graph en: 

0) C(*) --i, s(*) -o, 

(8) C(Sx) — + 1, S(2*) = 0, 

und da aus dem Additionstheorem (29) mit Benutzxmg von Gl. (7) folgt: 
C(w(7((n— 1 )n + %) = — C((w — 

S (mje) -= £ ((n — V)x -f- ar) =— — /S'((» — 1) sr), 
so ergibt sich allgemeiu: 

(9) C(nx) - (-1)", S(nx) = 0, 

zunachst ftlr jede positive und sodann, wegen: G(— x) — C(x), S(—x)=—S(x)> 
auch ftir jede negative game Zahl n 

Die weitere Anwendung des Additionstheorems liefeit sodann mit 
Benutzung von GL (9) die Beziehungen: 

(10) G(x±nx) — (— l) n G(x), S(x ±««) — (— 1)"- 8(x), 
und lneraus folgt waiter: 

(11) G{mt -*)-(- 1)" ■ C(x) t S(ii3t -*)-(-1)" +1 • S(x), 
also speziell: 

(12) G(2it — x) = G(x), S(i c — a?) = £(a:). 

Schliefilich wollen wir noeh die mit Benutzung von GL (5) und (6) aus 
dem Additionstheorem resultierenden Beziehungen anmerken: 

(13) C (y ± xj - qi S(x), S (j ± a?) - 0(a) 

3. Die Gl. (10) nehmen, wenn man ftlr n eine gerade Zahl 2m setzt 
die Form an: 

(14) C(z±2»i«) - 0(«), S(x-±2mit) — 8(x) f 

d. h. die Funktionen C(x) und S(x) bleiben ungeandert, wenn man das 
Argument x um ein (positives oder negatives) games Vielfaches von 2x 
vermehrt 

Man bezeichnet nun allgemein eine eindeutige Funktion f(x) f welohe 
ftlr jeden Wert a; ewer Beziehung von der Form gentigt: 

f(x ■+- a) = f(x) (wo a eine Konstante) 
als penodisch; die Konstante a heiBt dann eine Periode von f(x). Da 



452 Abschnifct I Eap VI. Die elementaren transzendenten Funktionen Nr. 8. 


alsdann 

f{x + na) — f(x + (n — 1) a) •= ■ => f(x) } 

f(x — na) ■= — na) + na) = f(x) } 

so folgt, dafi jedes positive odei negative gsnzzalilige Multiplum von a 
ebenfaTls eine Periode von f(x) darstellt Besitzt nun f{x) Iceine weifceie 
Periode als a und ganzzahlige Midtipla von a, so heifit die Funktion 
f(x) einfach periodisch und ± a die wahre Penode (primitive Periode, 
Elementarperiode) von f(x) oder die Periode von f(x) schlechthin. (Das 
Vormchen von a bleibt hierbei beliebig: wesenUich ist nur, dafi jede 
andere Periode sich als gmemldiges Multiplum von a darstellt, und hier- 
fttr ist es ganz gleichgilltig, ob man -f a oder — a als die wahre Periode 
betrachtet). 

Hiernach. konnen wir den Inhalt von Gl. (14) auch so aussprechen, 
dafi die Zahl 2% erne Periode von C{x) und S(x) sind Es soil nun 
weiter gezeigt werden, dafi G(x ) und 8(x) einfach periodisch mit der 
(wdhren) Periode 2% sind 

Zunachst bemerke man, dafi jede Periode von G(x) infolge der Rela¬ 
tion (13): 

sG+.)- ? w, 

eme aolete Ton 8 fy -f sc'j, also anoli Ton 8(x) ist — und umgekehrfc. 

Angenommen nun, es hatte C(x) eine numensch kleinere reelle 
Penode 2oo, die wir offenbar obne Einschrankung der Allgemeinheit als 
positiv ansehen dtlrfen, also: 

0 < 2a < 2sr, 

so hatte man zunachst: 

C(2a>) - 0(0) = 1, 

also nach GL (33) des vorigeu Paragraphen: 

8(<o) = 0 (wo: 0 < co < jr), 
was unmoglich ist, da nach (5): 

(15) fl(*)>0 ftir: 

und vermSge der Relation (12): 8(n — x) = S(x) auch: 

(16) S(x)> 0 fflr: 0 < x — x y, d. h. fttr: y ^ ® < *■ 

Somit haben C(x), S(x) Iceine Meinere reelle Periode als 2%. Jede grofiert 
reelle Periode 2 to mufi dann aber auch ein Multiplum von 2jc, also 
.oo =- njt sein. Denn andernfalls konnte man setzen: 

o) — na + q (wo 0 < q < sr) 
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und dalier: 

2p — 2a) — 2me, 

d h 2 p (wo q < a) mfifite dann gleicbfalls eine Periode sein. 

4 Um nun ferner zu erkennen, daB C(x), 8(x) auch Jceine Jcomplexe 
(eventuell rein im&gind/re) Periode baben konnen, bemerke man zunachst, 
daB jede Periode 2oo von G(x), 8(pc') eine Periode 2at fiir die Funktion e* 
definiert. Setzt man nbmlich x — § + yi, so wird: 

= = £{C(vi) + t <S(i?)} 

e* +2ft " = - e«{ C(v + 2ra) + t£T(i} + 2a) }, 

so dafi also die beiden Gleicbungen: 

0fo + 3«)-0fa), S( V + 2a>)-S(7i) 

stets die folgende: 

g*+ Sai* e g« 

nach sicb zieben. 

Dieses Resultat ist fiir reelle a obne weiteres umkebrbar, so da B also 
insbesondere jeder rein imagindren Periode 2ai fiir e* die reelle Pentode 
2<o f&r 0(x), S(x) entspriebt. 

Es kann aber e® uberhanpt Jceine andere Periode besitzen als eine 
rein imagmare. Denn ist a + fii eine Periode von e® 7 so folgt: 

<*+?* = e°— 1, 

also aneb: 

— 1, d. b. a- 0, 

womit die ansgesproebene Bebanptnng bewiesen ist. 

Daraus folgt dann schliefilicb, daB ffLr e® keine andere Periode als 
2%i, fiir 0(x) und S(x) keine andere Periode als 2it existiert. Wir finden 
somit: 

Die gannen FunJdionen e®, C(x), S(x) sind einfaeh perio- 
dtsch, und zwar hat e® die rein imaginare Periode 2ai und 0(x) t 
S(x) die reelle Periode 2 a. 

5. Aus Gl. (9): 

S(na) — 0 (n = 0 7 ^ 1 7 +2, ...) 
folgt zunachst, dafi S(x) die reeUen Nullstdlen: 

(17) x ■— na (n ■— 0, ± 1, ,± 2,...) 

besitzl Es sind dies aber aneb aUe moglichen reellen Nullstellen von S(x). 
Denn nacb Ungl. (15), (16) besitzt S(x) im Intervalle 0 ^ x < a die 
eineige Nullstelle x — 0 und daber auf Grund der Gl. (10): 8(x±na)- 
— (— 1)* ■ S(x) im Intervalle ± na ^ x < (± n + l)a die eineige Null¬ 
stelle x — + na. 
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Da sodanti rnfolge der GL (13): G (x + y) =■ — S(x ) jeder Null- j 
Btelle a von Six) stets eine und nur erne Nullstelle von C(x), namlich 1 
a + y , entspricht, so folgt, dafi die samtlichen reellen Nullstellen you 
C(x) in der Form enthalten sind: j 

(18, (»-0,±l,±2,. .)• ! 

Diese Nullstellen yon S(x) und G{x) sind durchweg einfache Nullatellen, 
da S(x) bzw. C(x) und deren erste Derivierte, d h. C(x) bzw. — S(x) wic- ! 
mals gleichsseitig verschmnden. j 

Es konnen aber Six), C(x) iiberhaupt keine weiteren (also kerne km' • 
plexeri) Nullstellen besitzen Denn hatte eine dieser beiden Funktionen j 
eine solcbe Nullstelle, so mtiflte dies auf Grand der Beziehungen (13) i 
auob fttr die andere zutreffen. Wir konnen also ohne Beschranknng der 
Allgemeinheit annehmen, dafi etwa: ! 

s(«)-o. ! 

Daraus wtlrde dann folgen, dafi: ! 

G(«)-± 1, 0 ( 2«)- + l, 5 (2 a) — 0, 

und daher: 

S{x +■ 2a) = S(x) Ci2a) + C(x) ■ 5(2 a) - S(x), j 

d. b. jede weitere Nullstelle wflrde die Existenz einer neuen Periode fUr 
Six) (also aucb fflr C(x)) nacb sicb zieben. j 

Somit sind die durcb GL(17) bzw. (18) definierten Stellen die j 

lichen Nullstellen von S(x) bzw. G(x) i 

i 

§ 61 tJber den Yerlanf yon e®, C(x), S(x), — Darstellnng jeder j 
komplexen Zahl In Exponential form. — Die wesentlich singnlttr* ; 

Stelle sc — oo. — Periodenstreifen. | 

1. Setzt man x — £ -f- rji, also: | 

(1) e® — ef+'j* =» efi. [C(vj) + i-S(tf)), j 

so folgt, dafi der Yerlauf von e* fQr beliebige Tcomplexe Werte Von x, 1 
durcb denjenigen von e*, C(rf) f S(rj) ffir reeUe Werte von g und rj voll- ! 
standig bestimmt ist. Dabei wird der absolute JBetrag von e° naob § 59, 
GL(40) (8.449) dnrch et, also der Einheitsfaktor duroh G(rj)'\- | 

dargestelli ' 

oo 

Da nun e 6 =■ 1 + ^ ^ £* und daher e*, fttr £ — 0 mit dem Werte 1 

i 

anfangend, bei positiv wachsenden Werten von £ stelig und woturfwi, 
sohliefllich unbegrenet sunimmt und andererseits infolge der Beziehun# I 
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£ «= —, bei negativ abnehmenden Werten von £ stetig und monoton ab- 
e~* 

nehmendj schliefilich beliebig Mein wird, so erkennt man anf Grand des 
„Zwischenwertsatzes“ (§ 7, Nr. 5, S. 57), dafi e* jeden beshmmten posUiven 
Wert einmal und nur einmal annimmt, wahrend die Werte oo bzw. 0 
nur als lim bzw. Jim e* znm Yorschein kommen. 

£->+» 5->-oo 

Um das Yerhalten von e ni zu beurteilen, bemerke man zuniichst, dafi 
C(rj) im Intervalle 0 <^ 7 } <^it Tteinen Wert mehr als einmal annehmen 
kann Denn ware etwa: 

G{yf) — wo: o ^ 17 < 17 '<[ ?r, 

so liatte man naob G1 (34) des § 59 (S 438): 

ow -<Kn) — 2 s • s ( 342 ), 

d L 

enttoeder: S 73 ) — 0, od&>\ S (— g - * 1 ) — 0, 

was beides unmSglich ist, da: 

Da non speziell: C( 0) — 1, — 0, C(it) = — 1 , so folgt, dafi C(rj) 

im Intervalle ^0- • —■ monoton abnehmend die Wertereihe (1 .0. . — 1 ) 
durchlauft; und infolge der Beziehung: C( — x) — C(r) findet genau das 
namliche fttr das Intervall ^0 ■ — * • —nj statt. Vermoge der Periodi- 

^itat von C(x) wiederbolt sich dann der im Intervalle [— sr, + sc] be- 
stehende Verlauf in jedem Intervalle von der Form [(2n— 1 )®, (2n+l)jt] 
fflr « — ± 1, ±2, .... Da sodann: 8{iq) — ]/l — und andererseits 

S(rf) fUr 0 < 17 < it als wesentUch positiv erkannt wurde (s Gl. (15) und 

(16) des vorigen Paragraphen), so wachst S(x) zunachst fti i* 

monoton von 0 bis 1, um sodann fiir wegen S(st — x)=»S(x) 

wiederura von 1 bis 0 monoton abtunehmen. Im Intervalle [0, — sc] nimmt 
dann £( 17 ) (wegen: S(— 17 )“ — $( 17 )) die entsprechenden negativen Werte 
an Im iibrigen verhalt sieh wiederum #( 17 ) in jedem Intervalle von der 
Form [(2n — l)sr, (2n + 1)®] genau so wie im Intervalle [— sc, -f- «]. 

Bedeutet nun p + <si eine beliebige komplexe Zahl mit dem abso- 
luten Betrage 1 , so dafi also: 

( 2 ) c' + ff’-i, «-±v r=7, ki^i, M£i, 

•so gibt es im Intervalle 0 < n < st stets einen und nur ewen Wert ri. fill- 
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welchen: 

( 3 ) C(±ri)- Q 

wird Alsdann ist aber: 

<4) s(i 2 )-+vw, s(- ri) — yr^e, 

(wo ]/l— q* den nicht negativen Wert der Quadratwurzel bedeutet), so 
dafi also: 

j ^ = falls <J > 0 ; 

^ l 0 — S(— 17 ), falls o<0. 

Es gibt also, solange O’ von Null verschieden, stets einen und nur einen. 
Wert 17 im Intervalle [—jr, + jr], fttr welchen: 

( 6 ) C(rj) + i-S(rj) - q + ot 

wird. Im Falle <s «= 0 hat man (i =■ ^ 1 . Dabei ergibt sich ftir q ■= + 1 
offenbar rj —> — 17 — 0, so dafi hier wiederum nur dieser einmge Wert rj 
innerhalb des Interralles [— 7t, + jr] die GH. ( 6 ) befriedigt Ist dagegen 
9 “■ — 1, so wird 17 — ± sc, und in diesem Falle wtirde sowohl ij ■= % ale 
auch 17 == — sc der Gl. ( 6 ) genii gen, Schliefien wir also, um vollst&ndige 
Eindeutigkeit ffir rj herzustellen, den Wert rj = — sc nooh aus, so ergibt 
sich jetzt das folgende Resultat: 

Bedeutet q + ai erne ieliebige Jcomplexe Zdhl mit dew, also- 
luten Betrage 1, so gibt es im Intervalle: 

— jt < 17 ^ + a 


stets einen und nur einen Wert 17 , fur welchen 
g + 6i = G(rf) + *#( 17 ) — ei*. 


Umgehehrt nimmt also eft* jeden Wert mit dem dbsolutm Betrage 1 
einmal und nur einmal an, wenn rj alle moglichen der Bedin- 
gung: — sc < 17 <| sc geniigenden Werte durchlduft. 

2. Ist jetzt a pi eine ganz beliebige von Null verschiedene kora* 
piexe Zahl, so kann man setzen: 


« + pi 


y« s + p* 


+»: 


y«*+^' y« f +p 


p) 


I a + P* I (p + 6$) • 


Alsdann gibt es nach Nr. 1 stets eine und nwr eine reelle Zahl so dafi: 
V« s + /3 s — (— 00 < g < + oo) 1 ), 


1) Man findet ohne weiteies. 

g = l gl/a^+F 
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und eine eineige dem Intervalle — % < <C. % angehorige Zahl t] } so dafi: 

q -f ai = ev* 

Man findet somit schliefilich die Beziehnng: 

/ 7 N a+/S< —/—oo<g< + oo\ 

=■ | a + /St | • \— ar < 7] ^ ye ) 

nnd damit den folgenden Satz: 

Fur jede von Null verschtedene komplexe Zahl (a+/ 3 i) existiert 
eine und nur eine DarsteUung von derForm (7), wdche schleckthin 
als JETauptdarstellung (sc in Exponentialform) besseichnet warden 
soU. Umgekehrt nvmmt also die Exponentialfunktion e^i* jeden 
von Null verschiedenen Wert schon einmal und nur einmal an r 
wenn man £ jeden endlichen redlen , vj dagegen nur solche Werte 
bedegtj wdche deni Intervalle — <[ 77 < je angehoren 

Infolge der Periodizitat von e“ gibt es dann £(ir jede Zahl a + /3i 
neben jener „Hauptdarstellung“ unendltch vide Darstellungen in Expo¬ 
nentialform, namlich, wenn £, r\ die friihere Bedeutung haben, aUe mog- 
lichen von der Form: 

(8) a + /Si = et+(>7±»»»)< (n —0, 1, 2, . .), 


nnd nur diese 1 ) Umgekehrt nimmt also e^ +r >* jeden endlichen von Null 
verschiedenen Wert unendhch oft an, wenn man aufier § auch t] alle mog- 
lichen endlichen Werte durchlaufen lafit. Insbesondere nimmt e x (in tTber- 
einstimmung mit dem allgemeinen Satze von § 57, Nr. 5, S. 434) noch 
in beliebiger Nahe der wesentlich smgularen Stelle x = 00 jeden solchen 
Wert unendlich oft an. Denn bedeutet B, eme beliebig grofi zu denkende 
positive Zahl, so kann man ftlr die in G1 ( 8 ) auftretende Zahl n eine 
nntere Greuze m so bestimmen, dafi: 

( 9 ) | £ + (v ± 2nx)i | a — £ a + (rj ± 2n%) a > B a ftlr n ^ m f 

und man hat sodann: 



e*™ a + | 8 i 

ftlr: 

wo: 

\z\>B 

ftlr: 


AuBerdem hat man: 


( 10 ) 

„ lim d 

CD 

= 0 , 

also 



(ii) 

lim e®| — 0 , 


2->00 


x = £ + ± 2nit)i 

n = m, m + 1 , m + 2 , ... 



lim I e® I«— 00 . 


1) Aub (?' = e x wflrde n&mlich folgen. t?' * = 1, bo dafl x' — x ™ 0 oder 
von der Form iSnst* aein mufi, wie ans dem SchlnAsatz von Nr. 1 hervorsreht. 
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D&fi outer den von e* angenommenen Werten der Wert 0 nicht vorkommen 
kann, liegt in der Natur der Sacbe, da ja e® ausdriicklicb ala ganze trans- 
zendente Funktion ohne NuUstelle definiert bzw. auf Grand dieser Defi¬ 
nition hergestellt wnrde. 

Was den ,,imeigentlichen u Wert oo betrifft (vgl. § 57, Nr. 2 S. 431), 
so nimmt ibn ja tlberbaupt eine transzendente ganze Funktion in dem 
a. a 0. bezeichneten Sinne niemals an, vielmehr ist sie fiir die einzige 
Stelle, in deren Nahe sie bdtebig grofie (aber aucb unendlicb viele andere) 
Werte annimmt, namliob fttr x = oo, nicht definiet't. 

3. Den Inbalt der vorstehenden Betraohtong kann man sicb in fol- 
gender Weise geometrisob veranscbaulichen. Ziebt man im Abstande 
•q — ± a zwei Parallelen zur reellen Acbse, so entstebt ein naob reobts 
und links unbegrenzter Farallelstreifen yon der Hobe 2 it, dessen Funkte 
die Gesamtbeit der Werte yon der Form: 


x — g + 71% 


— 00 °°\ 
— & < ij + x 


darstellen, sofem man die obere Grenzlinie nocb zu dem betreffenden Be- 
reiobe rechnet. Es nimmt alsdann die Funktion y — e® ibren gesamten 
„ Wertvorrat", namlich jeden von Null und oo verschiedenen Wert ein- 
mal und nur einmal an, wenn x nur alle moglicben Werte annimmt, die 
dem definierten Bereicbe angebSren, so dafi also die Werte yon y die ganze 
y-Ebene einfaob bberdecken, wenn diejenigen von x nur jenen Parallel- 
streifen (einscbliefilich der oberen Grenzlinie) erfiillen. Dabei entspriobt 
dem von den Punkten -|-sr» (inJd) und ( exkl .) begrenzten Stttobe 

der imagmaren rr-Acbse der Kreis mit dem Radius 1 um den Punkfc 
y — 0, dem links bzw. rechts von der imagin&ren axAchse gelegenen Teile 
des Parallelstreifens das tnnerhalb bzw. aufierhcdb jenes Kreises gelegene 
y-Gebiet. Der oberen Grenzlinie des Parallelstreifens (x = g + ati) ent- 
spricht die negative reelle y-Acbse. 

Denkt man sicb die gesamte £-Ebene durch weitere Parallelen zur 
reellen Achse in den Abstanden i? = ± 3sr, ± 5ar, .. in lauter Parallel- 
streifen yon der Hohe 2re geteilt, wobei jedesmal die obere Grenzlinie 
nocb zu dem betreffenden Streifen gereobnet werden soU, so wird offen- 
bar vermoge der Periodizitat von y — e* ftlr jeden soloben Streifen das 
analoge gelten, wie fdr denzuerst betracbteten 

Wit wollen jeden solcben Farallelstreifen als emen Periodenstreifen 
der Funktion y — e® und den zuerst betracbteten speziell als den ersten 
Periodenstreifen bezeicbnen. Da sicb jede kompleze Zabl x — | + iji stets 
auf eine und nur eine Weise in die Form setzen laBt: x — £ + (^ 0 + 2njz)i, 
wo n eme positive oder negative ganze Zabl (eventuell aucb O'! und 
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— tt < y 0 st, so entspricht jedem Pankte x irgendeines bdiebigen Pe- 
riodenstreifens ein besfcimmter Punkt x 0 *— | -f- y 0 i im ersten Perioden- 
sfcreifen. Die Stellen x und x 0 sollen dann kongruent heifien and ebenso 
li'gendzwei Stellen x und x', welche derselben Stelle x 0 kongruent sind, so 
dafi also: 

e*° — e — 

Da das eigentliche Charakteristikum ernes JPeriodenstireifens offenbar 
nor darin besteht, dafi die Fonktion 6 s ihren gesamten Wertvorrat einmal 
anniinmt, wenn x nor die samtlichen Werte des betreffenden Teilgebietes 
durchlauffc, so kann man die Einteilung der «-Ebene in Periodenstreifen 
noch auf unendlioh riele andere Arten bewerkstelligen, z B. durch jedes 
beliebige System von parallelen Geraden, deren Abstand in der Richtung 
der imaginaren Achse gemessen den Wert 2% bat (womit implizite schon 
gesagt iet, dafi die betreffenden Geraden nicht parallel but imaginaren 
Achse sein dQrfen). Auch kann man statt der geraden Linien irgend wel¬ 
ches System von parallelen, miter sich kongruenten, nach beiden Seiten 
unbegrenzten Kurven substituieren, welche nor so beschaffen sein miissen, 
dafi sie von jeder Ordinate nur einmal geschnitten werden. 

4. Da die Funktionen C(x), 8(x) die reelle Periods 2a besitzen, so 
wird hier eine Einteilung der a;-Ebene in Periodenstreifen durch solche 
Parallelen erzielt, deren Abstand in der Richtung der reellen Achse ge- 
messen den Wert 2a hat. Nehmen wir etwa als ersten Periodenstreifen 
denjenigen, welcher begrenzt wird durch die beiden Parallelen zur Ordi- 
natenachse im Abstande S — ± sr, so wird im flbrigen die Einteilung in 
Periodenstreifen durch das System der Parallelen § » ± 3nr, ± bn, ... 
hergestellt werden. Dabei mag etwa allemal die rechtsseitige Grenzlinie 
noch zu dem betreffenden Periodenstreifen gerechnet werden. Die Punkte 
z 0 - i 0 + ^ es ersten Periodenstreifens sind alsdann durch die Bedin- 
gung charakterisiert: — it < ^ -f a. Da sich aber jede komplexe Zahl 
sc — £ + y* siets auf eine und nur auf eine Weise in die Form setzen laflt: 
® ““ lo + -(- rji, wo n eine positive oder negative ganze Zahl (even- 

tuell auch 0) und | 0 der eben erwahnten Bedingung gentlgt, so existiert 
fflr jede Stelle x eine und nur eine kongruente Stelle x Q im ersten Perioden¬ 
streifen, so dafi also: 

CO) - C(z 0 ), SO) - SO,)- 

Es nehmen aber 0(x), 8(x) im ersten und somit in jedem Periodenstreifen 
ihren gesamten Wertvorrat nicht, wie e*, nur einmal, sondem zweimal an. 
Dies folgt fflr C(x) unmittelbar aus der Beziehung: 

C(-* 0 ) - G(x 0 ). 

Betzt man x n — 1 „ 4 - ni und sohrankt zunachst auf das Gebiet: —a<L<a 
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ein (also mit AusschluB von So —*)? 80 gehort auch die Stelle —ar 0 =—1 0 — ij i 
dem ersten Penodenstreifen an, und sie ist wirklich allemal yon x 0 ver- 
schieden mit alleiniger Ausnahme dee Falles x 0 = 0. Hier fallen gewisser- 
mafien diese beiden sonst verschiedenen Stellen in eine emsige zusammen: 
in der Tat nimmt C(x) den zn x — 0 gehorigen Wert, namlich 1, far 
x — 0 m demselben Sinne zweimal oder zweifach an, wie dies in § 24, 
Nr. 1 (S. 198) far erne game rationale Funktion defimert wurde, d. h die 
Funktion G(x) — 1 besitzt die zweifache Nullstelle x == 0. Man erkennt 
dies unmittelbar aus der Entwicklung: 

(12) ■ + i+ ••..«) 

Ftir Werte yon der Form: x 0 ^°x-\-rji gehort die Stelle: —Jt—?ji 
nicht mehr dem ersten Periodenstreifen an. Dies gilt bier dagegen be- 
zttglich der von — x 0 nur um eine Penode verschiedenen Stelle: 2x — r 0 
— at — rji f und man hat sodann: 

(13) G(x -f- rji) — C(x — yi). 

Dabei ist wieder sc — vji allemal von x + yt verschieden mit einziger 
Ausnahme des Falles 17 =■ 0, d h. far x 0 «= it. In der Tat kommt der zu 
x Q ■■ x gehorige Funktionswert, namlich G(x) «■ — 1, fax keine andere 
Stelle x 0 des ersten Penodenstreifens zum Vorschein; dafdr wird er aber 
an der Stelle x Q = sc auch wiederum zweifach angenommen. Man erkennt 
dies am einfachsten mit Hilfe der Beziehung (cf. § 60, GL (10) S 451): 

(14) C(x) -0(* - .)-1 -2 (-1)’ • , 

also: 

(16) 0 (*) + l-£=j^-£^ + - , 

wodurch die Stelle x — n als etveifache Nullstelle von C(x) + 1 chnrak- 
terisiert wird. a ) 

Dafi im Ubrigen G(x) auch wirklich jeden beliebigen endlichen Wert 
und keinen ofters als zweimal im ersten Periodenstreifen annimmt, ergibt 

1) Oder auch (nach § 67, Nr 8, S. 488) aus der Beziehung: 

D(OW) -1), =0 = 0'( 0)-5(0) - 0. 

2) Oder auch folgendermafien: Setzt man* 

f(x) = C(x) + 1, 

bo wird 1 2 

f'(x) = — S(x), 
f\x) - - 0(a), 

also: 

/■(*)-re»)- 0 , r»- 1 , 

d. h. x = sr ist eine tweifacht Nullstelle von f(x) 
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sich mit Hilfe der Beziehung: 

C(x) 


e"+e 


at 


Soli dann G(x) = a werden — unter a einen beliebigen komplexen Werfc 
verstanden —, so hat man: 

e*< + e~ mi « 2 a, 

also: 


e* xi — 2ae? i - — 1 


und daher: 


(16) 


c®' =» a + ]/a* — 1 


{wo unter ]/a 2 — 1 irgendeiner der beiden Wurzel werte zu verstehen ist). 
Es nimmt also C(x) den beliebig vorgeschri'ebenen Wert a dann und nur 
danu an, wenn ^je einen der beiden Werte a + ]/a s — 1 und a — ]/a 8 — 1 
an nim mt. Dies geschieht aber im ersten Periodenstreifen von G(x) f wel- 
cher auch einen Periodenstreifen ffir e®* bildet, je eanmal 1 ), so dafi also 
G(x) den Wert a daselbst genau sweim&l anmmmt. Dabei fallen diese 
beiden Werte a ± Ya* — 1 nur dann in einen einzigen zusammen, wenn 
« 8 — 1 =■ 0, also a «— ± 1: dies waren in der Tat auch die einzigen Werte, 
welche von C(x) nur an je einer Stelle des Periodenstreifens angenommen 
wurden. 

5 Die analogen Betrachtungen gelten auch fttr S(x) Man hat hier 
■die Beziehung (§ 60, GL (11), S. 451): 

(17) S(±x-x Q )~S(x 0 ). 

Ist dann x 0 — £ 0 + nnd 0 ^ £ 0 ^ jr, fl0 offenbar die Stelle 

x — x 0 im ersten Periodenstreifen; ist dagegen — ;r < | 0 < 0, so liegt 
— je — Xq im ersten Periodenstreifen Dabei ist wieder allemal ± je — x 0 
yon Xq verschieden, aufier wenn x Q = ± y; die zu diesen Stellen gehori- 

gen Werte, namlich S “ 1 f S y) ^ werden dann wiederum 

ffLr keine andere Stelle des Periodenstreifens, dagegen ffir die genannten 
Stellen x 0 — ± \ sweifach angenommen. Man tlberzeugt sich hiervon 
direkt mit Hilfe der Relation 8 ) (s § 60, Gl. (13), S 451): 


(18) 




1) Man bemeike, daB a i y a* — 1 fELr keinen endliohen Wert von a zn NuR 
werden kann, so daB also der Wert a ± Va* — 1 wirklioh stets von ange¬ 
nommen werden mnB, 

2) Oder aneh, indem man aetzt: 

f(x) = S(x) — 1, 
f (x) = C(x ), 
f\x) - - Six), 
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welche die 
(19) 


Entwicklungen liefert: 



( 20 ) (,+ -)•; 
( 21 ) .} 


§ 62. Einlieitswurzeln. — I)ie Zahl at als Mafizahl fiir die halbe 
Llnge des Einheitskreises. — Trigonometrische runktioneu. — 
Dio Beziehungen C {pc) at cos x 9 8(x) ■» sin x. — Darstellharkeit 
jeder komplexen Zahl in trigonometrischer Form. 

1 Aus der definierenden Identitat (§ 59, 01. (22), S 446): 

• (1) e u «= G(x) + i‘S(x) 

ergeben sich fiir x 2 it, mit Beriicksichtigung der G1 (5) bis 

(8) des § 60 (S 461) die Beziehungen: 

(2) e Slti — 1, e±"‘--l, e ± T_ a±% 

Bedeutet jetzt n erne beliebige positive gauze Zahl, so hat man: 

e * ) — e %iti = 1 , 

ini 

d. h. e " ist eine Wurzel der Gleichung x tl = 1 also eine n te Einheitswurzd. 

( 3 jrAt Ikiti 

e " ) = e " (k =» 0, ± 1, ± 2,.. ) wegen: 

® " c* fcrfi 1. Unter den auf diese Weise resnltierenden unendlich 

vtelen a 1 " 1 Emheits mirzeln kdnnen naoh dem frflher Gesagten nicht mebr 
als n versohiedene sein. In der Tat: Bedeutet k' eine beliebige positive 
oder negative gauze Zahl, so lafit sich dieselbe stets in die Form setzen: 


k ""h ii + k, 

wo h eine bestimmte gauze Zahl, k eine Zahl aus der Reihe 0,1, 2,. 
(» — 1) Alsdann wird aber: 


IhniSJ** ik *‘ 

e * — e 


■« " . 


s Wni 


und es gibt also hochstens so viel verschiedene Werte von e * , als es 


also: 





Nr 1 


§ 62 . Einheitsvrurzeln. 
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Zahlen k gibt, d. h. hochstens n Die n fOr k = 0, 1, . ., (m — 1) re- 

ikjri 

sultierenden Werte von e n sind aber auoh wirUich alle verschiedm 
Denn da e* lrgendeinen bestimmten Wert in jedem Periodenstreifen nur 
einmsH annimmt, bo iet die Gleichung: 


nur dann moghch, wenn: 


2 l 2k % tti 

! ■ = e * 


■also: 


2& t art 
« 


n 


— 2sxi 


(wo s eme gauze ZahT), 


k t — fr, — sn, 

was unmoglich ist, wenn k lf 1c 9 der Reibe 0,1,..., (w — ^) angelioren 
(oder nooh etwas allgemeiner: wenn k^, Zr, irgendeiner Reihe von n auf- 
emander folgenden ganzen Zablen angehoren). Es stellt somit der Aus- 
dmck: 




Hit CV 7 

" r- si /2ftn> 


0 C4V<4-VI°®+•*($]' 


fflr k — 0, 1 , 2, . .., (»— 1 ) die n verschiedenen, also aUe moglichen 
Einheitswnrzeln dar. 1 ) Setzt man speziell k = 1, so resultieit. 

( 6) 

als diejenige w to Einheitswurzel, welche frfiher (s. § 23, Nr. 3, S. 197) als 
die n to Qmndeinheitstcurxd bezeichnet wurde, namlich diejenige konyplcxe 
n to Einheitswurzel, fflr welche unter der Voraussetzung n > 4 beide Be- 
standteile positiv und der redle Teil zugleich ein Maximum ist. Es folgt 

dies unmittelbar daraus, dafi,solange d.h.ft<5-, stets 

ist und daB andererseits C “* 1 fflr ft “ 0, sodann aber mit wach- 

sendem k fflr 0 < k < y monoton abnimmt (s. § 61, Nr 1, 9. 465). 8 ) 


1) 1st a eine beliebige komplexe Zahl und etwa (b 8 467, Q1 (7)): 
a = | a | • e* 1 * (— 

>o findet man hiemach fflr die w Werte von ^a, oIbo die n Wurzeln der Gleichung: 

“ a, 

den Ansdruck: 


1_ 

V^“ |«|" « " (ft-0,1,. ,n — 1) 

2) Setzt man: 

S val 

M ‘ (*-0.1.n-l), 

ftleo tj ™ < ond dahet: t ™ t*, und ist sine nicht duioh n tsilbnre 
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2. Den n Einheitswurzeln: 

/ 8rti\l 


%ni\n-X 


( SrfA Q / 8ff<\i / a s / a7t< v 

e n ) , \e n ) , \e " ) , ..\e n ) 


Irtl | 

1 —e w 


entspreohen w aquidistante, in der gegenseitigen Entfemung 
auf dem Einheitskreise gelegene Punkte, die also die Eckpunkte eines 
dem Kreise eingeschriebenen regelmaBigen w-Ecks bilden. Der Umfang 


9 Tti 


dieses Polygons besitzt alsdann die MaBzahl- n j 1 — e " 
ergibt: 


, und da sich 


(6) lim n ■ 


a tti 

l — e n 


lim «■ Is'- 1 — 2ir, 

n->oo V\ \ n ) t + 0 -fc-J V 1 1 


so wird man naturgemaB diesen Grenzwert definitionsweise als MafieaM 
fur die Lange des JEinheitsTcreises anznsehen haben, wie bereits bei frtlherer 
Gelegenbeit (§ 34, Nr 6, S 268) fur den Fall, daB an die Stelle von « 
eme Zahl von der besondeien Form N =» 2” tritt, ausgeftthrt wurde. 1 ) 
Die dort zur Vermeidung von Zweideutigkeiten mit p bezeichnete Zahl 
kann also jetzt durch % ersetzt werden, so daB die a. a 0. mit (23) mi¬ 
ni erierte Gleichung die Form anmmmt: 

(7) lim2*|l-<vjalmS*+‘i. +1 -2*, 

wo c n die Grundwurzel der Gleichung x 1 * — 1 (also in der jetzigen Dar- 

8 Tti 

stellungsform: c n a e N ), d B+1 den (vom Faktor i befreiten) imagin&ren 
Teil von c %+1 bedeutet ^also: d B+1 =- S (^r))-“) Die prinzipielle Wiohtig* 


gauze Zahl, also e? 1, so flndet man 

n—1 n—1 




™ 0 ; 


nor, weirn q ein Multiplnm von n (bzw q = 0), also e? = 1: 


n —1 

0 

1) In diesem Znaammenhange besagt also Gl. (6), dafi nicbt nur die MaBzahi 
■ftlr den IJmfang des eingeschriebenen regelm&fligen ^T-Ecks mit n ■> oo einer fasten 
Greuze znstrebt, sondern daB der n&mliche Grenzwert anob fQr jedes beliebige ein- 
gesobriebene regelm&fiige n-Eok zustande kommt 

2) Man bat daber: . 


wie siob anob unmittelbar mit Hilfe der Fotenzreibe fQr S 



veriflzieren lttBt 
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keit der Gl. (7) besteht darin, dafi sie ein erstes Mittel liefert, um die 
bisher von uns nnr auf Grand einer bestimmten Eigenschaffc definierte 
and als existierend erwiesene ZabI sc (b. § 60 ; Nr. 1, S. 450), die jetzfc zu- 
gleich als Mafizahl fitr die balbe Lange des Einheitskreises („Ludolf- 
sche' 1 Zahl) erscheint, mit beliebiger Annaberung wirklich zu berechnen 
(ar — 3,14:159 ..) Mit Benntzung von GL (23), S.269 findet man namlich: 


<8) « - lm2M, +1 - hm 2- - V \+±Vj + • +*]^ + *V'j- + 

w->«® »->«s n —1 n — 9 8 9 1 


Diesem vermoge der iterierten Quadratwurzel fflr die Rechnung 
reobt unbandlichen Ausdruck nebst gewisser^ prinzipiell unwesentlichen 
Modifikationen*) kommt immerhin eine auflerordentlicb grofle histo- 
nsche Bedeutung zu, da er fflr nahezu zwei Jahrtausende, von Archi¬ 
medes bis in die erste Halfte des 17 Jahrbunderts, den einzigen zur Be- 
recbnung des Kreisum fangs (und Inbalts) als gangbar erkannten und 
bis zu verhaltnismaBig sebr bohem Genauigkeitsgrade ausgendtzten Weg 
■charakterisiert Es wird sich sebr bald Gelegenbeit finden, wesentbeh 
zweckmaBigere Ausdrflcke, namlicb Grenzwerte rationaler Zahlenfolgen 
(unendliche Reihen oder Produkte aus rationalen Zahlen) zur Darstellung 
bzw Berecbnung von sc anzugeben. 

3. Die Darstellung der w ten Haupteinheitswurzel in der Form (5): 
€ + iS soli zunachst dazu benutzt werden, um fflr den Fall 

reedier x die Identitat der Funktionen C(x), S(x) mit den trigonometrischen 
Funktionen coax, sin a: zu erweisen. In bezug auf die Definition dieser 
letzteren schicken wir zunachst die folgenden Bemerkungen voraus. 

In einem Ereise mit dem Radius 1 denke man sich zwei Radien ge- 
zogen, deren einer, etwa horizontal notch rechis gerichtet und mit OA 
bezeichnet, als fest, wahrend der andere OB als bewegUch angesehen 
werden soil. Der von diesen beiden Radien gebildete Winkel A OB kanw 
sodann als eindeutig bestimmt gelten durch die Lange des Kreisbogens AB, 
also auch durch diejenige (unbenannte) Zahl £, welche diesem Kreisbogen, 
gemessen nach der Langeneinheit (dem Ereisradius) als Mafledhl zuge- 
ordnet ist und die wir demgemafi als defmierende MafizaM fflr die GroBe 


1) Man ging z B. statt, wie hier, vom eingeachriebenen Quadrat (s. die Fufi- 
note S 269), vom eingesohriebenen regelmBfiigen Stchstck oder Ftinfeck aui und 
legte demgemafi zur Berecbnung von it ein Polygon von der Seitenzahl 8 • 2 n oder 
-5 2* zugrunde. Da die eingeschnebenen Polygons nnr eine untere Sohranke fflr 
■den Kreiaumfang hefem, so hatte man (behnfa Abachatznng der Fehlergrenze) auf 
Gland analoger Formeln den Umfang der entaprecbenden umehriebenen Polygone 
■ala obere Sohranke zn berechnen. 



466 Abschnitt I. Kap. VI. Die elementaxen transzendenten Funktionen. Nr, 4, 


dee Winkels A OB ansehen wollen. 1st diese, wie es ja in der elemen- 
taren Trigonometrie ttblich ist, zunachst naoh Graden, Minuten, Sekunden 
gemessen, so kann man die betreffende Angabe zunachst in eine solche 
naoh Graden und Bruchteilen eines Grades umwandeln und hat, wenn 
die so gewonnene Zahl etwa mit y bezeichnet wird, die oben mit £ be- 
zeichnete ans der Proportion zn bestimmen: 

(9) £:2sE — y: 360 

Denkt man sich den Radius OB zunachst mit OA zusammenfallend und 
hieraaf in der Weise um den Mittelpunkt gedreht, dafi der Punkt B sich 
zunachst nach aufwarts bewegt und dann sukzessiye die ganze Peripherie 
durchlSuft, bis also der Radius OB wieder in die Anfangslage OA zu- 
r&ckgekehrt ist, s 6 lafit sioh dieser Yorgang in der Weise beschreibeir, 
dafi dabei jene Mafizahl £ des Winkeh AOB als sietige Verdnderliche 
die Werte yon 0 bis 2 jc durchlauft 

Macht man jetzt OA zur positiyen Abszissenaohse, ein auf OA im 
Punkte 0 nach oben errichteteB Lot zur positiyen Ordinatenachse, so 
wird die Abseisse des yeranderliohen Punktes B (d. h. die betreffende 
Ldngeneahl mit deni auf Grund der Koordinatenmethode ihr zukommen* 
den Vor&eichen) als der Kosinus, die Ordinate als der Sinus yon £ (in 
Zeiohen: oos £, sin £) bezeichnet. 

Der Verlauf der auf diese Weise zunachst fflr das Intervall 0^£ <^2* 
eindeutig definierten „irigonotnetrischen“ Funktionen oos £, sin £ kann als 
dann folgendermafien sohematiBch dargestellt werden: 

[ £: O" 

(10) |cos£: 7 + 

|sin£: o - 

wenn durch die Zeiohen -*=■—-—H bzw. — ein monotones Zu- bzw 

Abnehmen und duroh das hineingesetzte -f- oder — das in dem betreffen 
den Interyall herrschende Yorzeiohen ausgedrflckt wird. 

4. Duroh einfaohe geometrische Betrachtungen, die wir als bekann 
yoraussetzen, wird bewieBen, dafi: 

C0B (H ± v) — cos £ • cos iq q: Bin £ ■ sin i?, 

8 ^ n (£ ± i?) "= ein £ • oos ij ± cos £ • Bin ij 

zunachst unter der Yoraussetzung, dafi £> £ i 17 die Grenzen des Intel 

yalls (0, 2st) nioht tlberschreiten, da ja die betreffenden Funktionen nu 
soweit defimert sind. Die GL ( 11 ) k 5 nnen dann aber dazu dienen, di 
Definition der Funktionen cos £, Bin £ auf beUebige positive und negaiit 
Werte yon £ auszudehnen. 
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Insbesondere ergibt sicb zunacbst (wegen: cos 2a » 1, sin 2a — 0): 

cos (| + 2a) = cos £, sin (£ -f 2a) — Bin £, 
also ftir £ — 2a : 

oos4a=l, sin 4a —0. 

Daraus folgt wieder mit Benutzung der GU. (11): 

cos (§ + 4a) = cos £, sin (£ + 4a) — sin £, 
und durcb weitere Fortsetzung dieser ScblufiweiBe* 

(12) cos2&a — 1, sm2fca — 0 

(13) cos(£4- 2&a) — oos£, sin(£ + 2&a) — sm£ 

Schliefllioh ergibt sicb aus den GU. (11) fflr £ — 0: 

(14) cos (— rj) — cos 17, sin(— if) — — sin 17, 

so dafi nnnmebr mit Hilfe der GL (13) und (14) die Fnnktionen cos £, 
sin | ftir alle reellen Werte yon £ eindeutig definiert Bind. Man erkennt 
dann leioht, dafi diese Fnnktionen anch in dem so enoeiterten DefinitionB- 
bereicbe den Additionstheoremen (11) gentlgen 

Um femer die Stettgkeit von cos £, Bin £ naobzuweiBen, bat man ftir 

jedes h^O. 

cos(£ + fc)- cos(£ + 4 + y) ” C0B (6 + y) ‘ 008 y “ BU1 (£ + ^) • 8 * n T 

cos £ - cos (£ + y “ t) = cos (* + y) C0 4 + sill (£ + l) ,Bill T 

und daber: 

(15) I COB (£ + h) — cos £ I — 21 sin (£ + y) | * | flin y | < «> 

da | sin ^£ + 4) | ^ 1 und zu keliebig kleinem £ > 0 der Winkel y so 
gew&blt (d. b. konstruiert) werden kann, dafi (die Lange der oben be- 
zeicbneten Ordinate ) sin 4 < — ausfallt. 

Zugleicb wird dann aucb: 

(16) | sin (£ + 7i) — Bin£| — 21 cob^£ + 4) | • | siny < £, 

woraus die Stetigheit von cos £, sin £ ftir jedes endliohe £ unmittelbar her- 
vorgebt. 

5 Durcb Ausftihrung der Moltiplikation und Anwendung der Ad- 
ditionstbeoreme (11) ergibt sicb: 

(cob £ -f1 sin £) (cos 17 + i sin if) 

— cos £ • cos t] — sin £ Bin rj -f- »(sin £ ■ cob 17 + cos £ ■ sin r[) 

— cos (£■+-»?)+* siu (£ + v) 

und durcb (n —l)malige Anwendung dieser Schluflweise: 

n 

FI (cob £„ + 1 Bin £ r ) -= cos (£j + £ s H -H £*) + • sin (£1 4- £» H- 1- £„)• 



AA* 
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Ersetzt man in dieser Beziehung samtliche £„ duroh £, bo folgt: 

(17) (cos 6 -f i sin g)" — cob nj* + »sin n | („Moivre8che {< Formal), 
nnd hieraus. wenn man 2n statt n schreibt und sodann | — — setzt: 

^cob ^ + i sin cob 2 kx 4- i ■ sin 2fcsr , 

also, venn k eine beliebige gome Zahl (einschliefilich Null) bedeutet: 

/i ON / Icit . • • ^ 

(18) (cos —-f *sm—j -1, 

d. h der Ausdruck: cob ^ + i sin ^ stellt fflr k — 0, ± 1, ± 2 # ... jedei 
mal eine (2n) ta Einbeitswnrzel vor Man erhftlt aber wiederum 2» 
schiedene, (2 n)* 8 Einheitswurzeln, wenn man setzt ft — 0,1,..., (2n — 1 
Denn w&re etwa: 

ft,* . . . Jfc.gr ft.* , . . ft.gr 

cob ——|- % Bin — — cos -—h % am ——, 
n 1 n n ' n 7 

falls ft, < 7c, und ft,, ft, beide dem Intervall [0, 2n — 1] angehbren, alac 

0^ft,<ft, ^2n — 1, 


bo h&tte man zun&chst: 


cos 


ft. gr ft. gt n 

-L-COS —— — 0, 

n n 7 

ft, r ft. a a 

—-Bin — 0. 


Nun folgt eub den Gl. (1 1) duroh die Substitution | +17 — a, £ — — 

/i A . a -I- 0 . a — 0 

cos a — cos p — — 2 Bin * r - sin —r— 51 , 

2 2 

• , . a -I- 0 . ae — 0 

sin a — sin p — 2 cob — sin — 

so dafi die vorstehenden Gleiohungen durch die folgenden ersetzt werdi 
kflnnen: 

• (ft* + fti)* • (ft*—fti)* n 
Bln - ■ Bin ^ ^ — 0 

(km “1“ ft.) * « (ft, ft.) r a 

cos - - - L ■ — ■ sin ■ ■ - — 0. 

aft aft 

Da aber ntcht gleichxeitig die Beziehungen: 

(ft, ft.)*r a ■ (ft, 4" ft.)* a 

cos -- L ■ ■ — 0. am ' — 0 

2n 7 Sn 

bestehen kSnnen (s. Schema (10)), so mtlfite sein: 

■ (ft* — ftl) * A 

sin - — 0, 

an 7 

was unmogUch ist, da ein positiver echter Bruch ist und andei 
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seits, wie das Schema (10) zeigt, sin £ ftir 0 < £ < :* nicht verschwindet Der 
Ausdruck cos ^ * sin stellt also ftlr k — 0, 1, .. (2n — 1) wirklioh 

2n verschiedene und somit alle moglichen (2w) ten Einheitswurzeln dar. 
Daraus folgt waiter, dafi die ftlr k — 1 resultierende Worzel: 

rt . . . « 

cos —f-«sin — 

« 1 n 


als diejenige mit grofitmoglichem posiUven redden und mit positiv rniagir 
ncirem Teil kerne andere sein kann, als die (2») ta GrwntfeinheitswurzeL 
Infolgedessen findet man: 

7ti 

(19) cos ^ + ism ^ -= e * (ftlr jedes ganzzahlige n > 0) 

und sodann, wenn m irgendeine nattlrliche Zahl bedeutet, duroh Erhebung 
in die m-te Potenz mit Benutzung von Gl. (17): 

mjti 

mit . . . m it —— n (mit\ . , o (mit\ 

COS— + .-B1H — -* 

also, wenn man noch — ■= p setzt: 

, n * 

(20) cos xq — G (ptqt), sin (?rp) = S (*p) 


ftir jedes positive rationale p; des weiteren aber, wegen: cos (— $) = oos £, 
C(— S) — 0(|j) und: sin (—£)=“ — 8 (— £) — — S(g), auch fUr 

jedes negative rationale p und schliefllioh infolge der StetigJceit aller be- 
teiligten Funktionen ftlr jedes belid>ige reeJle p. Sohreibt man noch £ statt 
a gt so gelten also die Beziehungen: 


(22) cos 6 — 0 (£), sin g — 8 (£) 


ftlr jedes reede £. Wir ffthren deshalb auch ftlr Icomplexe x an Stelle der 
bisher gebrauchten Zeichen C(x),S(x) die Bezeiohnungen cos x, sin x 
ein. Wir defiwieren also die beiden Funktionen oos x t sin x als ganze 
transzendente Funktionen der Ttomplexm YerSnderlichen x duroh die Glei- 
ohungen: 


( 22 ) 




V) 


1 t 


sin a; 



oF* i 
(**+!)! 


und bezeichnen sie auch in diesem erweiterten Sinne als trtgonometnsche 
Funktionen, da sie ftlr redle x mit den in der ttblichen Weise auf geo- 
metrischem Wege definierten Funktionen dieses Namens zusammenfallen. 
Man pflegt auch sie mit der Exponentialfunktion e* unter der Bezeioh- 
nung dementare ganze transzendente Funktionen zuBammenzufassen. 

6. Aus der in der vorigen Nurnmer gewonnenen Erkenntnis, dafi die 
bisher mit C(|), £(£) bezeichneten Funktionen ftlr reelle £ mit den tHgono- 
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metrischen Funktionen cos|, sin£ identiscli sind, folgt, dafi die nach deni 
Satze von § 61, Nr. 2, Gl. (7) (S. 457) fflr jede komplexe Zahl a + fti exi 
stierende Haupidarstellimg (sc in Exponentialform\ namlich: 

a -j- pi =» re*' (wo:r =ya* 0 ®, — n < 17 <£ it) 

Bick auch in die trigonometrische Form: 

(23) a + /3i — r (cos 17 + i sin 17 ) (— sr < 17 <£ a:) 

setzen lafit. 1 2 ) 

Neben dieser Hauptdarstellung existieren dann noch unendlich viel 
andere von ahnlicher Form: 

(23a) — r (cos (17 + 2»srj +« Bin (iy + 2«a:)) (w — ± 1, ±2,...' 

deren Arguments sich zunaclist nacb beiden Seiten stetig an dasjenige de 
Hauptdarstellung und sodann stetig aneinander schlieBen. Daraus (wi 
flbrigens scbon aus den zugrunde liegenden Betrnchtungen von § 6 
Nr. 1) ist zu entnehmen, dafi man den AnfangspimTct des fflr die „Haup 
darstellung" dienlichen IntervallB auch beliebig verschieben, also irgen< 
ein beliebiges von der Form [i 7 0 , iy 0 4 - 2«J dafflr wahlen kann, z. B. sta 
des von uns angenommenen, fflr die Zwecke der Funktionentheorie bi 
Bonders zweckmafiigen, das Intervall [0, 2 jc], was dann (bei Einaclilu 
beider Grenzen) mehr den Gepflogenheiten der Trigonometric und anal 
tischen Qeometne entsprechen wflrde Man findet dann aus GL (23) (m 
verSnderter Grenzbedingung fflr 17 ) durch Trennung des Reellen ui 
Imaginaren: 

(24) a -n r cos 17 , 7 S — r sin 17 (P ^ ^ 2?r), 

und zwar ist dann r in geotnetnscher Deutung die Lange des vom N 11 
punkte naoh dem Punkte (a, /3) gezogenen „Yektors 4f , 17 der Winkel, jj 
nauer gesagt die JHafizahl *) des Winkels, welchen dieser mit der po. 
tiven AbBzissenrichtnng bildet ( „Polartoinlcel u ). Die Gleichungen (2 
liefem in diesem Zusammenhang die DarBtellung der rechtwinMigen Ko< 
dinaten des Punktes (a, /3) durch seine PoZor-Eoordinaten r, 17 . Wflhre 
aber in der Geometric (flbrigens auch *in den moisten Lehrbttchern c 
Analysis bzw. Funktionentheorie) die Existenz des Yektors 1 und c 

1) Hier bzw. a. a 0. in § 61 wird nnr die Existenz einer solchen Darstellc 
festgestellt. Der Weg zu lhrer wirkhoben Heratellung, d. h. schliefilioh zur re 
neriiohen BeBtunmnng' von r\ ale Funktion von a, 0 kann erst an spHteior 8t< 
gezeigt werden (b. § 71, Hr. 6) 

2) In der Funktionentheorie h&uflg ala Argument oder zweekmdfiiger &1b A 
plitude (auch Anomalie oder Abioeichung) bezeichnet (da die Bezeichnung Ar 
meat zomeiBt in allgemeinerem Sinne [■• unabh&ngige Verflnderliohe einer Funkti 
gebranoht wird) 
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Winkels vj der Anschauung entnommen wird, die trigonometrisohen Fnnk- 
fcionen des letzteren als StreokenverhaltniBse (mit bestimmtem Vorzeioben) 
definiert und die Gleichungen (24) dureh die Konstanz der Yerhaltnisse 
horaologer Seiten bei ahnlichen Dreiecken begrtindet warden, wurde hier 
zu beliebig gegebenem Zablenpaar (a, /3) in aribhmetischer Weise die Exi- 
stenz der Zablen r nnd rj featgeatellt, ftir welche die Gleiohungen (24) 
bestehen, sofem unter cos rj f sin 17 die Snmmen der beiden Reiben: 


J(-1)’ 


(2r)” 


0 


a 8, ' +s 
(■» + !)! 


verstanden werden. 


§ 63 Die IrrationalMt und die Trauszendenz yon e und st. 

1 Bei der auBerordentliohen Bedeutung, welcbe die Zahlen e und sr 
nicbt nur in dem zunachBt bier vorliegenden Zusammenhange, Bondern 
innerbalb der geBamten Analysis besitzen, muB es wUnschenswert er- 
scheinen, GenauereB tlber ibren Cbarakter auBzusagen In I 1} § 33, Nr 4 
(S. 205) wurde bereits festgestellt, daB die Zabl e irrational iBt. Der Be- 
weia knfipfte ganz unmittelbar an die Reibenentwicklung von e an, die 
auf Grund einer sebr einfachen Restabschatzung zeigt, daB: 

n 

e —^—r+ A, wo: . * . < A < • 

^j v' *’ (n + l)! " win 

0 

Die Irrahonalitdt von x l&Bt sich gleicbfalls in sebr elementarer, 
wenn aucb etwas umstandlicherer Weise folgendermafien beweisen. 1 ) 
Aus der Beziehung (s. § 59, Gl. (23), S. 374): 

(i) 

0 

folgt dureh Derivation und Multiplikation mit —: 


l 


1 1 

am x + — cos x 



l 1 

2 * + !*(«* — 1)! 



(-1 y 0*- 

a w h- 8 ■ (a*r H-1)! * 


1) Yon einer dritten fUr die Analysis wiohtigen, wenn anoh an universeller 
Bedeutnng den beiden 1 m Text bei weitetn nioht gleiohkomnlenden Konstanten, der 
JBufcrsohen Konstanten y (s. I lt § 84, Nr. 2, S. 207) hat man bisher nooh nioht fest- 
jtellen kGnnen., ob sie irrational sei, obsohon wohl sohwerlioh daran zn zweifeln 
<eu dflifte. 
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Bildet man wiederum die Derivierte und multipliziert mit — } so 
folgt weiter: 


/8 i\ . 8 (—1)’' x* v ~ 2 

I —=■ -jr I sin x -t cob x =— >,-i —ti - __^ 

\® 5 x a ) X*- (2v + l)(2v-j-8) (2v — 1) 1 

l 

= (— ns. 'V—tziT_ 

K } 2*-f 8)(2*r+6)'(2* + l)! 

0 

Bei nochmaliger (also dritter) Anwendung derselben Operation er- 
gibt sicb: 

(-■^+^) sina: +(^--?) oosa! 

= (— ns. ’v_ (— i) v _ x tv 

V } (2 v -j- 8) (2 » + 6) (2 *» -j- 7) " (2 v -f* 1) 1 

o 

und analog bei n-maliger Anwendung (wie sicb duroh vollstandige In- 
duktion leicht bestatigen laBt): 

(2) (p£r+*£=! + • •)™* + (^s + -pfb r t-)eo.*-Z.‘), 

f x — (— 1> . _ (-*)* _ 

I " ' ; (2* + 8)(2* + 6) . (2 1 f + 2w4-l)‘(2v-|-l)' 

1 0 

_ ( iy» ’V (— i)* _ <& v 

K ) 1-8. (2v + 2w +1)’2-4 . .(2*0 

0 

„ (_ n»_ 1 ’V / .y 1 8 ..(2n+l) x*' 

K ' 1*8 .(2w+l)^'- ^1 8 ..(Sii + 2»+1)‘2'.i/| 


wo: 


(3) { 


[ => ( l)”*! 3 (in + l)' S *( X )' 


1) Fflr die we iteren Schlfiaae genflgt die Formel (2) in der rorliegenden Fae- 
Bnng. Eine genauere AuBfBlming der Reohnung zeigt, dafi 

«„=ft =(-!)* 1 8 .. (2n-l) 
nnd dafl die Schlnfiglieder der Elamzneraiudrflcke die Form haben. 

***_ k™, ft 


x 


sn+i-rt 


sc a«—si 


wo: 


h — l + 1 — —, a k = (- 1) a , wenn n gerade , 


h «= l 


n — 1 


ft = (— !) * , wenn n ungerade 



Nr 1. 
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Dabei Bind cc 0 , cc lt ... fi 0f j 3 lf .. game Zahlen, und zwar a 0 , /3 0 bub- 
drticklioh von Null verschieden Setzt man jetzt znr Abkfirzung: 


w 

und sodann 

( 5 ) 


* 


q, also: sma; — 1, cob# == 0, 


so nimmt die Formel (2) die folgende Gestalt an: 


( 6 ) 

wo: 


(7) 


„B* + 1 


flL 


9 

1 9 


3-1_ 

n-1 i 


(- 1 )" 


2«-f 8 2 


+ 


1 - 8 .. 

1 


in -(■ 1) 


■SM, 


, + 8)(2m + 6) 2* 2' 
1 


+ 


(2w+8)(2n + 6)(2»+7) 2 # 8! 

(I _LXU_ 1 ,-gL(i_ L_.jeL\ + 

\ 2n + 8 2/ T (2w+3)(2n+6) 2*-2!\ *n + 7 2H/ T 


(2w+3)(2n+6) 

Die erste KlammergroBe und um so mehr jede folgende ist, wegen 
p < 2, ftir jedes n 0 posiUv Man findet daher: 

> 1 ~ 2n + S ' T» 

und wenn man reobts n durch 0 und q durch 2 ersetzt, a fortiori: 

(8») «.(»)> (l-sri)-f 

AndererseitB ergibt sich, da die Glieder der altemierenden Reihe S„(q) 
bestandig abnehmen: 

(8b) *„(*)< 1, 

und man gewinnt somit aus G1 (6) die doppelte Ungleichung: 

, l>i — — 1 

*0 . I “l I 

ln+1 ' -Bji-1 ' 


(9) 


< 


8 1 8 • (2n+l) 
1 

1 8 (2n+l)* 

2 


An gfln n mnnftn nun q = — ware rational, etwa: q => —, wo g, r natiir- 
liche Zahlen, bo hatte man: 


a n r 


,9 ii +l 


„a«-i 


_-u . 

“ 9« —1 


_2n+J 




2* + l * 


(io) 7^1 + -^+ , r 

wo y n eine gattee Zahl, die auf Grand yon (9) der doppelten Ungleichung 
genflgen mtlBte: 


(11) 


Jn + l 




8 1-8 ■ (2w + l) 
g 2«+l 

< 18 .(2« + l) J 
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deren erste zunachst zeigt, daB y n sicher von Null verschieden Da ttberdies: 

1 _ 2 4- (2w) _ 2*_^ 2 fl + 1 

1 8 ..(2» + lj ” (2w + l)! “(w + l)(n + 2) (2n+l)( w _j_i)"-M» 

bo wtirde aus (11) folgen (wenn man m der zweiten Ungleiohung noch 
gS»+i d urc h gr®"+ s ersetzt): 

(!2) °<r.<(£i P> 

was unmoglicb 1st, sobald n ■+■ 1 ^ angenommen wird 
Somit ist 9t irrational 

2. Die rorstehenden auf die Irralionalvtat Ton e und it beztlglichen 
ErgebnisBe Bind wesentlich Yerscharft und Bomit Gberholt worden dureb 
die neuere Erkenntnis yon der Transeendene 1 ) dieser Zablen, also von 
dem besonderen Charakter ihrer Irrationalitat. Niebtsdestoweniger hielt 
ich eB ftlr zweckmaBig, den jetzt mitzuteilenden Transnendenzbe weisen 
jene Beweise fttr die blofie Irrationalitat voranzascbicken, da sie, in der 
Fassung ibres Tbemas begrifflicb einfaoher und dementspreebend wesent- 
licb geringeren Aufwand an Beweismitteln erfordernd, nocb immer ein 
mehr als bistorisebes IntereBBe beanspruohen dttrfen 

Die gemeinaame Gtrundlage fiir die beiden fraglichen Transzendenz- 
beweiBe bildet eine besondere , eine willkttrliohe ganze Funktion ent- 
haltende Zerlegungs- und AbschatzungBformel fdr e“, die wir jetzt her- 
leiten wollen. 

Man bat: 






— ^ (D*x v + D*- V + • • • + B'a? +.Z)V) 



and daber: 
•(13) 


— ^ DV filr r ^ v (wegen: If x v — 0 ftlr r > v) 

i 

r 

<f -7iN‘ I>l ‘ xV + 7 fA(«) 0 £ r ), 


1) VgL I M § 26, Nr. 8 (S. 100); I,, § 106, Nr 2 (S. 801). — Der Beweii fttr 
die Tranizendenz von e wurde zuerrt von Semite (1878), derjenige fttr die 
Tranazendenz von it zuerst von Ltndemam (1882) erbraoht 
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wo: 

(14) R v (x) — as v (l + * + („ + i) ( v + 2) + ' ')» 

folglich: 

(15) |B,(*)|<|af|»(l + ~ -) — |®i' d*l. 

Eb sei jetzt g(x) eine ganz beliebige, filr x — 0 verscbwmdende gauze 
rationale Funktion etwa vom Grade r, bIbo: 


(16) 


r 



so ergibt sich durch Multiplikation von Gl. (18) mit p<‘)(0) nnd Sum¬ 
mation fiber v — 1, 2, . r: 


(2 **<!>)) ^" 2^2 +2 rr « (r) ( 0 ) • *(*) 

1 111 

- 2 ^ 2 ^ *+ 2 ^°) •*«<*) 


oder, mit Berficksichtigung Ton Gl. (16), wenn man fiberdies der Sym- 
metrie zuliebe den Index v in der eraten nnd letzten Snmme durch p 
ersetzt: 

r r r 

(17) (2V>(0)) • <r -2W*) +2h ^(0) • *„(*), 

1 1 1 ^ 


kfirzer geschrieben: 

(18) G(0)-f=G(x) + Il(x), 
wo: 

r r 

( 19 ) . (Kx)-2re*K*), »(.*> -2 

l l r 

Zn der, wie bereits oben angedeutet, ffir die weiteren Entwicke- 
lungen fandamentalen Zerlegongflformel (18) kommt dann nooh die mit 
Benutzung yon UngL (15) sich ergebende Abschatzungsformel: 

r 

( 20 ) |B(*)| <e , * 1 2 ^il^ > ( 0 )l' 

i p 

wenn man mit g[x] diejenige ganze Funktion bezeiohnet, die aus g(x) 
durch Yerwandlung aller Koeffizienten in ihre Absolutwerte entsteht, so 
dafi uIbo: 

r 

i ^ 


(21) 
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3* Ware die Zahl e nicht transzendent, so mUfite sie einer algebra- 
ischen Gleichung mit redlen gmzmMigm Koeffizienten, etwa »**“ Grades.* 
genfigen, so dafi also: 

fl 

( 22 ) = 0 , 

o 

mit dem Zusatze, dafi wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit das 
konstante Glied « 0 als von Null verschieden annehmen dfirfen (pndernfellB 
liefie sioh ja die entsprechende EigenBchafb durch Weglassuug des Pak- 
tors at, wo Tc ^ 1, d h. durch Aussckeidang der A-fachen Wurzel 0 aus 

n + fc 

der ursprttnglichen Gleichung ft v x v = 0 stets erzielen). Durch Mul- 

k 

tiplikation mit der Konstanten G?(0) und mit Benutzung der Zerlegungs- 
formel (18) nimmt diese Gleichung die Form an: 

n n 

(23) ^ a v 0{v) a r R(v ) = 0. 

o o 

Wir werden die Unmoglichkevt dieser Gleichung nachweisen, indem 
wir zeigen, dafi bei passender Wahl der darin implizite enthaltenen will- 
kfirlichen Funktion g{x) ihre linke Seite von Nutt verschieden ausfallt. 
Hierzu setzen wir: 

fl 

(24) g(x) — -jjj- • (x — v) p (also: r = (n + l)p — 1 ), 

i 

wo p eme in a 0 nicht aufgehende Primzahl bedeutet, die wir von vom- 
herein grofler als n annehmen wollen, fiber deren Grofienordmmg wir im 
fibrigen noch spater yerffigen werden. Es wird sich ergeben, dafi bei 
dieser Wahl yon g(x) der erste Teil der linken Seite yon Gl. (23) eine 
von Null verschiedene ganze Zahl ist, der ztceite bei hinlanglicher Ver* 
grofierung yon p numerisch bdiebig Idem wird, die Swnme dieser beiden 
Bestandteile also nicht verschwinden kann. 

Wir zeigen zunachst, dafi G(0) relativ prim zu p, dufi dagegen alle 
anderen G(v) (v — 1, 2, ..., n) durch p teilbar sind. Aus der Doppel- 
gleichung: 

W 

(25) (p — l)l*p(;z) — a*” 1 ■ (x — v )* 

i 

folgt dnrch Koeffizientenvergleiohung der beiden rechten Seiten, dafi die 
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Ausdrticke y^-^)(0) (p <— 1, 2, ..., r) jedenfalls game Zahlen aein 
mflssen, und zwar ergibt sich im besonderen: 

Fttr^-1,2,.. ,(p-2):^>(0)-0 
„ fi — p — 1 : ^(p—!)(0 ) = (— 1) B * • (n\) p , also durch 

nicht teilbar 

„ fi^p: i ‘ ^“(°) 9 <™Mddig, also gtf)(0) 

durch p teilbar. 

r 

Daraos folgt zunachst, dafi G(0) = g( u) (0) als Summe yon ganzen 

i 

Zahlen, die mit Ausnahme einer emeigen durch p teilbar (bzw — 0) sind r 
durch p nicht teilbar ist, und das gleiche gilt dann auch fdr a 0 G(0) (da 
laut Annahme a 0 durch p nicht teilbar ist). 

Umeineentspreohende Aussagebezdglichderlibrigen Q{v)(v—1 ,2,. ,n) 
machen zu konnen, ist es notwendig, die Entwicklung yon (p — 1)! g(x) 
naoh Potenzeu von (x — v ) so weit durchzufdhren, dafi die Vergleichung 
der Entwicklungskoeffizienten mit denjenigen der entsprechenden Taylar- 
scheu Formel: 

r 

<27) (p - W • (* - 

1 P 

in dem erforderlichen Umfange moglich wird. Man hat nun fdr jedes 
einzelne v — 1, 2, . n: 

71 

{28) (p — l)lg(x) = (x — v )p ■ x*- 1 • JxJ (a - x y, 

i 

dabei soli der Akzent an dem Produktzeichen andeuten, dafi der Faktor 
(x — vY auszuschliefien ist Entwickelt man mit Benutzung der Iden- 
titaten: x*-* — (v + (x — v)Y~ 1 und: (x — nf — (v — x -f- (x — v)Y nach 
■steigenden Potenzen von (x — v) } so ist unmittelbar ersiohtlich, dafi die 
Entwicklung mit der Potenz (x — vf beginnt 1 ) und dafi alle Koeffizienten 
{reelle) game Zahlen sind — eine Erkenntnis, die fdr die weiteren SchldsBe 
vollstandig ausreicht, Daraus folgt namlich durch Vergleichung mit der 
Formel (27) ftir v — 1, 2, .. ., n: 

Ftlr ft - 1, 2,..., (p - 1): gM(v) ~ 0 

< 29 ) „ fi^>p: p ( J >+ 1 i). 1 ' -^ ) ( y ) d antf,<Mi 9i ako S^K V ) 

durch p teilbar 

1) Gerade hierin liegt der Grand, dafi auoh noch — 0, w&hrend bei 

der znvor angestellten analogen Betrachtung der entsprechende Koefflzient 
als von Null verschieden und durch p nicht teilbar sich ergab 
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r 

Somit ist auch 0(y) =^gM(y) durch p ieilbar und sohliefilich 

1 

n 

als Somme ganzer Zahlen, die mit Ausndhme einer emeigen 
o 

durch p teilbar sind, eine durch p nicht teilbare game Zahl, also mime- 
risoh 1. 

Um ferner den zweiten Teil der lmken Seite von G1 (23) abzu- 
schtitzen, hat man zunachst mit Benutzong der AbschStzungsformel (20): 

n n n 

1 2 a r E ( v ) I ^2 1 • i 5 w i <2 1 a * i 

0 0 0 

und, da e v und g\v\ mit v monoton zunehmen, a fortiori'. 


(30) | ^ W | < «* - 2 1I • 9 W 

0 0 

Man findet sodann auf Grand von Gl. (24), daft: 

ft 

*[|*|] ^ M '- 1 • TT (\*\ + 

also: 


( 31 ) f M < - (>«)lTy=^r 

fin |\P“ 1 

Da ■ | das p te Glied der konvergenten Reihe 




((2w)l) ,, ~ 1 


1) Genau genommen gilt hier daa GleichhettszeicheTi (was aber fflr den er- 
forderliohen SohluS ohne Belang ist), da die Anafllhrang der Multiplikation bei 
einem Produkt von der Form: 

n 

P(aj) — (x — x v ) 
l 

ala Koeffizienten der einzelnen Fotenzen von a die Kombvnationssummen der ct* 
mit altermcrenden Vorzeiohen liefert und daher bei pontiven x v ohne weiterea die 
Beziehung reaultiert: 

n 

*ri*n “ (i®i+®») 

i 

(wo P[a] diejenige Funktion bedeutet, die ana P(x) durch Verwandlung allex 
Koeffizienten in ihre Abaolntwerte hervorgeht). 
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i 


bo kann gjt], also, wie UngL (30) zeigt, auch | y 1 ; a y R(v) | durch 

o 

angliche VergroBerung yon p bdiebig Tdein gemacht werden. 

Damit ist aber die Unmoglichkeit der GL (23) bzw (22), also die 
nszendenz von e vollstandig bewiesen. 

4 Die fQr den Transzendenzbeweis yon e geschaffenen Hilfsmittel 
en sioh irn AnschluB an die Beziehung: == —1 auch fdr den 

oszendenzbeweis yon it nutzbar machen. Urn die eben erwaknte zwi- 
sn e und it bestehende Beziehung ftir den yorliegenden Zweck ver- 
ten zu konnen, bemerke man zunachst, dafi gleichzeihg mit irgend 
ir (beliebig kompleien) Zahl a auch die’Zahlen ± ai algebraisch sein 
>sen — vice versa. Denn ist etwa bei reellen ganzzahligen y y : 

X 

^yy v a v = 0, 
o 

folgt auf Grund der Identitaten: 

X X X 

y t a v = >7 Y v t~ v {P‘i) v = y y v i v (— ai) v , 

“o 0 0 

die Gleichung: 

X X 

(2^-’ y)-{2 rs-r)-o 

0 0 

beiden Wurzeln y — ai und y — — ai hat. Da aber die entsprechen- 
Koeffizienten der beiden Faktoren, welche die linke Seite dieser 
ichung bilden, fomjugiert sind, so liefert die Ausf&hrung der Multipli- 
ion ein Polynom 2& len Grades mit lauter reeUen, fiberdies ganzzahligen 
sffizienten, so daB also ai und — ai algebraische Zahlen sind. Auf 
md dieses Ergebnisses folgt aber auch umgekehrt aus dem algebrai - 
m Charakter yon ai oder — ai derjenige yon ±(± ai) • *, also von ± a. 

Urn die Transzendenz von it nachzuweisen, gentigt also die Fest- 
ilung, dafi iti keiner Gleichung von der Form: 

m 

■) g»«+°) 

0 

i ganzzahligen Koeffizienten genOgen kann 
Angenommen, dies w&re der Fall, so hatte diese Gleichung auch eo 
o die Wurzel — iti, da ja das Resultat der Substitution von y — -ici 
dem fUr y *= iti sich ergebenden konjugiert, also gleichfalls — 0 sein 
fite. Bezeichnet man die Gesamtheit der Wurzeln von GL (32) mit: 


V\ ’ Vi) • ■ ‘) Vm 
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so hatte man, da nnter diesen Zahlen auch iti nnd — m vorkommen 
mfiBten, wegen: 1 -f- e^ rtt = 0, auch: 

m 

(33) JJ(l+/-)-0 

1 

und daher, durch Ausftthrung der angedeuteten Multiplikation: 


(34) 1 + 2f* +2 <? k+V3l +2<? K * Vx+v,t + • • 4- e yi+y,+ *' n = 0, 

xi xX t u 

wo diese Summon Bidh zu erstrecken haben fiber alle Kombinationen 
(ohne Wiederholung) zur l ton , 2 ten ; 3 ton ; rw ton Klasse yon y v y v . . y n , 
also ausftihrlicher gescbrieben: 

X 


(35) 




m m — l 
►i >xg*'* + y l 
1” 1 

m vi — 1 m — I 


(* < l) 


-222 g»'x + * , i + v « (ae < k < (l) usf. 
xTfi 8 9 1 


Wir wollen nun diejenige Gleichung bilden, welche auBer den ein- 
zelnen y x (x — 1, 2, .. , m) auob alle Summon y K + y X) y x + y x + V ^ • • -» 
V\ + Jh + • ■ ■ + y m zu Wurzeln hat Schreibt man naoh Analogie von 
(35) zur Abkfirzung: 

[J(y-Px), TT(!/-(y x + yzd, ri(y-(y* + yi + y M )), 

x xi xlu 

statt: 


m m — l 


m m — l m—9 


I*I(y-!/*)> p[]*J(p-(yy+yxd, UUfl (y-^x+^+^)), •• 

1 9 1 8 9 1 

(wo wieder: x < k < fi • • •) und setzt sodann; 

(I7(y-2'«w*(y) (-T m) 


(36) 


TJ(jy — ^+yi + y„» = fM 

Xlfl 


U - (Mi + y t + ■ ■ ■ + yj - f m 0) (- y + > 

so sind nicht nur die Koeffizienten von f\(y) auf Grand von Gl. (32) tclHo 
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node Zahlen, sondem das gleiohe gilt auoh fflr f 2 (y), /j(y), da 

ja die betreffenden Koeffizienten als ganze symmetrische Funktionen der 
-|- y l} y x -\- y x -\- ... mit ganzzahligen Koeffizienten schliefllich eben 

solcbe Funktionen yon y if y a , . . y m) also rational durob /3 0l ft, ,.., ft* 
nusdrtickbar sind 

Die s&mtlichen in Gl (34) anftretenden Exponenten sind also jetzt 
-die samtlichen Wurzeln der Gleichnng: 

<37) AW ■ AW -A»W-o 

mit rationcden Zahlenkoeffizienten, die sioh dnrch Multiplikation mit dem 
Hauptnenner N anch in ganzzdhltge verwandeln lassen. 

Unter den Wurzeln dieser Gl. (37) kommt auch die Nidi znm mln- 
desten ewimal vor, da ja y M + y* ™ 0 ffir y x — s ti, y x — — xi. Wir wollen 
annehmen, sie moge im ganzen ymal vorkommen, wo also y ^ 1. Dann 
laBt sieb auB der linken Seite yon GL (37) der Faktor y 7 absondem, 
bzw durcb Multiplikation mit y~ 7 fortscbaffen, so daB die auf diese 
Weise abgeanderte Gleicbung nur noch lauter von Nidi verschiedene Wur¬ 
zeln behalt, deren Anzahl (and zwar jede Wurzel nach dem Grade ibrer 
Multiplizitat gez&hlt) mit n bezeiohnet werden moge. Setzt man sodann: 

M 

(38) F(x) = N-x-r-f t (x) • f,(x)... fjx) -N a > x ’> 

0 

wo a 0 +0, a n 4*0, iibrigens ohne Beschrankung der Allgemeinbeit a„> 0 
angenommen werden kann, so hat die Gleichnng: 

( 39 ) F(x) - 0 

die von Nidi verschiedenen unter den Ausdrticken: 

y*+y» y»+ vx+y*> • • ■» & + v* + ■ ■ ■ + y* 

3u Wurzeln, die wir jetzt ktlrzer mit: 

*i» ■ • ■» ** 

bezeichnen wollen. Infolgedessen nimmt jetzt die Gl. (34) die einfaohe 
Form an: 

n 

(40) 1-t -y+2 r ^ v -° 1 

i 

>und das ErgebniB der vorstehenden Betrachtung ISflt sicb zunachst in den 
folgenden, das nunmehrige Endziel unseres Transzendenzbeweises kenn- 

zeichnenden Satz zusammenfassen: 

'Ware x eine algebronsche ZaM, so vnufite eine Beziehung von 
der Form (40) lestehen, wo y eine positive ganzeZald ledeutet 
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und x lt .. ,x n die (durchweg von Null verschiedenen) Wur- 
jsdn der algebraischen Gleichung (39) mit ganzeahligen Koeffiaien- 
ten sind. 

5. Wie die Vergleichung mit Gl. (22) zeigt, hat die zn lSsende Auf- 
gabe, die im Beweise der Unmoglichkeit der Beziehung (40) besteht, jetzt 
dieaelbe Form, wie bei dem zuvor behandelten Beweise der Transzendenz 
von e, und kann auch auf demselben Wege erledigt werden, mit derjeni- 
gen gewissermafien Belbstrerstandlichen Modifikation, die sich aua dem 
Umstande ergibt, dafi an die Stelle der in Gl. (22) auftretenden fixponen- 
ten v jetzt die Zahlen x v getreten sind. 

Wir mnltiplizieren also die hypothetische Gl. (40) wieder mit dei 
Konstanten G( 0) und setzen sie mit Benutzung der Zerlegungsformel (18) 
in die Form: 

n it 

(41) {(i + r) ■ m +2’ <?(*,)) +2 = 0 

1 1 

Die in den Funktionen G(x) und R(x) enthaltene Hilfsfunktion g(x) 
(s. Gl (24)) ist jetzt in der Weise abzuandern, dafi an die Stelle dei 
Wurzeln v — 1 , 2 , . ., n die Wurzeln x r (y — 1 , 2 , ..., n) treten, also 

n 

das Polynom JrJ (x — v ) durch F(x) (s. Gl (38), (39)) zu ersetzen ist 
i 

Wir definieren daher jetzt g(x) durch die Gleichung: 

( 42 ) 9(?) - * p " 1 (F(x))p, 

wo p eine noch n&her zu definierende Primzahl bedeutet 1 ). 

Wird von vornherein p der Bedingung unterworfen, nicht in 1 -j- y, a ( 
und a n aufzugehen, so lafit sich ganz analog, wie in Nr. 3 erschliefien, 

It 

^*6 (1 + y) ■ ^(0) Telativ prim au p, dagegen G(x w ) durch p teiibai 
ist Nach Gl. (42) und (38) hat man namlich zunachst: 

(43) (jp — l)!y(a;) - a"*- 1 ■ ^" 1 (« 0 + «!« + •■■ + «„*")* 

- a* 9 " 1 • xP~\uS + p ■ tf-^x + • • + a*x**>)~ 
Durch Vergleichung mit der Mac Zounnschen Formel: 

(p - tyfffr) sPKO) • of 


1) Die Hinzuftlgnng dea konstanten. Faktora a* 9 1 erweiat sich ala erforder- 
lioh, nm ap&terhin die Ganzzahligkeit aller in Betraeht kommenden Koeffizienten 
xu siohern. 
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(wo: r = (m 4- l)p — 1 wieder den Grad yon g(x) bezeiohnet) ergibt eich 
daher: 

PUr fl -l,2 l ...,(p-2): ««(<>) - 0 
„ fi-p-U g»-\0 ) 

„ j i>p: + 9 ame a}ilig, also jM(0) 

durcb p teilbar 

Daraus folgt, dafl (1 + y) • G(0) = (1 +y) |# tp-1) (0) + ^^(O)! durch 
p mcht teilbar ist 

Um wiederum eine entsprechende Aussage beziiglich G(x v ) (v — 1, 
2, .., ») machen zn konnen, hat man g{x) nacb Potenzen von (a; — # r ) 
oder auch — mit Rilcksicht anf die weiteren Schliisse etwas zweckmaBi- 
ger — von (a n x — «„&„) zn entwickeln. Man findet zunachst aus Gl. (48), 
wenn man den Faktor a** -1 = a? -1 • (a" -1 )* anf die beiden anderen Fak- 
toren verteilt: 

(p — l)\g(x) 



- (a % xy- 1 [ (a H x) n + « w _ 1 (a,*)— 1 + « n _ 8 «» («««)""* + ■ ■ ■ + 1 }' 

oder, wenn 

(45) a n x - 8 
gesetzt wird: 

(46) (p - l)lp(*) -*»-*■ (*»)', 

wo: 

(47) F t (e) ‘+ 

Dabei hat die Gleichung 

(48) F x (z) — 0 die Wurzeln: z v = a n x v (v — 1, 2, . . , »). 

Infolgedessen ist Fj(z) durch z — z v teilbar, 4ind zwar findet man (vgL 
§ 22, Nr. 2, GL (8), S 190): 


z — z. 


FA*) ~ *\ (*,) 

z — z v 


- * n ~ 1 4- nOO •«"“* + yM ■ r- 8 4-■ ■ • 4- y«_i(0» 


w0 yi( e i>)f y* GO; • 7 y»-i(0 gauze rationale Fnnktionen von z y (vom 

Grade ihres Index) mit ganzzaltfigen aus den a y zusammengesetzten Ko- 
ef&zienten 1 ), also: 


(49) F x {z) - (z - m 9 ) ( 0 "" 1 4- yM 4- 


1) Man findet z. B.* 

ri (*,) = *,. 4 «,-i 

r. (*,.) — 4 «»-i 4- «» 

(O — *5 + “i. -1 * J + * a n*f 4- “» - »“S n8f 
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Mifc Benutzung dieaer Beziehung geht die Gl. (46) in die folgende fiber: 

(50) (p- lM*) - (*-O p ■ 1 +rM • + ■ • • + y n -i(*v» F 

und sodann, wenn man anf der reohten Seite (vermittelst der Identitat 
a „g^{g — g^) alles nacb Potenzen yon {e — O entwickelt und ordnet: 

(p - 1)1 ff(x) 

= Vj ,(0 ■ (i - O' + 9,+t (O ■ (* - 0' +1 + ■ ■ + <Pr(0 • ('-O' 

si)=^9 P (o-(«“^+ a rVp+i(^)(®“^) p+1+ •+<9rW-(*-*J r » 

(wo 9 ( 0 ,), <p p+ M, ■ • , 9rW wieder g® 1126 rationale Funktionen yon 
a r mit ganzaaUigen Koeffizienten. 

Vergleiobt man wiederum die letzteEntwickelung mit der Taylomchen .: 

(p - i)ip(«) • (* - O' 1 . 

i r 

so ergibt sieb: 

Fflr p - 1, 2, ..p - 1: ^(O — 0 
. (*^P: 

d. h.: 

0W(O -p-<<Pp(0 
^(p+i)( 0 -*>(p + 1) • «£ +1 9,+i(0 

^(O - p(p + 1) .. r • <9>r(0 

und hieraus dureh Addition: 

r 

(52) GOO =2 0^00 "-P ’ ®(01 

i 

wo: 

(53) ®( Jy )-< lf . J (ir,)+(p+ 1 K +1 y, + iW+-+(P+l)(P+ 2 )--'-<')» r W 

eine gauze rationale Funktion yon mit ganzzahligen Koeffizienten. 

Substituiert man in GL (52) v — 1, 2, . .n, so ergibt sieh durch 
noohmalige Addition: 

(54) ^ ^OO ®(O • 



0 en Koeffizienten yon e 1} z n , d. b. von den Wurzeln der Glei- 

obung F ± (js) ™* 0 vGL (48)) und da diese 1 als bSohsten Koeffizienten bat 
(a fl -1 (47V\ ftiiift omn7.A Fnnlrfcion der Koeffizienten von F-(e) wieder mit 
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gameahligm Koeffizienten (vgl den letzten Satz von § 25, S. 208), somit 

n 

selbBt eine game ZcM, mithin @(% v ) ein Multiplum von p. Daraus 

folgt sohlieBlich in Yerbindung mit dem Ergebms betreffs (1 +y)> G(Q) 
(s. binter GL (44)), dafi der erste Teil der linken Seite von G1 (41) als 
Summe einer durch p nicht teilbaren Zahl und eines Multiplums von p 
sioher eine von Nidi verschiedene ganze Zahl ist. 

Zur Absohatzimg des sweitrn Teils der linken Seite yon GL (41) 
findet man zunachst mit Benutznng der Absohatzungsformel (20): 

n n 

| 2" B W I < 2 I ] ; 

also, wenn | | ^ Q (v — 1, 2, ..., w), um so mehr: 


(55) \2} B ( x j\ <n e9g ^ 

i 

Da andererseits: 

It 

(p - 1)1 g(x) - a"*-*®*- 1 • (.F(aO) p - ojJ , + 1 )*'- 1 • (x - xtf, 

i 

so folgt: 

(P - 1)1 0 l>] £ <* +1)p - 1 ■ ()^- 1 ( 2 (>)"p-( 2a w p)“- (2x + V +1 ) 1 '" 1 


und daher: 

(56) 




eft 


(a*a* +1 . 9 B+ V" 1 

(p—1)1 


also, da der letzte Faktor das p** Glied der konvergenten Beihe ftlr 
e % bildet, bei hinlftnglioher YergrdBerung yon_p beUebig Idem 
Damit ist aber die Unmoglichlceit yon Gl. (41) bzw. (40), also die 
Transeendene von at voUstdndig bewiesen. 


§ 64. Darstellnng you sin stx, cos nx bzw. sin x, eoax und yon 
1 durch unendliche Prodnkte. 

1. Eine ganze Funktion » tan Grades mit n yorgesohriebenen NuU- 
steUen lafit sioh durch ein Produkt yon n Linearfaktoren darstellen und 
ist yermoge dieser Darstellungsform bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt (ygL § 22, Nr. 6, S. 194). Naohdem wir jetzt in cos x, 
sin x ganze transzendente Funktionen mit unendlich vielen NuttsteUen 
kennen gelemt haben, liegt die Frage nahe, inwieweit jenes Ergebnis auf 
Funktionen dieser Gattung hbertragbar sein kSnnte. Dabei ware yor allem 
festzustellen: Gibt es Uberhaunt stets eine tranze transzendente Funktion 
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mit einer unendlichen Menge vorgeschriebener NuUstdlen (die dann eo 
ipso nur die einzige HdufungssteUe oo besitzen dfirfen 1 ) und demgem&B 
abzahlbar sein mfissen, wie sofort ersichtlich wird, wenn man Bich die 
betreffenden Punkte nach der Grofie ihrer absoluten Betrage geordnet 
denkt)? Wir werden spaterhin (s § 77) zeigen, daB diese Frage ohne 
jede Emschranktmg zu bejahen ist. Fttr den zunachst vorliegenden Zweok 
kdnnen wir indessen die gleiohe Entscheidung einem bereits in I 3 , § 85, 
Nr 2 (S. 648) bewiesenen Satze entnehmen. Danacb ist unter Voraus- 
setznng der Konvergenz von a y | das unendliche Prodakt: 

00 

Q(x) (1 + a*x) 

o 

fOr jeden endlichen Wert von x dbsolut und unbedingt Convergent *) und 
kann in eine in gleichem Umfange, also bestandig konvergierende Potenz- 
rethe umgeformt werden, stellt somit eine ganise transzendente Funktion 
vor. Nimmt man etwa die a, als durobweg voneinander verschieden an 
und setzt das obige Produkt in die Form: 

00 

(1) £(*) - (1 + a m z)FI (1 + a r x) , 

o 

wo m eine bdiebige natilrliche Zahl bedeutet und der Akzent bei dem 
Produktzeiohen anzeigen Boll, daB der Faktor (1 4- a m x ) nunmehr auszu- 

scbeiden bat. so erkennt man, dafi dieses Produkt an der Stelle x — — — 

7 ' a.. 

_ in 

einen von Nidi verschiedenen Wert besitzt, daB also die betreffende gauze 
transzendente Fonktion die einfache Nnllstelle x — — ~ und somit schlieB- 
licb die Gesamtmenge J (v — 0,1,2,...) zu einfachen Nullstellen hat. 

Das Produkt ££(#) muB als ganze transzendente Funktion Derivierte 
jeder Ordnung besitzen. Wir wollen mit Riicksicbt auf eine demnaohst 
zu madbende An wen dung zeigen, daB insbesondere die erste Derivierte 
des mendlichen Produkts ££(g) in ganz analoger Weise dargestellt wer¬ 
den kann, wie diejenige eines endlichen Produktes von der Form: 

W 

(2) 2*(«)-17(1+ »,*), 

0 

ftlr das nacb der § 43, Nr. 3, Gl. (16) (S. 327) gegebenen Regel die Be- 


1) Jede soiutlge Hftufwigsstelli von NuJlstellen w&re ja eine weibere icesent- 
Uch singular e Stelle. 



Nr 1 
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ziehung besteht: 

(3) *<•)-*,(.) 

mit dem Jiusatze, daB diese Schreibweise nur korrekt ist, solange keiuer 

der Nenner den Wert 0 hat, also x + — (v — 0, 1, .. , n) ist. Im 

Falle x — — verschwinden gleichzeitig mit (x) alle Glieder, deren 

Index v von m verschieden ist, wahrend das einzig flbrigbleibende, in 

q SE fj»*\ i 

■der Schreibweise: ", ' fUr x «=- sinnlos werdende Glied so abzu- 

l "p a m 

andern ist, dafi vermoge des in ££„(#) enthaltenen Faktors (1 -(- a m x) der 

Nenner vor der Substitution von x —-— duroh Division fortgeschafffc 

wird. Danach hat man: 


(3 a) 




> 


wo wiederum der Akzent bei dem Produktzeichen den AusschluB des 
Iqdexwertes v — m andeuten soil. 

Um die analoge Darstellung fdr &'(x) zu gewinnen, gehen wir davon 
aus, daB {£'(«) ale KoeffLzient der ersten Potenz von h in der Entwick- 
lung von Si (a? -\-h) naoh Potenzen von h definiert ist. Man hat zunachst: 




£E(a + h) 4- a,x + a.h) 


Andererseits ist infolge der vorausgesetzten Konvergenz von a t \ 
auch das Produkt J7(l + \ a r x \ + l a v ^[) konvergent und die daraus hervor- 
gehende Reihe nach Potenzen von (|®| -f \ h\) laBt sich, da sie aus lau- 
ter positiven Elementen besteht, anch nach Potenzen von | h ( ordnen. 
Infolgedessen laBt sich aber anch £E(rr -f- h) in eine (absolut) konver- 
gierende Reihe nach Potenzen von h umformen, und zwar ergibt sich durch 
Ausfdhrung der angedeuteten Multiplikation als Koeffizient von h eine 
nnendliche Reihe von Gliedem, deren jedes aus einem Faktor a m und 
■dem Produkt aller mSgliohen Faktoren von der Form (1 + a y $) mit Aus¬ 
schluB von (1. -f- a m x ) besteht nnd daher — abgesehen von dem oben 
gemachten, auf den Fall 1 + “ 0 bezflglichen Vorbehalt — in die 

Form: geBetzt werden kann. Somit ergibt sich, abgesehen von 

<len Werten x — —— (v — 0, 1, 2, ..,): 
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in vollstandiger Analogie mit GL (3). Fiir x -mmmt diese Be- 

ziehung die Form an: 

(6a) &{~t) " (Akzent bedeutet: excl. v = m ). 

2. Auf die Nullstellen der Funktion sin tcx, namlich: 

x => v (v = 0, ± 1, ± 2, ..) 


Bind die Ergebnisse der vorigen Nnmmer in der vorliegenden Form nocb 
nioht obne weiteres anwendbar, da ja die Reihen — und v 
vergiam and demgemBB auch die beiden unendlichen ProdukteJj (l +j), 

m _bei positivem x das erste nach + oo } das zweite nach 0) 1 )- 

FaBt man aber die Faktoren (l ± paarweise zusammen*) und setzt: 


( 6 ) 


n(x) -R K 1 + l)( 1 -v)l -Hi 1 ~ ?) ’ 


■o zeigt die zweite Sohreibweise, daB dieses Produkt, infolge der Kon- 
rergenz von^^, von dem in Nr. 1 betrachteten Typns sioh nur da- 
duroh untersoheidet, daB x 1 an Stelle von x stebt: es stellt also eine ganze 
transzendente Funktion von x*, somit eine gervde Funktion dieser Gattung 
von x dar, mit den einfachen Nullstellen x* - v 1 (d h * — ± 1, ± 

±3,.. t > 


1) Vgl I», S 82, Nr 1 (S 627) ^ 

2) Die Konvergenz des ana Faktoren yon der Form ^1 + — 
zusammengesetzten Prodnkte h&agt infolge der Diverge™ Berner beiden Beetand- 
telle 

H(‘+y) “ 4 
1 1 

weaentlioh von der Anordnnng der beiden Faktorengattungen ^1 ^ und ^1 

ab, iie 1st bei Zulaaeong beliebiger Anordnung nnr eine bedmgte, wie bereitB in 
I § 86, Nr. 1 (S. 660) hervorgehoben wnrde. Es wird Bp&ter gezeigt werden, wie 
nun ein eolchee bedmgt konvergierendea Prodnkt dnreh Hinznfflgung gewiiBer ^ 
ponentialfaktoren (also ohne an den vorhandenen NuUstelUn etwaa zu ftndeim) w 
ein unbedingt konveigentee nmwandeln kann. Fflr den zun&chBt vorliegendei 
Zweok ist diese Kenntnis jedoob nioht erforderlioh, da hier Bchon die paarwci* 
Zusammenfaeeung der Faktoren, wie die zweite in G1 (6) angegebene Sohreibwei* 
zeigt, gentlgt, nm deesen unbedtngte Konvergenz zu Bichem nnd die m Nr. 1 ge 

. - 1 • 1 . _i* Ml_■ ___ InHmxAM 
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Bildet man jetzt den Qnotienten und beachtet, daB sin six in 

der Umgebung von #*=0 in der Form: x $(#), in der Umgebnng jeder 
Stelle a; — ± v (v = 1, 2, 3, ...) in der Form: 

{x T *) • q}(a =F v) - (l =F ®) • (=F v ¥(tT»)) 

darstelibar ist, bo erkennt man, dab dieser Quotient in jedem endlichen 
Bereiche sicb regular yerhalt nnd durchweg von NtiU verschieden ist, er 
muB also (un auBersten Falle) erne ganze transzendente Fnnktion ohne 
Nullstellen sein (die sicb eventnell aucb auf eine Konstante reduzieren 
kann), also nacb § 58, Nr 6 (S 441) bzw. § 59, S. 444, FuBnote 1) von 
der Form: C • e?^), wo C eine Konstante und g(x) eme ganze (rationale 
oder transzendente) Fnnktion ohne konstantes Glied bedeutet. Hiemach 
ergibt sich: 

(7) sin j ra; —> C • ePM x • n(x). 


3. Um die noch unbekannte Fnnktion g(x) zu bestimmen, bilden 
wir von beiden Seiten der Gl. (7) die Derivierte. Man findet mit Be- 
nutznng der in § 43 angegebenen Begeln (s. insbesondere S. 328, Gl. (27) 
nebst FuBnote 1) und S. 327, GL (16)): 


St 


cob stx =■ C • e?W 


x ‘II(x) | 


eP m -g'(x) l 
e^c*) "T x _r 


TI{x) j 


und, wenn man diese Gleichung durch GL (7) dividiert: 


( 8 ) 


st 


003 StX 
am so; 


+ £ + 


P» 

n(x)' 


Um zur Herstellung von n'(x) die Formel (5) anwenden zu konnen, 
ersetzen wir in der zweiten Form der Definitionsgleiohung (6) x* durch 
y, so dafi mit Hilfe der soeben sohon angefdhrten Derivationsregel 
(Gl. (27), S. 328) und der Formel (5) sich ergibt: 


(8a) 


n\x)-(D s f[(i-^ y J).x> 

- (Hi 1 ~ b) - 2 {- p) 


2x 


also aus Gl. (8) die folgende Beziehung hervorgeht: 


( 9 ) 


ff'(x) — ic ■ 


COB 71X 

Bin nx 



2aj 
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Wir bilden hieraus auch noch g"(x). Da die rechts auffcretende Reihe 
in jedem beliebig groBen endlichen Bereicb, abgesehen yon den Stellen 
x-±v, gleichmafiig konvergiert (ygL § 29, das Beispiel am SchluB von 
Nr. 3, S. 240), so kann ihre Derivierte (nach § 49, GL (2), S. 373) durch 
gliedweises Derivieren gewonnen -werden, wobei es zweckmaBig iat, sie 

aayor in die + _*_) za setzen Men findet sodenn: 


a”(x\ - ~ , V / 1 i v 

sin at® a* ini \(aj — v)* * (#4- v)’j 


Da die betreffende Reihe, wegen lim - 1 noch absolut kon- 

vergent bleibt, wenn man die beiden Bestandteile der KlammergroBe eiu- 
zeb ala Reihenglieder anffaBt, so kann man mit Benntzung der Identitat: 

S' («-f *)* (x— v)* un< * ^ n( ^ em man die beiden Teilreihen mit Hin- 

zunahme des Gliedes ~ in der tlblichen Schreibweise (ygl. I„ § 44, Nr. 7, 

S. 303) zu einer einzigen znsammenfaBt, der letzten Gleiohung die Form 
geben: 


+» 


( 10 ) g-(x) - (-Z-Y+y,^ l _ 

v J \Bin sea/ {x — v)* 

Man hat nun: 


sin n{x +1) — — sin ax, 
nnd daher: 


+ 00 -f-00 

yi _ i __ y: _l_ 

((x + l)- v )‘ j£Li(x—(v — 


«)' 


+ a# 



( n ) 9"(z + i)-g"{x), 

d. h. g'\x) ist perioiwch, hat die Periode 1. Hieraus folgt, deB diese 
Function ihren gesamten Wertvorrat scion annehmen mnfl, wenn « nor 
alle Stellen tinea Periodenstrafens durcblauft, etwa denjenigen, welcher 
bestimmt wird durch die Bedingnngen: 


( 12 ) 


* — I + v* i 



o ^£<1 

00 ^ V ^ + oo . 


Insbesondere mflBte sie, falls sie absolut genommen (iberhaupt be- 
Itebig grofie Werte annimmt, solohe Werte sohon innerhalb des durch 
die Ungleichungen (12) charaktensierten Periodenstreifens annehmen, und 
zw-ar konnte sie als ganee Funktion von x nur gleichxeitig mit \x- also, 

4,1 *** 4/ 1*1 eKaf qIIa fir an <y An -wnnliRAn 
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Man hat nun aber: 

, -n * 7^)^— e —«(£-•- »/*)* e -*V e ^i_ e rt,, e -rtU 

sinjr(§ + 171 ) —- 


St 


St 


mitliin ganz unabh&ngig yon der Wahl des £: 

|Bin se( 5 + i?i)l \ #*i\ =» -|-(e rt l'/l - e-*!'/ 1 ) >*|i;| 

und daher fflr jedes jj: 


< — 
^ hr 


|Bin*l§ + Tjt)| 

also schliefilich gleichmafiig fiir alls £ insbesondere ftlr diejenigen des In- 
teryalla [0 ; 1]: 

(13) lim -—- — 0. 

Ferner ist: 


+ oa 


+ » 


+ 00 


— 2} 6 — v + tj» "" 2l(v — g)*-|- ?j* 


I 21 (£ + ii» — *0* 

— 00 

mithin, wenn 0 ^ 1 und von vomherein 1771 > 0 angenommen wird: 


+ oa 


2 (6+1JS — v)* < T,« +2v , + n* + 2(r — i)* + n t = 2 2 v‘+ti•> 
-» 11 0 

< 2 ir 4 v + 2 i’v 


w+l 


Der letzte Toil kann durch Wahl von n, der erste sodann durch Wahl 
von •q beliebig Jclein gemacht werden, und somit wird: 


+» 


(U) 


um yi 

»/ -> ± OO 


(g + IJt —V)* 


0. 


wiederum gleichm&ftig fflr alle £ des Intervalls [0,1]. Mit Beuutzung der 
Gleichungen (13) und (14) liefert dann GL (10) in dem bezeichneten Um- 
faog die oben angekflndigte Beziehung: 

(I 5 ) + 

aus weloher auf Grund des zuvor Gesagten hervorgeht, dafi g"(x) be- 
8chrarikt sein, also naoh dem in § 52 Nr 3 (S. 392) bewiesenen Satze 
sich auf eine Konstante reduzieren mull 1 ), die aber mit Rflchsicht auf 

1) Die hier benntzte Sahlufivreise lftflfc sich offenbar in den folgenden Satz 
zueammenfassen: Eine eindentige periodisehe, innerbalb eines einzigen Perioden- 

B Lr0 lffiD H 7) 7l*f K1 Ol K flTldfl T?n nbtl Ad VAlliiMi Al4 ai nit A «f AmA V 
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Gl. (15) mir die Null sein karm. Man findet somit: 

(16) g''(x) = 0, 

woraus dann weiter folgt, daB auoh g\x) eme Konstante sein muB ; etwa; 

(17) g'(x) = c. 

Nun ergibt sich aber aus GL (9): 

00 

,, v COBSt X , 1 . 2® ,, v 

/(-*)--*• + 5 + 2l--9 (*), 

1 

also mit Benutzung von Gl. (17) (wegen: g (— x) = g'(x) — c): 

c = — c d. h. c — 0, 


und daber: 
(18) 


= 0 


Danach mufi scbliefilicb auoh g(x) eine Konstante sein, und zwav, da 
g(sc) kein konstantes Glied enthalten sollte: 

(19) g{x) = ^(0) — 0. 

Iufolgedesseu nimmt jetzt die in Gl (7) gegebene Produktentwick- 
lung ffir sin at® die folgende Form an: 

00 

sin arse = C • x • II(x) = C ■ %]*J (l ~^») • 

T 

Schreibt man, um noch die Konstante G zu bestimmen, diese Gleichung 
folgendermafien: 




a*\ aims a; 


_,/i (*«)* , \ 

“l 1 “ TT + ~Ji- )’ 


so ergibt sich, indem man x = 0 setzt: 

0 — n , 

und man findet somit als Endergebnis die folgende Produktentwiokelung; 

00 

(20) Bin nx = stx • H('-$ 

i 

oder auch, wenn man nx durolf %, also x durch — ersetzt: 


oo 

sina; — x ]7[ (l — 
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■Substituiert man hier nooh ~ fflr x und benutzt die Beziehung: 


. x* e 2 — e 8 1 — e v 

Bm Y - 2~t -£ » 

2t e a 


bo geht ana der Gleichung (21) nach Mnltiplikation mit (— 2 ie s ) nocb 
die folgende hervor: 

( 22 ) + 

1 

4. Analoge Betrachtungen, wie die znvor angestellten wttrden zur 
Produktentrwicklung von cos sex ftthren. Man kann indessen dieses Ziel 
mit Benutzung der fdr sin xx gefondenen Entwicklung sehr viel kilrzer 
in folgender Weise erreichen. Man bat: 

eo 

cos xx • sin xx =» g- sin 2xx = xxjvj ^1- , 

i 

also, wenn man das unendliebe Produkt in zwei solcbe (gleichfalls be- 
stSndig und unbedingt konvergierende) zerlegt, Ton denen das eine alle 
Faktoren mit geradem, das andere alle mit ungeradem Index v enthalt: 

cos*® • nn*s - ** • - ££) ■ fj (l - 

1 0 

-sin 


und daher: 




in tTbereinstimmimg mit der Tatsaohe, dafi cos xx die einfaohen Null- 
stellen x — ± * V '^ - I (v *— 0, 1, 2, ...) besitzt Ersetzt man wieder xx 
duroh x, so folgt weiter: 

(24) <*>**- 

0 

und hieraus durch Substitution von ~ statt x mit Benutzung der Be¬ 
ziehung: 

0 0 

ait e s -[- « s e*+l 

008 t -r-- 
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nadi Multiplikation mit 2e 2 : 

(26) «-+l = 2^7T( 1 + (s?fW«)- 


§ 66. Das Wallissche Prodakt mid die Lelbnlzsche Reihe zur 
Darstellnng you Die Stirlingsche Formel fiir nl. 

1. Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen setzen uns in den 
Stand, die Zahl st nunmehr auch durch Grenzwerte rationciler Zahlenfolgen 
darzuatellen. 

Gibt man zunachst in der Produktentwicklung filr sin itx (GL (20) 
des vorigen Paragraphen) x den Wert so folgt: 

i ± 7T h _ ±.\ _?L Tl (2^ — i) (2y + i) 

1 2 I v i V 1 ivy 2 PI 2v 2v 

l l 

nnd daher: 


(1) a — pj (2v __ 


4 4 


2v 


2v 


1) (2*>-|-l) 18 3 6 


\v — 1 2v + l 


'*) 


eine Beziehung, welche nach ihrem Entdecker als die WaUisBche Formal 
bezeichnet wird. 

Eine Produktentwicklung fdr y von ahnlicher Einfacbbeit ergibt 
eicb aus der namlichen Produktdarstellung von sin %x durcb die Substi¬ 
tution x = -\, wenn man nocb beachtet, dafl: 


sin — ■= cos | 

4 


‘(f - t) - “"T “ V 1 - Bm ‘i - T y* 

Danacb wird zunacbst: 

i i 

also: 

WT-VSjffcr 


iv iv 


(4i»-l).(4i» + l) 


— t/2 . — - . — —.. 

f » R <J Q 


iv 


iv 


8 6 7 9 iv — 1 4v-fc-l 


1) Genau genommen hdtte man znnAchst zu setzen. 


Da aber 


*_ _ /2 2 \ / 4 4\ / 2v 2v \ 

2 \1 ' 8 / \ 8 6 / '" Uv —l'Sv + v' 


lim 


2v 


lim 


2v 


' oc 2 V — 1 ) -►oo 2v 4- 1 


1, so darf man die Klammem weglassen. 
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Die Vergleichung der beiden Formeln (1) und (2) gibt beilaufig bemerkt 
eine der TPaWtsschen Formel verwandte, merkwtirdige Produktdarsteliung 
von ]/2. Trennt man namlich in dem nnendliohen Produkte (1) die 
Faktoren nut geradem Index von denjemgen mit ungeradem Index 
(was infolge der unbedingten Konvergenz des Gesamtproduktes gestattet 
ist), so wird: 

oo 00 

3t TT~r(4»< — 2)(4*’ —2) T~T 4v 4v 
T “ rl (4v — 8) ( 4v — 1) ’ 1 V 1 ( 4v — 1) (4* + 1) 

l l 

und daher mit Benutzung von Gl. (2): 


(3) V2-f[ 
1 


(4v — 2) (4 w — 2) 
(4i> — 8)(4v — 1) 


2 1 1 
8 ' 6 ' ? 


4v — 2 4v — 2 
4 v — 8 4v — 1 * 


wie sioh tlbrigens auch aus dem Kosinusprodukte durch die Substitution 
x =■ -j- ergeben wflrde. 

2. Um auch eine ifetTienentwicklung ftlr % zu gewinnen, gehen wir 
auf die Gleichung (9) des vorigen Paragraphen zurtlok, welcbe infolge 
des Ergebnisses <f(x) = 0 (s. GL (18)) jetzt in die Form gesetzt werden 
kann: 

00 00 

(4) X^OOBXX a ± _ aa = Jl _ V, ( 1 _ 1 \ 

^ ' Bin ItX X v * — X * X — X v-\-x) 

1 1 


Setzt man hier wieder x = so ergibt sich: 


also: 

( 5 ) 


* - 4 - iiqn) 



4 ’S» + X “ ®^T(4« + l)(4« + ») 


Diese in der ersten Form (als sogenannte*Ze*&m*sche Beihe) nur bedingf , 
in der ztceittn dagegen unbedingt konvergierende Beihe ist freilioh wegen 
ihrer verhaltnismaflig langsamen Bonvergenz (wie Qbrigens auoh die unter 
(1) und (2) mitgeteilten Produktentwiokiungen) znr wirklichen Berech- 
ttung von n mit emigermafien ausreiohender Genauigkeit aufierst unge- 
eignet. Immerhin ist durch die Formeln (1) und (5) die prinzipiell 
wichtige Aufgabe, die Zahl n als Grenzwert rationaZer Zahlenfolgen dar- 
zustellen, nicht nur in iheoretisch befriedigender Weise gelost, sondem 
die Beihe (5) laBt sich mit Hilfe elementarer Transformationsmethoden 



496 AbBchmtt I. Eap VI Die elementaren transzendenten Fanktionen. Nr.) 


leicht in sehr vid rascher 1 konvergierende und zur Berechnung you a 
praktisch brauchbare umformen (vgL I 2 , § 61, @.443 und insbesonden 
S. 449, wo eine Beihe angegeben wird, die scbon durch Summation ror 
4 Gliedern at auf 4 Dezimalstellen genau liefert) Im flbngen liefert du 
Analysis noch mannigfacbe andere, zum Teil noch wesentliob yortei! 
haffcere Berechnungsformeln Man findet: 

(6) at - 3,1415926535 ... 


3. Schreibt man die WdUisache Formel (1) folgendermaBen: 


so folgt: 

(?) 


at -= 2 lim 

n ->-oo 


2* 4* • (2w)» 

I s 8* • (2n — l) 1 ' 


-21im f- 

n->oo \1 

- lim (( 

»->0Q \\ 


2 n • w! 


8 

2 i» 


• (2w 
(w!)*v8 


(2w)! 


=u>- 


i 

2w +1 

1 , 2 n 

-— ■ Inn -—;— 
2« n+« 2w -f"l 


y% =■ 


lim 2 Sn . n~ * 

n->oo 


Ml 

(■*»)! ■ 


Wir kntipfen an diese Beziehung die Herleitung der sogenanntffl 
/Stirhngschen. Formel, die zur naherungsweisen Berechnung von ul bd 
verhaltnismBilig grofien Werten von n dienlich ist bzw. einen infinitum 
Ausdruck ftir n! liefert. Man hat identisch: 


(» 1 ) 


s l 8 2 8 - 8 7 ---(w— 1) 8i, - 1 .w* w + 1 
== l 1 -2* 8“ ( W _1) >B “ 8 w 8n_1 

1\B /2\® /w—IX 8 "- 1 


-(D-(D-(^) 


n 


Sn+l 


und daher: 

( 8 ) 


n — 1 


HkriY +l 


Um das rechtsstehende Produkt umzuformen, gehen wir yon der Idea- 
titat aus: 

v 2v 2v -f- 1 


- (! - 2^Vi) i 1 + aVTi) 


^ »» + l 2v + l 2v+2 

und benutzen sodann die ftir | re | < 1 geltenden Beziehungen: 


-2- t * X -Jj? (_1)i T 

(10) 1 — x = e 1 , 1 + & — e 1 

deren erste aus: 


— a) 


--Tzr- x = -2 x> ~ 1 ~ I> ’{~2i ^) ( * <1) 


1 — X 
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nach § 58, Nr. 4 (a. GH. (10) und (15)*), S 440) hervorgeht, worauf die 
Mveite durch Substitution von — % an Stelle von x sich ergibt. Man findet 
■hieraus. 

(l+(-l) i_1 ) T ■* 

(1 — %)( 1 + x)~ x — e 1 

-»*(i+3-irn ■**) 

— e 1 

und daher duroh Anwendung auf Gl. (9): 

v Sr + 1 ^ il+t \3v + lJ ) 

v + 1 e • ' 

also duroh Erhebnng in die (y + -|-)te Potenz: 

, , .’♦+ -(-JinVr T) 

l + V ' 

und scbliefllioh fQr das in GL (8) auftretende Produkt: 


n — 1 


<n) 

wo: 

( 12 ) 


h(^y h =^~' + ^’ 


W — 1 00 


s- 


1— . 

-|-1 \ 2 v + l ) 


21 


i l 


Es lafit sich zeigen, dafi 8 n ftir n —► oo in eine Iconvergierende iterierte 
Reihe tlbergeht, also ftir n —► oo einen endlichen Grenzwert besitzt. Man 
bat zunaohst ftir jedes p — 2, 3, ... 


H+p 00 


n +p oo 


n 1 


91 1 


<wo 0 < ce < Dabei ist: 


^?(a» + l) “ (2* + 1)* — 1 — lv(v + 1) “ 4 (v i» + l) 


1) Danaoh wflrde eioh znnUchat ergeben: 

-St * 1 

1 —co — C' e 1 

£)ie Substitution oo =- 0 liefert aladann: 

C—1. 
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und daber fflr p —► oo: 


(is) . 22 l *rF^(i^T) u< h2(T-vTil-s:- 

« 1 x 

Hiernach kann man setzen: 

(M) 52iirrfcTT)“-». 

i l 

wo 8 eine bestimmte positive Zahl vorstellt. 1 ) Die Ungleiohung (18) 
nimmt alsdann die Form an: 

n* 

bo dafi also: 

( 16 ) 8 *> a ~m- 

Andererseits ist offenbar: 

(16) 8,<8, 


da die aus lanter positiven GUiedem bestebende Summe 8 n mit n monoton 
znnimmt. Auf Grand der Ungleichungen (15) nnd (16) kann man also 
setzen: 


(17) 


». 




wo 6*,, eine von n abhangige, zwischen 0 nnd 1 liegende Zahl bedeutet. 
Ffihrt man diesen Ausdmck (17) in die Gleinhung (11) ein, bo wird: 



wo C-j 1 * eine von n t mdbhdngige Konstante bedeutet, und es gebt 
somit Gl. (8) in die folgende fiber: 

(19) nl — 0-» n+T -e b+18b (0<‘8- b <1). 

Die aus der WaUisBchen Formel abgeleitete Beziebnng (7) kann 
nun dazn dienen, tun die nrsprfinglioh in der Form e L ~ 8 gefundene Kon¬ 
stante 0 anderweitig zn bestimmen. Erbebt man Gl. (19) ins Quadrat, 
so folgt: 

(»!)*- C a * n ,B+1 * e” lB + *^. 


Andererseits findet man ans GL (19) durob Substitution von 2n ffir «: 

/o \1 n o ln+ *- ,b+ -9- - ,b+ St 
( 2n)l -C'2 * • n 8 • e Un 


1) Vgl. die Fufinote 1 auf der folgenden Seite. 
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nnd daher: 


(2«)I ^ c 71 e 


Durch Emfttkrimg dieses Ausdrucks in Gl. (7) ergibt sick also: . 


d. h. 
( 20 ) 


Yx = lim 0 ■ 2 ' 9,n) ^£ 

»-> 00 ' 

C-V2x x ). 


Dureh Einsetzen dieses Wertes in Gl. (19) gewinnt man schlieBlioh die 
oben als SUrlingsche Formel angekflndigte Beziebung: 

(21) nl =]/2« • «” +Y - e _n+i *" (0 < «■„< 1) 

Man hat hiemaoh fdr n ->■ oo : 

(22) 12* 8-. «^}/2^.» n + i-e-" s ) 


1 ) Derails ergibt eiob: 


.1-5 


also 


i]/2*, 


fif— 1 —-j-lg 2 « 
2 ) Hieraua folgt mit BerfloksiohtigTmg von: 


dafi: 


Ujj j y(S*iO+—1, 


(BezBglioh der Bedentong dea ZeiohenB ^ vgl. I t , § 87 , Gl. ( 11 ), 8 287 .) frbrigens 
l&fit rioh diese f&r manohe Zweeke ntttzliche Formel anoh merklioh kftrzer her- 
leiten. Man bat znnllobst: 

«•_ y, =:>=?, 

v\ n! 1 


also. 

(1) 

Andereraeits ist: 


n! 


also: 

W 


n! >n B e“ n 

l a -2 a 8* ..(n —l)*-n" +1 
2* • 8 a • • • (n —1)"~ 1 n B 

-«)'■(!); 

— 1 S^- 

n! <n B + 1 
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und (wegen: 1 • 3 • 6 • • • (2n — 1) = : 

(23) 1-3-5- -(2»-l)^|/2.(2n)"-e-». 


0D ^ 

§ 63. Zusammenhang der Reihensummen S 2k = ^ (~) und 

i 

00 

fi ajl x iX . — Die Bernoullischen Zablen. 

i 

1. Entwiokelt man das unendlicbe Prodnkt der Formel: 


am nx 


xx 


in eine Reibe naoh Potenzen yon x* f so ergibt sich dorch YergleichuDg 
des Koefflzienten yon re* mit demjenigen der Reihenentwicklung: 


die Beziehung: 

(i) 


auutflo * w*®* 

1 8 !~ + ~W 


nx 


Mr-* 


Analoge Beziebnngen f(ir Reihensummen von der allgemeinen Form 

40 

2 ( ^ sind anf diesem Wege offenbar nicht zu gewinnen, da ja bei 
i 

der Umformnng des obigen Produktes in eine Reihe unendliebe Reihen 
von Kombinctiionen k ter Elasse der Zablen ^ (y — 1,2, 3,. .) als Koeffi- 
zienten der Potenzen x 8i erscheinen. Das gelmgt hingegen, Tvenn wir 
Ton der durob Derivation ans der Produktentwicklung von sin year her- 
vorgehenden, im vorigen Paragrapben bereits als GL (4) (S. 495) be* 
nutzten Beziehung ausgeben: 




ooa xx 
tin xx 




^wegen: (l + ^) F+1 >«, vgl. 8 88, UngL (10), S. 199^. Ans (1) und (8) folgt 
waiter: 

and £aher fflr n-*-oo, wie oben: 

\n\ = n e' 1 
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welche durch Substitution Ton x Bn Stolle yon xx in die folgende flbergeht: 


( 3 ) 


2^_i.( , i_2 y , , f 

sin® x \ v*** — x*J 

1 


Unterwirffc man x der Bedingung | x | < jc } so hat man: 


y x* y x* x** ST’ ^ 

^/ V y 1 ** — X* ivl Jrn 


X* 1 


Da es anf Grand der absoluten Konvergenz dieser Beihe and des Oaucky- 
sohen Doppelreihensatzes freisteht, die Beihe durch Yertauschung der 
Summationsfolge nach Potenzen von £>zn ordnen, so wird: 


1 11 1 
wenn gesetzt wird: 


a 


(B) (*- 2 . •••)■ 

1 

Durch Eipsetzen dieser Entwicklung in GL (3) ergibt sioh also: 


(«) •«»*“) (l-K-) 


und hieraus wQrde dnroh Multiplication mit sin x nnd EinfQhrung der 
Potenzreihen fQr cos®, die Beziehung: 


(?) 




und nach Ausfflhrung der Multiplication durch Yergleichung der Koeffi- 
zienten ron eine BeCnrsionsformel fQr hervorgehen. Es erweist 
sich indessen mit BQcCsicht anf andere, mit der rorliegenden zusammen- 
hangende EntwioClungen als zweckmafiig, die AusfQhrang der Bechnung 
nooh folgendermaflen umzugestalten. Wir ersetzen in GL (6) x durch y, 
so dafi also: 


( 8 ) 


a 

COB — 




nnd fQhren an Stelle der S ti Zahlen JB X ein durch die Beziehung: 
1 


( 9 ) 




” (31)1 " 


also: £L 


0 «-i 
2 ■» 


2X 


(n)\ 
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Dnrch EinfDhning dieser als Bernoullische Zdhlen bezeichneten, in zahl- 
reiohen analytiacben Entwicblungen vorkommenden Zahlen JB X nimmb 
G1 (8) die Form an: 


( 10 ) 


X 


COB - 


. id 

am — 




und, wenn man diese Gleichung mit der folgenden: 

cos — siny =yflma; 

mnltipliziert: 

(11) •« , t- ! t ! (i-^?P 5I b »- m ) 

Substituiert man fUr cos a y (==y (1 +cob#)) und die entspreohea- 
den Potenzreihen, so ergibt sick nach Vertauschung der beiden Glei- 
cbungsseiten: 

(12) (l + j^-l)*.^ 

und hieraus doroh Multiplikation der beiden links stebenden Reihen nach 
der Cauchy scben Regel and Vergleichung der Koeffizienten von x u die 
Rekursionsformel: 

“ (21)1 + 81 (21— 2)1 ~ 51 (21 — 4)1 ' 

^ ^ ( 21 — 1)121 -® 1 + *■¥ ‘ ( 21 + 1)1 “ ^2 < 21)1 ’ 

welcbe durch Multiplikation mit — (2 A + 1)! und Transposition des lets* 
ten Gliedes der linken Seite auf die rechte die Form annimmt: 

(18) (21 + l^B, - (21 +l),^., + (21 +1 \B t _, - 

+ (-iy->(21 +1),,.,^ - (_iy-• «=i■ 

2. Diese Rekursionsformel l&fit sofort erkennen, dafi die rationak 
Zablen sind; dafi sie andererseits durobweg positiv sind, zeigen sohon die 
Gleiobungen (9), aus denen jetzt zugleiob hervorgeht, dafi iS sz (wie achon 
oben fttr A — 1 erkannt wurde; s. GL (1)) fttr jedes positive ganzzablige 
A ^ 1 ein rationales Multiplum von sr 8 *. 1 ) 


1) Eb verdient hervorgehoben zu werden, daB far die Sommen JSsa+i 
Hhnliohe Beziehungen zn it oder zu irgeudeiner anderen fasten Zahl bisher nieht 
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Man findet z. B. ana der Rekursionsformel (13) f£Lr k — 1, 2, 3, 4: 
SB) - y also: B l — ^ 


(13a) 


B,-h 


5 B, - 10B,-1 

7B, -85B, + 21B 1 -| 

9B, - 84B, + 126 B, - 36B^-f 

und daher mit Benntzung yon (9): 

(14) S,-£, *-£, B.-&, usf. 

Beachtet man nooh, dafi (fdr x 2): 

( 2 ^ 1 ) +2 (^j) " 8 * + $r s x* 

wenn gesetzt wird: 

OP 

<i6) (*- 2 - 3 - 4 - ■•). 

no folgt: 

(16) 

nnd daher: 


J. 

so 


(16a) 


St “ A ' 


It * 


960 


ft 


17 *® 


8 161280 


, Uflf. 


3. Wie die Anfangswerte der BernouUiBchen Zahlen B x (s. GL(13a)) 
aeigen, findet bis B a ein Abnehmen statt, wShrend 2? 4 > B a ist. Als weitere 
Werte findet man: 

sie sind also mnehmend. DaB aber die Zunahme nnnmehr eine bestandige 
bleibt, l&fit sieh leioht aus Gl. (9) ersehliefien. Danaeh hat man: 


00 fr- .JV'V fl 


ai» 


also: 


. B k + i ^ (1 + 1) (21 + 1) fra+s 


2 ** 




Non ist fQr x ^ 2: 

S .- 1 + ^ + ^ + -"<l + jrr.(^ + i i i + '")-l 

S,> 1‘) 


»* — 9 f 


andererseits: 


bekannt sind. Man hat nooh nitht einmal feitstellen kflnnen, ob sie rationale Oder 
irrationale Zahlen sind. 

1) Ans diesen beiden Ungleiohnngen fdr S K folgt. 

lim S u ”■ 1. 
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und daber, wenn man die.erste dieser Ungleichungen auf S ik , die zweite- 
auf S il+i anwendet: 

a®) 

Da femer (ygl. § 65, Gl. (6), S. 496): 

*»< (3,15)* < 10. 

bo folgt aus der zweiten d6r Gl. (17), dafi: 


(21 + i)(l + l) _2 

B l ^ 20 2 ai 


2 ai ~* + 1 


und daher schon fQr X 3: 


28 lfl 112 n 
B x ^ 20'17 ™ 86 ^ 

1m abrigen zeigt die UngL (19), dafi die B l mit wachsendem X aufier- 
ordentlich schneU wacbsen und dafi lim B l — + oo. Um einen Begriff 

von der rapiden Zunahme zu geben, mftge angefilbrt werden, dafi sdhonr 

B n = und dafi B n im Nenner gleicbfalls die 6, im Zahler aber 

bereits eine 38stellige Zahl enthalt. 

Will man zu der unteren Scbranke (19) flir das Zunahmeverhaltnis 

— jJ - auch eine obere binzuffigen, so ergibt sich, da die 8 X mit wacbsen- 

dem x bestandig abnefmen , also: 


( 20 ) 

aus Gl. (17): 
( 21 ) 


J i+i , (i + i)(ai+i) 
B l ^ 2 x* 


Um auch. die B 2 selbst m abersichtliche Grenzen einzuscbliefien, bat man 
fttr X> 1: 

lc^cs.-^ 

und findet somit aus der ersten der GL (17): 

/ r oo'| O^) 1 s’B 

(22) a .i-r ,53 <J, ‘ < J • 


und daher ana der zweiten Gl. (17) fflr X -> oo: 

... & 

Bl -*>’ 
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§67 Gebrochene transzendente Funktionen. — Darstellnng der 
elementaren Fnnktionen dieser Gattnng: cot x, tang x, cosec oc, 


sec x nnd 


l ± 4 * 
genten- nnd 


dnrch Partialbrnch- nnd Fotenzreihen. Die Tan- 
Sekantenkoeffizienten (Enlerschen Zahlen). 


1. Nach Analogic der Definition einer gebrochenen rationalen Fnnktion 
ala Quotient zweier ganger rationaler Fnnktionen (dessen Zahler sich auch 
auf eine Konstante reduzieren karrn) bezeichnen wir den Quotienten zweier 
ganzen Funktionen, yon deiien mindestens erne eine transzendente ist, als 
gebrochene transzendente Funktion. Dabei ist zu beacbten, dafi ein solcher 
Quotient sich auf eine ganze transzendente Funktion reduziert, falls der 
Nenner eine ganze transzendente Funktion ohne Nullstellen, also von der 

Form ist (vgl. S. 444 Fufln. 1), da deren reziproker Wert ■ e~ 0{ ^ 

gleichfalls eine ganze transzendente Funktion ist; und dafi wir, falls der 
Nenner NuUstdlen in endlicher oder unendlicher Menge besitzt, ein fflr 
allemal annehmen wollen, dafi Zahler und Nenner Jceine gemeinsamen Null- 
stellen haben. Unter dieser Voraussetzung ist jede Nullstelle des Nenners 
ein Pol der entsprechenden Ordnung fiir den reziproken Wert des Nenners 
(vgl. § 57, Nr. 2, S. 431), folglich auch fur den betreffenden Quotienten. 
Eine solche gebrochene transzendente Funktion ist also in jedem end- 
lichm Beretch bis auf (rationale) Pole regular , wahrend die Stelle x — oo 
fiir sie stets eine wesentlich smguldre sein mufi. 1 ) Dies ist unmittelbar 
ersiehtlieh, wenn der Nenner unendlick vide Nullstdlen besitzt, da als- 
Hnnn die Stelle oo ftir die Funktion als Hdufungsstelle von Polen er- 
scheint Es ergibt sich aber auch fiir den Fall einer nur endlichen An- 
zabl von Polen aus dem Umstande, dafi andernfalls die Funktion sich 
auf eine gebrochene rationale reduzieren mlifite, bzw. sich von einer 
solcben nur dadurch unterscheiden kOnnte, dafi Zahler und Nenner mit 
ein und demselben Faktor von der Form e°W multipliziert sind — ein 
Fall, der in dem vorliegenden Zusammenhange selbstverstandlioh auszu- 
scheiden hat. 

Es wird spater gezeigt werden, dafi auch umgekehrt eine eindeutige 
und lm Endlichen bis auf Pole regulare analytische Funktion mit der 
einzigen wesenfl/ich singtdaren Stelle oo im Sinne der oben gegebenen De¬ 


li Bei Anwendung der in FnBnote 2, S 480 erw&hnten Tenninologie pflegen 
solobe Fnnktionen Bobleohtbin als „meromorphe“ bezeichnet zn werden, was eigent- 
licb nicht korrekt ist, da sie doob nnr im Endlichen meromorph smd. (Bei kon- 
eeguenter Anwendung einer solcben Terminologe bfi,tte man ganze rationale oder 
transzendente Fnnktionen scbleobthin als 1 ,holomorjphe“ zu bezeiobnen.) 
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finition eine gebrochene ftanszendente FunMon ist d. h ala Quotient zweier 
ganeen Funktionen, von denen mindestena eine transeendent ist, dargestellt 
werden kann. Dee weiteren wird sieh allgemein ergeben, dafl eine solche 
Funktion, ahnlich wie eine gebrochene rationale Funktion, in eine (end- 
liohe oder im Torliegenden Falle aucb unendliche) Beib.e von Partial- 
Iruchen mit eventnellem Hinzutreten einer additiven ganzen Funktion 
zerlegt werden kann. An dieser Stelle Boll indessen eine Bolche Zerlegung 
nur ganz direkt fttr gewisse ana den elementaren ganzen transzendenten 
Funktionen cos*, Bin a;, e* zusammengesetzte „elementare? { gebrochene 
transeendente Funktionen durchgefilhrt werden. 

2. Wir definieren zunachst, genau so wie dies in der Trigonometrie 

fQr reelle Werte von * gescbiebt: 


(1) 

, COB X I 

oota! -s^( 

t 

=m % 

\ 

e ixi + 1\ 

(2) 

, Bin® 

ta ng3“^' 

(~ 

. e ixi — V 
1 ' e* xt + b 

(») 

i i 

(-2i 

■ ^ \ 

COBBCS-g^l 

t? mi — i/ 

(4) 

1 

(-2. 

S' ). 


e ixt +V 


Alle vier Funktionen sind periodiscb, Bee* und cosec x, geradeso wie 
cob* und sin* mit der Periode 2sr, dagegen cot* und tang* mit der 
Periode sr, wegen: cob (* + sr) - - cos*, sin(* + sr) — — Bin*. Ferner 
haben zu Polen cot* und coseo* die Nullstellen von sin *, also die Stellen 
x — vnt (y — 0, ± 1, ± 2,...), tang * und sec * die Nullstellen von cos®, 

B 1 B0 die Stellen * - ^^*(* = 0, ± 1, ± 2, .. .)• AuBerdem baotra 

sie alle. vier die wesentlich singiddre Stelle * — oo, und zwar zugleich sis 
Haufungsstelle von Polen. In der Nahe dieser Stelle wird (wie am eiu- 
fachsten aus der Darstellung durch Exponentialfanktionen erkannt wird) 
von cot * und tang * jeder Wert aufler ± i, von cosec * und sec * jeder 
Wert aufler 0 unendlich oft angenommen. 

Urn die Formeln fttr die Zerlegung in Partialbrflclie moglicbst ein- 
fadi zu gestalten, empfiehlt es sicb, ax an Stelle von * als Argument 
einznftLhren. Die Darstellung von cot ax durch eine konvergierende Reihe 
von Partialbrilcben ist Bohon in GL(4) des vorletzten Paragraphen (S. 446) 
enthalten. Danach ist: 
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Die Reilie konvergiert nach Ausschlufi der Stellen rc = 0, ± 1, ± 2, ... 
m jedem endlichen Bereiche, etwa ftir \x\<LR, unbedingt und gleichmafiig 

^wegen: \ ^ fUr v a > 2 R 8 ^, und das namliche gilt 

nach Absonderung des einen Giliedes — bzw. eines einzelnen Gliedes von der 

oc 

2 

Form x rz ^ v t die fibrig bleibende Reilie auch noch an der Stelle x ■= 0 

bzw. x — -± v und deren Umgebung, wahrend das abgesonderte Glied 
die betreffende Stelle als einen Pol erster Ordnung cbaraktensiert 

Fa 6 t man im Anschlufi an die zweite Scbreibweise dei Reihe (5 a) 

ieden einzelnen der Bniche — 1 — und — 7 — als ein Glied der Reihe auf, 

so erweist sich die auf der paarweism Zusammenfassung von ■ und 

- beruhende Konvergenz lediglioh als eine bcdingte*), da ja jede der 

—-— und —t— divergiert (wegen: —j— *— 

X— V S-j-V 9 \ ° X±v 

Man kann mdessen mit Hilfe eines Yer- 


einzelnen Reihen 7 ,- 

JmmJ X— V 


+ — T -- 

V 


, s. das 


fahrens, das sich spaterhin als typisoh und wichtiger Verallgemeine- 
rung fahig erweisen wird, namlich durch Hinzuftigung gewisser Zusatz- 
glieder , die Reihe so uniformen ; dafi sie auch bei Trenmmg der entspre- 

chend abgeanderten Bestandteile x j_ v und unbedingt konvergiert. 
Man hat namlich identisch: 


, _J_ ( l , 1 \ , /_J_J_\ 

X — V ^ x-\-v \fl3 — V ‘ V ) ' + V V } 


v(x — v) v(x -j- v) 


Dabei bildet jetet 755 ^, wegen lun **• | 75^75 


Id, das all- 


gemeine Glied einer fOr jedes mcht ganzzahlige endliche x unbedingt kon- 
vergenten Reihe 8 ). Beachtet man noch, dafi: 

yj_i _y/ 1 . i) y « _y _ 

\« + v v I \x — v ' v ) ’ dU v(ae-\-v) v(x — v) * 

so lassen sich, wenn man noch bei den Gliedem mit negativem v die 


1) Ygl. auch § 29, Nr. 8 (S. 240), 

2) Ganz analog, wie bei dem Binuaprodukt J7( i -t)( i+ v) ! rg1 

S. 488, Fufio 2. 

3) 1st x eine gauze Zahl, etwa x<=n (wo n ^ 0), bo hat man nnr das erne 

Glied - ■ - X -—- (als fdr x=*n unendlich werdend) aua der Reihe auezuschliefien, 
n(x — n) s 

nm die restierende Reihe konvergent zu znaohen. 
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Reihenfolge umkehrt, die beiden in GH. (5 a) angegebenen Reiltenformen 
anch durch die beiden folgenden, in gleichem Umfange unbedmgt und 
gleichmhftig konvergierenden ersetzen: 


(6b) +2'{^+ v) “ ^ 


(wo wieder der Akzent die AnsschlieBnng des Indexwertes v *=» 0. an- 
zeigen soli). 

3. In analoger Weise, wie die Reihen (5 a) vermoge der Beziehung': 
^ • cot xp sich aus dem Sinusprodnkte ergeben haben (vgL 
§ 64, Nr. 3, S. 489) findet man ans den Beziehnngen: 


D m COB ItX 


COS ItX 

die Entwicklungsformen: 


x tang xx nnd: cos xx = 


(6a) * ■ farng ** - ^ *,■-p,+ i)» 

- - Jl( _!_+_!_ )*), 

(S» + l) ^ 2®+(Sn+l)/ ’ 


1) S. 498, GL (28). 

2) Man b&tte anoh die Entwicklnng von tang itx anf Grand der Beziehung: 
tang itx cot x — 2 ^ aus der zweiten Reihenform (5 a) dnrcli die Substitution 

von ^— xj f&r x herleiten kOnnen. Dabei ergibt sicb aber eine durch das Anf- 


treten 


des isolierten Anfangsgliedes 



1 


2x — 1 


nnd eine entspreahende 


Verschiebung der za Faaren zuBammengefafiten Partialbrfiche eine ton der zweiten 
Reihenform (6 a) abweichende Entwicklnng, nnd es bedarf noch einer Umformung 
(Ahnlich, wie sie etwas waiter nnten bei der gleichfalls anf der Substitution 

—xj fflr x beruhenden Entwicklnng von sec itx dnrchgefflhrt wird), urn sahliefi* 
lioh zn (6 a) zu gelangen 

tbrigens l&flt sich die Partialbrnchentwicklnng von tang nx ans deqenigen 
von cot itx auch vermittelst der Fojmel: 


tang a cot a — 2 cot • 2 2 


herleiten, welche letztere sich ans der Beziehung ergibt: 


tang 2 — cot 2 


sin 2 cos 2 
cos 2 sin 2 


— cos 22 

1 . n 

— sin 2 2 

a 


— 2 cot 2x. 
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deren zweite vermittelst der Zusatzglieder 4- „ 2 , . und — , a . - , und 

° a*»+i 2 v + i 

der Beziehung: 


2 2x 


+ (2v + l) 2v + 


1 —(2v —1) "*■ 2v — l) 

-fl( _!_+ _!_) 

^ V2« — (2v + l) ^ 2ir + l/ 


die Umformung Hefert: 

(6b) % tang %x — 


- '+tJ 

+ 00 

*X 

(2v -f 1) (2a — (2 v + 1» ‘ 


Zur Herleitung der Partialbruchentwicklung von cosec nx geht man 
am zweckmafiigBten von der Bezielmng aus: 


cosec x — 


sin x 


. X . .X 
008* — -f- Bin 1 — 


„ . X X 

2 am — cob — 
2 2 


-Hoot !• +tang !) 


Benutzt man die zweite der Reihenformen in Gl. (5 a) und (6 a), so ergibt 
sicb zunachst: 

**m*n.-± +i?fe + STC) ~2 t^+D + i+^+i))> 

kiirzer geschrieben: 


(7 a) * oosec «x -■| + 1)'^+" i +2<~ 1)* • jnT 7 > ■ 


Yon der ersten dieser Reihenformen ausgehend gelangt man durch 
genau dasselbe Verfahren, wie bei der TJmformung von (5a) in (5b), zn 
den folgenden Reihenformen: 


(7b) * cofleotraf - i 1)' • + - 7 ) - £ 1)’ • 


V) 


Um schliefllich die entsprechenden Entwicklnngen fQr see itx herzustellen, 
benfltzen wir die Beziehung sec itx ■= cosec n ^— stj und finden dem- 

gem&fl durch Substitution yon ^— xj ftir x in die erste der Reihen (7 a): 
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(8») xeecxx -- t)- 1 ( a a _ (2 „ + i) + i ,+(ii - 1 ) ) 

_!_./_!_+ ('_!_ + 

2« —1 ^ \2a + l “ 2a? —8/ V2a> + 8 T 2« — 6/ T 

oder auch, indem man das SchluBglied jeder Slammer mit dem Anfaags- 

gliede der folgenden zusammenfaflt: 

(81.) *»e**-^(-l)'+>( s — 

A > 4x*— (2v + 1)* 

Dazu ist zn bemerken, dafi zwar die Reihe (8 a), wie schon aus ibrer 
Herleitung ans der unbedingt konvergenten Reibe (7 a) hervorgeht, un- 
bedingtf dagegen die Reihen ( 8 b) nor noch bedtngt konvergieren (wie die 
zweite der Reihenformen (8 b) unmittelbar erkennen lafit). 

Man kann indessen aus (8 b) durch Hinzufflgung von Zusatzgliedern 
unbedingt konvergierende Entwicklungen herleiten, am zweckmaBigsten 
in folgender Weise Setzt man die erste der beiden Reihen (8 b) in die 
Form: 

A 1 A 

£s.{2r<-«’- 1 ' + 2 <- 1).-. 1 t -- i 

-Irn^C-D ’- 1 


bo findet man weiter duroh Addition und Subtraktion von 


n- 1 




M-l 

lim 

n->eo 


II — 1 


\ x -{’ , + TI 


L -u+^V 2 Jr.2’(- 1 )’-^Vr 


V + Y 


Die erste dieser Summen gebt fttr n —► oo in eine nnendliobe Reibe fiber, 
deren uhbedingte Konvergenz sofort ersichtlicb wird, wenn man die beiden 
Klammerglieder unter einen Nenner bringt Fflr den Grenzwert der 
j eweiten ergibt sicb: 

‘ 17+1 ' 27+i 1 ’ 2* —l “ T 

(s. § 65, GL (6), S. 496). 
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Danaoh erhalt man schlieBlich: 


(8c) a bbcxx - % +^?(— IV- 1 / —— H 

vM'+t) *+t) 

+ 00 

=» * + _iv _i _ — _ 

nir ^Ll ^ (2v + l)(2® — (2v+l)) 


Die vorstehenden Reihen konvergieren geradeso wie die Beihen ffir 
% cot %x (GL (5 a, b)) in jedem endiicben, von den Nullstellen der Nenner 
befreiten Bereiche gleichmafiig und mit Ausnahme der Reihen (8 b) auch 
unbedingt. 

4. Aus der gleichmafiigen Konvergenz der obigen Partialbruch- 
reihen folgt anf Grand des Weierstrafi&Qh&n Doppelreihensatzes, dafi: 

cot icx -—. tang nx. cosec.s tx -—, sec nx, 

also mittelst Substitution von — fflr x auch: 


cot x — 


tang x, 


l 

oosec x -, sec a; 

x 1 


sich in Reihen nach positiven Potenzen von x entwickeln lassen, deren 
Konvergenzkreise am den Nullpunkt sich his zur nachsten singularen 
Stelle d. L bis zur nachstgelegenen Nullstelle der Partialbrachnenner 
erstrecken. 

Die Reihe fflr cot x ist hereits in GL (6) imd (9) des vorigen Para- 
graphen (S. 501) enthalten, namlich: 


( 9 ) (\x\<x) 


Die entsprechende Entwicklung fflr tang x laflt sich hieraus am ein- 
fachsten mit Hilfe der am Schlusse von Fufin. 2, 3. 508 bereits ange- 
fflhrten Formel: 

tang x — cot x — 2 cot 2x 
herleiten. Man findet auf diese Weise: 


(10 a) 2^) -TT • S, - tang a 


j) 

( 21 )! 




1 " 1 
oder auch mit Benutzung von Gl. (16) des vorigen Paragraphen (S. 503): 

>ai+i 


(10b) 


1 71 1 
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Diese Reihen nehmen die besonders zweckmafiige Form an: 

SD 

, 'SI ___ T x* l - x 

— > 


(10c) tang# 

wenn gesetzt wird: 

( 11 ) 3 




8 ai + 1 
Si 


°Si 


Die gewohnlich schlecbthin als Tcmgentenkoeffivienten bezeichneten Zahlen 
T x (dabei ist offenbar T x — tang< s * -1 )(0)) sind dann game positive Zahlen, 
wie sicb folgendermaBen zeigen lafit. Multipbziert man GL (10 c) mit 
cos x und setzt fttr cos x t sin x die entsprecbenden Potenzreihen ein, 
so folgt: 

$<■- ^ T ^' 

und bieraus gewinnfc man durcb Yergleichung der Koeffizienten von 

und Multiplikation mit (2 A — 1)1 die Rekursionsformel 1 ): 

(12) T x — (2 X -1 ) 8 (21 -1 \T X _ S -.•• + (- iy~\2X - l\ x _ t T , 

- (-1)^(1-1,2,3, ..), 

welcbe zeigt, daB T x eine game Zabl ist, falls T lf T t , .. T x _ x game 
Zahlen si&d. Da aber T x = \ } so bestebt die fragliche Eigensohaft all- 
gemein. Dafl fiber dies T x ^> 0 fttr jedes X, erkennt man unmittelbar aus 
der Definitionsgleichung (11). Aus der Rekursionsformel (12) ergibt 
sicb snkzessive: 

(12a) T t = 1, 2, T a - 16, 272, T 6 - 7936, T 6 = 353792, usf. 

Die Zahlen lassen vermuten, daB die T x mit wachsendem X aufierordent- 
lich scbnell zunehmen, was sich ganz allgemein folgendermaBen beatatigen 
lafit. Aus der Definitionsgleichung (11) folgt zunacbst: 

ITT 

(13) 


■i+i 


£ 1 - 21.(21 + 1 ) ^ 


l i ' ■ ' ' 

so daB, wegen: s iX+t > 1, s tx <, s, - ^ (s. § 66, Gl. (16a), 8. 503), sich 
ergibt: 

(14) ^ 1> e n(ai + i) (wo;b1<100)j 


1) Da naoh Gl. (11): 

jg, —_ h. __ r 

2 ai-1 (2 ai — 1) a ’ 

•o licfert Gi (12) zugleich eine BiekuruonsformeL znr Bereobnung der B x , welche 
mit der in § 66, Gl. (18) (8. 602) aogegebenen nrcht identisch. nnd fflx die Berech- 
nnng etwas beqnemer ist. 
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613 


also ein gleiohzeitig mit l aufierordentlich stark waobsendes Zunabme- 
verhaltnis. 

Die Potenzreihe ffir cosec x laBt sich am einfachsten mit Hilfe der 
flchon bei der Partialbrnchentwicklung yon cosec x beniifczten Formel 
{S. 509): 

cosec x =■ y (cot y -f tang y) 

aus den bereits zur VerfUgung stebenden Reiben ffir cot x nnd tang x 
ableiten Man findet mit Benutznng der Gl. (9) nnd (10a) ftir |a;| < a: 


(16) 


cosec 


1 -i s x**-i 

x x 2* Z -V Z ^ az 

X (2Z)I "l* 


5 Um soblieBlich aucb die Potenzreihe fUr sec x herzustellen, geben 
wir alia von der Partialbrucbentwicklung (8c), also: 

+ » 

* ■ B6C * +^(- I)'" 1 ( - y -jT H-5-j-\ • 

V' - r + Tj v+ t) 

Da sodann ftir |a?| <C nnd v = 0, 1, 2,... die Entwicklungen besteben: 


i_+ _?_ 

2« ^2v + l 


—('+t) ,+ t 


2»-fl 


Sv -j” 1 

- iter -. 


eo wild znnaobst: 

<16) * sec ** - « +2 (- 1 )’■]>* (jA-i)“ +1 • *• 


+ *> 


1 

+ » 


Da aber: 

+ ® 




v (— 1 )” v (—1)* , V (— I) r 

4V + 1)* + 1 ~-^(2„ + l)* + l + ^(_2y + l) x+1 

^ <** —1)“ +1 ^ 4 (■*“! 


—ly- 1 
if* 1 * 



614 Abechnitt I. Kap. VI. Die elementaren transzendanten Fonktionen. Nr 


BO folgt: 


(17) 


h 


c-ir 


*+1) 


*+l 


bei ungeradem x, 


2 " 2s *+ 1 bei 9**tem X (inkl. x - 0), 


wenn s* fflr jedes ganzzablige x ^ 1 definiert wird durch die Gleichung: 


(18) 



(-1)- 1 
(2* — l) x 


Diese Reihe konvergiert unbedingt sobald x > 1. Fttr x — 1 geht tie is 
die lediglieb bedingt konvergierende LeibntSBche Reibe (s. § 66, GL(5* 
S. 495) tlber, bo dafi also: 

(i9) «;-f 


Mit Benutzung der Gl. (17) and (19) liefert jetzt Gl. (16) fdr seo die 
folgende Potenzreihe: 

oo 

(20) % • sec nx — gg -f ^2 a * +a ■ s' 0 lj ,g“ 

i" 


(w<4) 

o 

und, wenn man sobliefilicb nooh X dorch ersetzt: 

OB 

(21) seoas = H-_22 ,J+, --%T' ; ' ,J 


Beztlgliob der Reibensummen s' x folgt zun&cbst aus ibrer Definitioaa- 
gleicbung (18), dafi fflr jedes x 1: 

( 22 ) + 

also insbesondere 

(28) s' < 1 filr jedes 1, bm s' ■*— 1. 

Femer ergibt siob: 

s * + l — 1)” 1 • { (SB V — 1)» + 1 “ (2v — 1)*'} 
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g 67. Die Reihen *J;i + 1 = (- l)”" 1 + 

Die mit altemierenden Vorzeicben behafteten G-lieder der letzten Reibe 
nehmen (unter der gemachten Voraussetzung x ^ 1) mit waobsendem v 
numeriscb bestandig ab. Man bat namlicb: 


v — 1 v (2v + /2 v-{- l\ a v v n 

^ m-- >7=1 ^ -^ 2 - 


Da aber die Reibe mit einem positiven Gliede beginnt, bo folgt, dafi: 


( 26 ) < + 1 -<> 0 , 

d. b. die Folge der Zablen 8 X nimmt mit wachsendem x bestflndig eu 
(namlich nach Gl. (19) nnd" (23) mit ^ ™ 0,785 ... beginnend dem 

Grenzwerte 1 znstrebend). 

6 Es lafit sicb nun waiter zeigen, dafi ahnlich, wie die Reihen- 
summen 8 IX sicb als rationale Mutiipla von it u ergaben, die 8 iX+x sich 
durcb rationale Mutiipla yon jt 2,1+1 ausdrflcken lassen (wahrend bier fQr 
die 8 tX geradesowenig irgendwelcbe nabere Angaben gemacht werden 
konnen, wie dort fflr die S iX+1 ). 

Um dieses Ergebnis abznleiten, bat man lediglich neben der in 
Gl (21) entbaltenen Entwicklung yon sec x nach positiven Potenzen von 
x nocb eine andere Form der Koefflzientenbestimmung ffir diese Entwick¬ 
lung aufzusucben, wobei wir uns der Methode der unbestimmten Kaeffi- 
zienten bedienen. Wir setzen also, da ja die Form der Entwicklung als 
einer solcben mit ausschliefilicb geraden Potenzen und dem Anfangs- 
gliede 1 nacb Gl. (21) bereits feststebt (Qbrigens aucb obne weiteres aus 

der Natur von sec x = cQ * g gefolgert werden konnte): 


(26) 


00 

sec x — 1 + ct^x** 

i 


und multiplizieren, um eine Rekursionsformel ffir die unbekannten Koeffi- 
zienten a x zu erbalten, diese Gleicbung mit der folgenden: 

00 

cos X - 1 +2 (- iy- (Hjj • * a S 

bo dafi sicb nacb Vertauschung der beiden Seiten der resultierenden 
Gleicbung ergibt: 

(27) (l+JU^l +Jl(-l) i -(^ I *“)-l. 

Ffibrt man die Reibenmultiplikation nacb der (7at*c7»t/schen Regel aus, so 
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ergibt sich fttr den Koeffizienten von x n (A = 1, 2, 3, ..) die Beziehunj 

Diese Bekursionsformel nimmt eine noch etwas zweckmafligere Form a 
wenn man atatt der Zahlen a Xf a x _ x) ..., nene Zahlen E Xt E x _ u ..J 
einftthrt, indem man eetzt: 

( 29 ) ( 1 - 1 , 2 , 3 , ••) 

Hierdurch geht die Rekursionsformel (28), wenn man sie noch mit (21 
multiphziert, in die folgende fiber (ffir A = 1, 2, 3, . . .): 

(30) 3,-(2i),2f J _ 1 + (8A) 1 tf 1 _ 1 — • + (-l) J - , (21)ii.,.Ei-(-1) 1-1 

welche zeigt, dafi E x eine game Zahl, wenn das gleiche ffir E x _ lf E Xwm 
•E-y gilt. Da aber aus (30) fttr A — 1 folgt: ^-1, bo besteht d 
Ganzzahligkeit von E x ffir jedes A Dafi fiberdies die E x ale Entwicklung 
koeffizienten von sec x dnrchweg posihv Bind, zeigt die Vergleichung n 
der frttheren Entwicklungsform (21). 

Diese ganzen positiven Zahlen E x werden als SekanterikoeffizienU 
haufiger noch als Eulersche ZaMen bezeichnet. Aus der Rekursionsform 
(30) findet man sukzessive: 

(30a) E x — 1, E t => 5, £ a -61, 1^= 1385, - 60521, 

Et- 2702765, usf. 

Fflhrt man die Zahlen Ex aof Grand von Gl. (29) als Koeffizienten in d 
Entwicklung (26) ein, so wird: 


(31) aeea ,_l+J 1 (|«|<=) 

1 


und die 'Vergleichung mit der frflher gefundenen Entwioklung 
zeigt, dafi: 

( 32 ) <*+, - ■ »"+‘ (1 - 1 , 2 , 3 ,...), 

also: 


(32a) 


» , 5 *® , 

“ 82 1 “ 1686 ' 


61 « T j 277 sr # 
92160 * = 4128768 


usf. 


(2 


Die aus Gl. (32) hervorgehende Beziehung: 


(33) 


■fy + l 4(21 + 1) (21 + 2) 

E x ** 


2(1 + 1 ) (21 + 1 ) 
®ai+i * 


( we gen: Sai+i < 1, Sai+s > si laflt eikennen, dafi die Eulersch 
Zahlen Ex best&ndig, und zwar aufierordenflich schnell zunehmen. 
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7. Durch die Einfilhrung der als positiv, ganejaahlig und monoton 
sunehtyend erkannten Tangenten- und SeJcantenJcoeffiBienten Tx und Ex 
haben nicht nur die Potenzreihen (10 c) und (31) fdr die tmgerade Funk- 
tion tang a: und die gerade Funktion sec a; vollig gleicbartige Form an- 
genommen, sondern auch die zur Bestimmung der Tx und Ex dienlichen 
Rekursionsformeln (12) und (30) unterscheiden sich bei sonst vollkommen 
Qbereinstimmendem Bau nur dadurch, daB in der ersten wiederum nur 
ungerade Zahlen genau dieselbe Rolle spielen, wie gerade Zahlen in der 
zweiten. Setzt man, um dies nocb deutlicher zum Ausdruck zu bringen: 

(34) t ^x aa ‘ v ix , .), 

so geben jene beiden Rekursionsformeln in die folgenden fiber: 

v az-i ~~ ~ r Bi-8 — ' r ai- 5 — ’■ 

+ (-l)*-‘(22-l) |1 _ i .. 1 -(-iy-i 

+ *.2-4—■+(“l) 2 - 1 (^)i2-i-*«-(-l) 2 - 1 

und lassen sich in die gemeinsame Form bringen: 

(35) r^-fa), • + 0*) 4 . %_ 4 - ■ + (- 1 y- (p) iu . • 1/' 

(p — 1, 2, 3,.. ), 

wo (i die grofite in ^ g 1 enthaltene ganze Zahl bedeutet (in Zeicben: 

a' “ pT^])' fl ^ 8o: V “ * — * f gloicbgflltig ob p — 2 X — 1 oder p — 21. 

W&hrend die Formel (35) stets nur solcbe mit ungeradem oder 
nur solche mit geradem Index (also lauter Tx oder lauter Ex) entbalt, so 
lassen sicb durcb Kombination yon tango; und sec x auch Reihenentwick- 
Lungen und Rekursionsformeln herstellen, in denen alle mSglicben der 
Reihe nacb vorkommen. Man bat z. B.: 


*“ 8 ( 1 + 1 ) 


a Bin 


’(!+!) 


2 sin I 


(i+t)-(i+:) 

— seco; + tango;, 


l — oob lx 4- ^ . 

_ \ ' 2/ l + sina 

( , it \ oob a 

*+a ) 


so daB mit Benutzung der Reibenentwicklungen (lOe) und (31), sowie 
ler Gleicbungen (34) sicb ergibt: 


•36) ‘“8 (f + t) = 1 + ^ in • V 

I 

Man kSnnte nun gerade so, wie diese letzte Beziebung unmittelbar 
lurch Addition der Reiben fQr seco; und tango; sich ergeben hat, eine 
ille mSglichen enthaltende Rekursionsformel aus der Gleichung (35) 
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dadurch herleiten, dafi man die durch Substitution von p — 1 ftlr ft 
daraus hervorgehende zu ihr addiert. Die so entstehende, zwar alle Glie- 
der ... x ± enthaltende Formel wiirde jedoch insofern ihre dua- 

listische Herknnft nicht verleugnen konnen, als in bezug auf die Folge 
der Binomialkoeffizientep nocb keine vollstandige RegelmaBigkeit herrscht, 
vielmehr je zwei konsekutive, also zu verschiedenen Indices gehorende 
Glieder Binomialkoeffizienten mit versckiedenem Argument and demselben 
geraden Index aufweisen. Es laflt siob rndessen in unmittelbarem An- 
sobluB an GL (36) eine andere, im bbrigen ganz ahnlich gebaute Rekur- 
sionsformel ableiten, -vrelcbe von dieser Unvollkommenbeit frei ist. 


Man hat namlich 

^(f + r)- 


( . x x\ 

wegen: sin — = cos: 

. lx . it\ . x . x 

■“(t + t) sm T + M8 T 

( X , x\ X . X 

t + t) CM y- im T 


2 COB* -f- + 2 coa T- ’ Bin TT 
2 2 s 

2 COB* ^-2 COB-^f- Bin-§- 

2 2 2 


1 -f cob® + sin a: 
1 -f cob x — Bin x 


Durcb Einsetzen des letzten Ausdi'ucks in die G1 (36) gebt sie nach 
Multiplikation mit 1 cos x — sin a: in die folgende fiber: 


1 + cos x + sin®-* (1 + cos x — sin®)(l + v u xfl )t 


also, wenn man cos® und sin® durch ihre Reihenentwicklungen ersetzt 
und die beiden Seiten der Gleichung vertauscbt: 

(S7) (2 + (-1)^ £ *■) (l + ^ £ '>*’) 


~2+^(-l) 


[t] 



Daraus ergibt sicb durch Vergleichung des Koeffizienten von die ge- 
aucbte Rekursionsformel: 


(38) -1-(— 1) * W/ t -s r 8+( — 1) * (jp)n-i x i 


Infolge des in den vorstebenden Entwicklungen zu Tage tretenden durch- 
aus einbeitlicben Cbarakters der Tmgentenkoeffieienten Ti und der Se- 
JcantmJcoeffiaienten (Euler schen Zahlen) Ex findet man bei verschiedenen 
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Autoren beide Arten yon Zahlen mit demselben Bachstaben bezeiohnet, 
teilweise wie hier durch (s. Gl. (34)), sonst aach — weniger 

pAssend — die Ex mit Bn, dagegen unsere Bi (also gewisse rationale 
Multipla der Tx: s. GL (11), S. 612) mit Bn- 1 - 

8. Die in Nr. 2—6 abgeleiteten Partialbruch- nnd Potenzreihen fflr 
die gebroohenen trigonometrischen Funktionen gehen durch Substitution 
▼on bzw. ^ fflr a; in die entspreohenden Entwicklungen yon Funk¬ 
tionen aber, deren Nenner sioh dann zweckmaBiger in die Form 1 ± e” 
setzen lafit. Man hat (s. GL (1), (2)): 

r+M 

•■{f+T” 1 }' 


SB 

COtf; 


. X . — 1 

ton 8^--‘-?+r 


so dafi aus denFormeln (6 a) und (6 a) (S. 606/8) durch Substitution von 

SB 

2 ^ an Stelle von x die folgenden Partialbruchentwicklungen hervor- 
gehen: 

00 

__ _ ax 

■ 


(39) 


i _i + i + y~ 

— 1 S ^ ^ x ■ 


-f- 


O 


1 1 »aj 

«* + i “ a ^2'« , + ( 2 v 4 


-L i o s; *» _l /o v ’ 

Ebenso ergeben sich aus den Formeln (9) und (10a, c), wenn man x durch 
^ ersetzt, die Potenzreihenentwicklungen: 


(41) 


(42) 


oo 

(1*1 < 2 *) 

i 

‘ _I+ 

**+l ' (Sl)l 

OP 

Wl 2i- i): • (!*!<*)• 


§ 68. Independente Darstellnng der Tongentenkoefflzienten bzw. 

w 

der Betmoullischen Zahlen. — Darstellnng you v* als Funk- 

tion von n mit Hllfe der Bemoullischen Zahlen. 

1. Da die Bet'nouUiach.en Zahlen, wie bereits bemerkt, in zahlreichen 
analytischen Entwicklungen (bestimmte Integrals, Euler-Moc Laurin sohe 
flummenformel, halbkonvergente Reihen) Anwendung flnden, so eisoheint 
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ns zweckmaBig, neben den frQher mitgeteilten Rekursionsformeln (s. §& 
GhL (13), S. 502 and § 67, GL (12) nebst FuBn 1, S 512) auch eme Form 
zur independenten Darstellung von Bx herzustellen. Nun liefert ja j« 
(wie die vorliegenden) li/nea/re Rekursionsformel ein System linearer Gle 
chungen zur Bestimmung der betreffenden Unbekannten, bier Bx, us 
damit nach bekannterMethode diese Unbekannte selbst als Determinants 
quotienten, dessen Nenner sich sogar allemal auf das Diagonalglied r 
duziert (als eme Determinante, die recbts von der Diagonals lauter Nulls 
enth&lt: vgL § 25, GL (12), S. 204 und § 41, G1 (12), S. 311). Dagegs 
ist die Zahlerdeterminante zunachst docb lediglich ein Symbol, das we 
terer Ausrechnung bedarf, sofem als das eigentlicbe Ziel die Zurflc 1 
filbrung der Berechnung auf die blofie Anwendung der Tier Spezies ai 
gesehen wird. Wir wollen daber bier einen anderen Weg einscblagen, d 1 
auf der einfaoben Tatsacbe berubt, dafi der Koeffizient von x x irgendaiu 1 

Potenzreihe mit ^$pW(0) identiscb ist 

2. Ftir die DurchfElhrung dieser Metbode erweist es sich als zwec 
maBig, zunachst nicbt die Bx, sondern die von diesen nur um einen b 
stimmten rationalen Faktor verschiedenen T x (vgl. S 512, Gl. (11)) z 
grunde zu legen und hierbei auszugeben von der Entwicklung (Gl. (4 
des vorigen Paragraphen): 

OP 

e *+ 1 ™ 2 2*^(21 _ 1 )! ’ 

welche die Beziebung liefert: 

( 2) (-i 

Darcb Anwendung der Derivationsregel far Quotienten (s. § 43, Gl. (L 
S. 327) findet man sukzessiTe: 

_ 1 _ i Ax jx 

D---- 7)2_L_ — _ e — e 

V+l (e* + l) a ’ **»+! («*+!)»’ 

ji 1 -e a * + 4 e 8 »-«” 

nnd (wie sich leicht durcb vollstandige Induktion bestatisen lUfib) a 
gemein: 

an D**- i-J_. +a8i-ie * 

* (e*+i) 8i 

wo d lf a ar ... i noch zu bestimmende ganze Zablen bedeuten. if 
erkennt zunSchst, daB die zum Anfang und zum Ende des obigen Ai 
drucks symmetriscb liegenden a x (x - 1, 2, ... 2A - 1) einander gU i 
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sein mtiasen. Da namlicb die Entwicklung von ^ (a. G1 (1)) mir im- 

gerade Potenzen von x entbalt, ao kann jede Derivierte von ungerader 
Ordnung nur gerade Potenzen vOn x entbalten, bleibt alao bei Vertau- 
sobung von x mit (— x) ungeandert. Infolgedeaaen mu8 neben der Glei- 
cbung (3) auch die folgende besteben: 

jyn-i 1 a t h e + a a e a ^ + "f^i-i 6 x 

* <?+1 («"* + 1 ) 9 * 

( 31 — 1 )* , (31 — 2 )* | , +x 

„ ^l-l 6 + <*21-2^ +•' + <*!« 

so daB durcb Vergleicbnng mit (3) aicb ergibt: 

(4) ^21-x™ (x =“ 1, 2, ... A) 

und die Gleicbung (3) durcb die folgende einfacbere ersetzt werden kann: 

i-i 

(5) («*+l) ,J n* J -> -rl-, - + «**) + «,«**. 

1 

Zur weiteren Bestimmung der Koeffizienten a x (x —1,2,.. X) be- 
nutzen wir die Bemerkung, daB unter der Vorausaetzung | e~ x | < 1 (also: 
£R($) > 0) die Entwicklung beatebt: 



und daB daber: 


i 

Multipliziert man diese Gleicbung mit der folgenden: 

21 

(e* +1)“ 

0 

bo ergibt aicb mit Bertlcksichtigung von G1 (5) die Beziehung: 

1-1 21 « 

a x (eP l ~* )x + e**) 4- a^ x (2 X\ e< Bi “ *>* (— 1)* x iX ~ 1 er Kx f 

i o 1 

and hieraus findet man ala Koeffizienten von bzw. von 

(fdr * - 2, 3, ... A): 

«,-(24 --1 

l)'(( 24 *“-‘-( 24 (*- l) ,1 - I + (2A) > (*-2)«-‘— •• 

. + (-!)*-•(ai),.,!"- 1 ). 


( 7 ) 
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Andererseits liefert G-l. (5) dnrch Einsetzen Ton x — 0 den Ausdruck: 

(8) - 2 ( 0 , + a, + • • • + 

bo daB bus GL (2) mit Benutzung yon (7) und (8) die folgende Formel 
zur Berechnung yon T x herrorgeht: 

(9) (-1) 1 IT,-2 + 2(2* ,- ‘ —(21),1 ,2_1 ) 

- 2(8"-> - ( 242' 1 " 1 + (2X),1 ,, ~ 1 ) 

+ • • • . 

+ (-iy- i 2(a-i)» j -*-(2i) I a-2)«-*+ •• 

+ (-l) 1 -»(2X),_,l«-‘) 

+ (- lyci* 1 - 1 - (24 a -1)”-*+ • • • 

+ (-l)J->(21),_,2«- I +(-l) 1 - 1 (2X),_ I l» 1 ->). 

Fafit man jedesmal alle Glieder zusammen, welche einen der Faktoren 
(X — l) ,z_1 , ... 2* z_1 , l 8 * -1 gemein haben, so nimmt die letzte 
Gleichung naoh Multiplikation mit (— 1)* nnd unter Hinweis auf die 
zwischen den T x nnd B x bestehende Beziehung (ygl. § 67, GL (11), S. 512) 
die folgende Endform an: 

(to) r,- 

- i"-> - 2(1 + *(21),)' (1 - I)”* 1 

+ 2(1 + (21), + *(21),) (1-2)“"* 

- 2(1 + (21), + (21), + *(21),) • (1 - 3)“-‘ 

+. . 

+ (-1 )*2 (1 + (2X\ + (21), + • + <2 !),*_, +1(2 X) x _ x ) ■ l 2 *" 1 . 

3. Die BemoulliBchen Zablen B x wurden in § 66, Nr. 1 (9. 501) yon 
uns eingefflhrt auf Grand ihrer Beziehung zu den S iXf d. h zu den 
Potemssummen der naturlichen Zahlen mit negativem (tlbrigens geradzah- 
ligem) Exponenten. Sie stehen aber auch in emer sehr merkwttrdigen 
Beziehung zn den Potenzsummen einer bdiebigen Anzahl komekutiver no 
tiirlicher Zablen mit positivem ganegsdhhgem Exponenten, und zwar war es 
gerade das Problem, jene Summen als Funktionen ihrer Gliederzahl dar- 
sustellen bzw. berechnen zu konnen 1 ), welches Jacob Bernoulli den An- 
lafi zur Einftthrung der spater nach ibrn benannten Zahlen gegeben hat. 
Wegen des historischen, aber auch rein sachlichen Interesses, welches 


1) Aknlich, wie fflr den Fall dea Exponenten 1 die Beziehung beateht 





n 
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i 

das fraglicbe (der Lehre Ton den aritlimetiBchen Reihen bSberer Ord- 
nnng angehBrige) Problem beansprucben darf, wollen wir zeigen, wie 
dasselbe mit Benutzung der bier yorliegenden Hilfsmittel gelost werden 
kann, wahrend seine ursprfinglicbe Losung aus arithmetiscb-kombinato- 
risoben Betracbtungen heryorgegangen war. 

Setzt man: n _ t 

f(*)-]>}*'*> 


n —1 


(11) 

so ergibt siob: 

n —: 

r (®) — v • e rx , f'{x) — 2 v* ■ & 

1 ( 1 

und daher: 

( 12 ) 


n—1 


e v i 


^>rv*= 1* + 2* -+ (n — 1)* — /W(0). 

i 

Urn nun /’M(O) nocb in andrer Weise darzustellen, entwickeln wir f(x) 
nacb Potenzen yon x Man bat zunBcbst: 

(13) 

0 

Ersetzt man in dem ersten Faktor e"” durcb die entsprecbende Potenz- 
reibe und benntzt zur Entwicklung des zweiten die aus Gl. (41) des 
rorigen Paragrapben hervorgehende Beziehung: 

1 

so gebt die Gleicbung (13) in die folgende fiber: 

(u) m -{2 ( 1 -l-+2 1 (-i 


und bieraus ergibt sicb fCLr den Koeffizienten yon x* die Beziebung: 

0) n* +1 1 n* . n* -1 n*~* B t 

' 10 ' ~ZT~ ™ (x + 1)I 2 ' T\ + (* — 1)1 ' 2! (x — 8)I * -4! 

J-|_(_iy-i.?£ wenn: x 2X 

1+ (— l)^ 1 rain:x-2A+l. 

Die beiden den Einzelfallen x — 21 und x — 2 A + 1 entsprecbenden 
Formen des ScbluBghedes lassen sicb aucb folgendermaBen zusammen- 
fassen: 

/ iM_i n x "** +1 Bi _, r*n 

( ^ ’ (x — (2iL)!' W0: A=, L2j* 
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Mit Benutzung dieser Schreibweise und nach Multiplikation mit xl ninnnfc 
Gl. (16) die Form an: 


tie) m 


.x + l 


*4-1 


^n*+ (x\ »* 1 • % -(*)»• n * 8 ■ IT + 


+ (“ 1 •(*).,-! 


n *-« + i. Hi. 


Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (12) ein und addiert nooh auf beiden 
Seiten das Glied n* } bo ergibfc sicb schlieBlich als die gesuchte Formel: 


(17) 2 


V * * 




* + 1 


+ Wi 


B. 


+ Ws'lr-* 


ii 

8 


n*~'-(x\ ^ n*~ B 

+ (-iy->. (*)„_, • §*-“+>, 


(wo: 1 — x — 1, 2, 3, .. Eb laflt sich also die Summe der xten 

Potenzen yon 1, 2,... n als ganze Funktion (x -f- l)ten Grades yon n 
darstellen. 

Man findet z.B. ftlr x **■ 1, 2, 3: 


n 



1 


n(n +1) 
a 


ft 



1 




i + l) (2n + 1) 


(wegen: B x - j) 



n a i a B i t 
r + 3 T»’ 


«’(»+l)’ •) 
4 


usf. 


Durcb Spezialisierung von n lassen sioh aus Gl. (17) verschiedene Re- 
kursionsformeln fiir JB X ableiten. Insbesondere ergeben sicb fdr n = 1 
und x — 2A bzw. x — 2 A + 1 nach Multiplikation mit (21 + 1) bzw. 
(21 + 2) die folgenden Beziehungen: 


(18) 


(2 X + 1), S, - (21 +1). S, + ■ ■ + (- 1)*- *. (2A + l) tl B, - - 

(2i + —(21 + 2),^,+. ■. + (- iy-« (21 + - 1 , 


deren erste nach Mnltiplikation mit (—l) 1 - 1 und mit BerHeksichtigtmg 
der Relation: (21 1)..“ (21 -j- l)| 1+1 _ >r mit der Reknrsionsformel 

(13), S. 602 zusammenfallt. 


1) Ea beateht also die merkwflrdige Beziehung: 
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Kapitel YII. 

Umkehrung yon Potenzreihen nnd elementare Umkehrnngsfimktionen. 

§ 69. Umkehrnng einer Potenzreihe. — Formeln ftir die 
Koefflzienten der nmgekehrten Beihe. — Die Lagrange sche Beihe. 

1 Eb sei die Funkti\.'i y f(x) regtilar an der Stelle x =* x 0 . 1st 
sodann: f(x 0 ) — y 0 , so besteht fQr erne gewisse Umgebung von x 0 eine 
Entwicklung von der Form: 

eo 

(1) y a yo+^jA(. x - x o) V ‘ 

Eb handelt sich jetzt am die Beantwortang der Frage nacb der „UmJeehr- 
barkeit " dieser Potenzreihe, d. h.: Welches 1st die notwendige und hm- 
reichende Bedingung daftlr, daB umgekehrt x als Funktion von y, welche 
fQr y — y 0 den Wert x — x 0 annimmt, fttr eine gewisse Umgebung der 
Stelle y 0 sich in der Form: 

CD 

( 2 ) x-x Q +]>}R'(y-y Q y 

darstellen lZLBt? 1 ) 

Man findet zunachst mit Leichtigkeit eine notwendige Bedingung, 
welche sich dann schlieBlich auch als Mnreichend erweist 
Aub GL (1) folgt namlich zunachst: 


y—y 0 

X flJj 




Soil andererseits eine Beziehung von der Form (2) bestehen, so ergibt 
sioh analog: 

lim 

y-*y.y-yo 1 


d. h., wegen lim -—— 

1 6 v-*-VoP — Vo 



y -Vo V 1 - 

x — xj 



rrnfl es mufi Bomit nicht nur eine bestimmte Zahl, sondem insbesondere 
von Nutt verschieden sein 


1) Eb bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB die folgenden ErCrterungen 
gflltig bleiben, wenn die Potenzreihe sioh anf eine game rationale Funktion re- 
dnziert. 
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Da iibrigens A t — / y (<r 0 ), so bildet also die Beziebung f (x 0 ) + 0 eine 
nokcendige Bedingung dafflr, dafi zu der fflr x = x 0 regularen und daselbst 
den Wert y 0 annehmenden Funktion y — f(x) erne fttr y — y 0 regulate 
nnd daselbst den Wert x 0 annehmende Umkehrung (also Auflosung von 
GL (1) nach x) von der Form (2) gehort. 

Zur Durchfflbrun g des Beweises daftir, dafi die obige Bedingung zu- 
gleich aucb hinreichend ist, ersobeint es zweckmafiig, die GL (1) auf eine 
etwas einfacbere Form zu bringen. Dividiert man sie durcb A t (was nur 
infolge der ansdrticklicben Yoraussetzung A t + 0 gestattet ist) nnd maobt 
die Snbstitntionen: 

so wird zunflcbst: 


X Xn 


X 1 

nnd wenn man noch die Bezeicbnnng einfflbrt: 

Av 

A l “ 

aufierdem der Einfaobheit halber wieder x , y statt otf } y scbreibt, so tritt 
an die IStelle von GL (1) die folgende: 


( 1 ») 


+ » 2 8 - 1 ’ 


Da jetzt x — 0 und y-0 ein zusammengebflriges Wertepaar bilden, 
so ware also zu zeigen, dafi x fflr eine gewisse Umgebung der Stelle 
y — 0 durch eine fllr y — 0 verschwindende, somit die Form y • $p t (y) 
besitzende Reibe darstellbar ist. 

Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit des vorliegenden Satzes geben 
wir dafttr zwei versobiedene Beweise, einen anf moglicbst elementaren 
Recbnungsoperationen berubenden und einen in gewisser Beziebung et¬ 
was weiter tragenden funktionentheoretischen. Fflr den ersteren ist die 
Kenntnis eines besonderen Falles des (erst spHterbin — s. § 79, Nr. 9 
— in seiner allgemeinsten Form zu beweisenden 1 )) binomischen Satees er- 
forderlich, dessen Beweis wir zunachst voraussohicken. 

2. Hilf ssatz. Versteht man unter (1 -f x)^ den Hauptwert *) 
von Y 1 + x, so besteht fur |#| <i 1 die ribsolut konvergente Beihen- 
entwicklung: 

1) Fflr negative gauze Exponenten vgl. g 16, Nr. 1, S. 816 
S) d h. denjenigen mit pontwem reellen Teil (eventnell den positiv iznagi- 
n&ren) b. I 4 , § 70, Nr. 1, S. 589. 
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(3) 


(i+*)V5Kt) f> 


wo den v*™ Binomialkoeffieienten fur den Exponenten bc- 
deutet, namlich: 


(4) 


Beweis. 


(t),- 1 ’ (Dr T 
m Ki-») -ft-) 

\2/ v + 1 1 2 • (v+1) 


/_ 1V !•» (2^-1) 
' ' 2 4-.-(2» + 2) 


Setzt man versuchsweise: 


(* S !)• 


(1 + c y x' (wo: c 0 - 1, wegen: (1 + *)J_, — 1, 

or 

bo folgt, dafi die fragliche Reihe der Beziehnng zu gentigen hatte: 

eo 

(6) + * 

0 

Die Anwendung der CauchyBchen Multoplikationaregel auf die bnke 
Seite und darauffolgende Koeffmentenvergleichung wttrde Formeln filr 
die nnbekannten Koeffizienten c, ergeben, die aich aber f£Lr deren Berech- 
nung als unzweckmaBig erweisen. Um eine branchbarere Rekursiona- 
formel zu erhalten, bilden wir nacb Vertauscbung der beiden Seiten von 
GL (5) durch Derivation die Gleichung: 

00 OD 

1 - 2 y> c,x'-]>} ve,x‘~ 1 (s. § 43, G1 (17), S. 327) 

Q 1 

und bieraus durch. Multiplikation nut G1 (5) und Weglassung dea beiden 

00 

Seiten gemeinsamen Faktors c y x v : 

T 




andera geachrieben: 

OB OB BB 

1 +2 ****'"■ 2^*vc v z v - l + 2 ^ vc,x v 
1 1 1 
00 

-2c l +2^j’[(v + l ) C v+l + V€ 9 )x\ 



Nr 2. 


528 Abflchnitt L Kap VII Umkehrong von Fotenzreihen 

Durch Koeffizientenvergleichung findet man: 

2^-1, 2(v + l)c v+1 +2vc v ~c v (v - 1, 2, 3, ...), 

also: 

/a\ l a*—l 2 v 

(®) c i~*2’ C * + t aa 2(*+l) ‘ c v“ = „_J_1 ' C v 

nnd dorcli fortgesetzte Anwendnng dieser Reknrsionsformel: 

. -(t- 

s+i “ i a<*<(v +1) » 

zunachst gfiltig ftlr v ^ 1, aber wie die erste der Gl. (6) zeigt, auoh nocb 
fflr v — 0. 

l 

c 4.1 V ~Y 

Wecen: lim = lim—?— « 1 ergibt sich, dafi die Reihe 

° r->oo y->« V 1 ° 7 

2c v x v flir |ic| < 1 absolut konvergiert Das gleiche gilt aber auohnooh 
ftlr \x\ =» 1, wie unmittelbar mit Hilfe des Badbe schen Kriteriums (s. I 3 , 
§ 54, Nr 6, S. 385) erkannt wird, tlbrigens auoh bei frtiherer Gelegenheit 
fttr den allgemeineren Fall, dafi an die Stelle des Ezponenten ^ erne be- 
liebige komplexe Zabl a mit positivem 91 (a) tritt, ausdrtLoklioh fesfcge- 
stpllt wnrde (Ij, § 76, UngL (35 a), S. 591). 

Es bleibt noch zu zeigen, dafi die gefimdene Reihe ^Ec v x y auch 
wirklioh der GL (5) genttgt. 1 ) Die Anwendnng der Cauchyaohen Multipli- 
kationsregel auf GL (5) liefert 

als Koeffizienten yon z°: c^, also: 1, 

» H H „ 1, 

n 

fQr n^>2 „ „ „ a?*: ^}c t c n _ v . 

o 

Es ist also nur noch nachzuweisen, dafi: 

n 

2 rc A-v“° (fttr n> 2). 
o 

Man findefc zunachst ftlr n — 2: 

^ = 2 <»<i +.<i-2 1 • (~ t) + (y)” 

1) Dieser Nachweis wird entbehrlich, wenn man von vornherein die Existent 
der fragliohen Entwioklong aus dem Cauchy- Taylorachen Satze (§ 62, Nr. 1, U, 
S. 886) folgert Um fdr den folgenden elementaren Beweis des Hauptaatzee nur 
die denkbar einfaohsten HUfamittel in Anspruch zu nehmen, wnrde aaoh beim Be- 
weise des vorliegenden HUfssatzes auf die Benntznng des obigen fanktionentheo- 
retisohen Ergebnisses verziohtet 
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Das weitere ergibt sich dann durch vollfltSndige Induktion. Wir gehen 
aua von der Identitat: 

i> n 

(1 - n) “ v ) c * c *-* + (y " (" ” V )) C » C «-r)- 

0, 0 

Wird die Rekursionsformel (6), rttckwarts gelesen, im ersten Gliede der 
rechten Seite auf c y , im zweiten auf c n _ v angewendet, so wird: 

* n 

(1 - **) + 1 ) C r + l C — * + (* - V + 1 Kc„_ r + 1 } 

0 0 

ji+1 n 

-5? vo.e.-.+i + 2 (” - * + 

1 0 

amd, da es freisteht, der ersten Summe das Glied: (yc v c nmmV+1 ) VBa — 0, 
der zweiten das Glied: ((n — v + l)c r e B _, +1 ) t=B+1 “ 0 hinzuzufQgen: 

« W + l 

(1 - n ) ]>}c v c n _ v - (h + 1) -]>} CyC H+1 _ v . 

n 

1st also fttr irgend ein n ^ 2: c v c n _ v — 0, so gilt aooh: 

o 

n+l 

2^ + 1-v-O- 
0 

Die fragliohe Beziehung gilt somit fQr jedes n > 2, da ilire Richtigkeit 
flir n — 2 bereits feststeht.- 

3. Hauptsatz. 1st fiir eine gewisse Umgebmg von x*~Q: 

SO 

(la) y - X + x^}a v x", 

i 

so gibt es eine und nur eine fur eine angebbare Umgebmg |y] < a 
konvergierende Potenzreihe: 

( 8 ) * - y ■ 

welche die 01 (la) identisch befriedigt; mit omderen Worten f es 
existiert eine gewisse Umgebung von y ™ 0, fur welche x eine gleich- 
neitig mit y verschwindende 4 ) Fmktion regMren Verhdltens ist. 


1) Ana GL (la) folgt nttmlioh ran&ohflt, dafl j/ = 0 nloht nnr fBi a — 0, aon- 
dem auch ffir aolobe a, fQr die: 
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Be we is. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an 
nehmen, dafi die |a v | unter einer endlichen Schranke bleiben. W&re die 
n&mlioh von vomherein nichfc der Fall und bedeutet Xj 4“ 0 irgendeim 
Zahl, fOr welche 2 a * x i konvergierfc, bo sind die \a v x{\ sicker beschrtitiki 

Setzt man: — d y und ~ — y', so wird: J>jaW' 

wo jetzt die a* die fragliche Eigenschaft besitzen, aufierdem: “■ - 

(was mit Rflcksicht auf die unmittelbar folgende Bemerkung wichtig ist] 


Da aus Gl. (la) folgt: lim^ — 1, also auch, da x gleicbzeitig mi 

v verscbwinden soil: Hm — =*■ 1, so muB. wenn flberhaupt eine Entrwick 
" *r->o y 

lung von x nach Potenzen von y bestehen soil, diese mit dem Gliede j 
beginnen, also 5(5, (y) von der Form sein: 


(9) %M-l+*iir + --- + *y+ •■■ 


Bringt man sodann GL (la) auf die Form: 


(lb) x — y — ^ dyX v+1 , wo: d v — — o„, 

i 

so mflfite auf Grand der an GL (8) geknflpften Behauptung mit Bertlok 
sichtigung von GL (9) fQr alle y einer gewissen Umgebung von y —«< 
die Beziebung bestehen: 

m 

(10) b t y* + &,y* + • • • + b v y r+1 - ^}a*y v+1 %M r+1 - 

i 

Gibt es nun flberhaupt eine Potenzreihe von der Form y • 
welche dieser Gleichung genflgt, so steht es nach § 40, Nr. 3 (Fall 1) 
S. 307 frei, fQr eine gewisse Umgebung von y — 0 die rechte Seite nod 
Potenzen von y zu ordnen. Ergeben sich dann durch Koefflzienten ver 
gleichung eindeuiig bestimmte Werte ffrr die , welche eine Reihe J£b r y 
mit von Null verschiedenem Konvergewsrcuiius liefern, so gibt es in de 
Tat eine und nur eine Potenzreihe der verlangten Art. 

Wir bringen zonachst GL (10) durch Division mit y* auf die Form 

(10a) &! + \y + ■ ■ ■ + \y v ~ x +. 

- a't&W 1 + iW+ • • • + «', + l!r?l(yV' +, + • • • 

Durch Anwendnng der Cauchyschen Multiplikationsregel ergibt sich: 

& (y)* -1+ 2& t y + (26, + 6»)y»+•• • + (2 b y + 2^ + ■ • )y r +. 

— 1 + + cpy* + ■ ■ • + 4V +. 

und entsprechend allgemein: 

$i(y)* “ 1 + (^y + + • ■ • + 4V + ., 







Nr. S 


§ 69. Hanptsatz ilber die Umkehmng einer Potensreibe 


531 


wo c$ bei beliebigem ganzzahligem >1^2 eine gauge Funktion von 
b t ,.. , J, 1 ) mit posibveu (ganzzahligen) Koeffizienten. Wird also die 
recbte Seite von GL (10) nach Potenzen von y geordnet, so resaltiert 
durch Koeffizientenvergleichung das folgende Gleichungssystem: 

\ 

\ - <<£> + 

\ 


K = < c®, + + —h + < 


tind dieses nimmt durcb Einsetzen der fiir b l} b s , ..& v _ 1 sukzessive 
sicb ergebenden Werte in die recbten Seiten die Form an: 

& i =0iOl) 

6, - 2<x' s + a' s == a' s ) 

^8 ” 08 ( rt i) °s; a a) 


(U) 


6 v - 0>i» • • »«£) 


wo die y,,.. , g ¥ ... 0an*e Funktionen ibrer Argument© mit positiven 
(ganzzahligen) Koeffizienten bedeuten. Daraus folgt zunachst (wegen 

|«v| — |a v I), dafi: 

W &9yM\i |»f I. • • •) W) (v - 1, 2, 3, ...) 

und, da die |a v ] bescbrankt Bind, etwa: 

W£A f 

um so mehr: 

(12) |5,|^ 9 .(i, 2,1). 

Die Vergleichung von g*(A, A, . . A) mit der Bedeatung von 
g, (a\, (h, ■ a'v) kennzeicbnet diesen Ausdruck als den Koeffizienten von 
y t+1 in der Entwicklung von x naoh Potenzen von y, welcher an die Stelle 
von b v tritt, wenn saratliche a' v (d. h — a v ) durch A ersetzt werden, wenn 
also zwischen x und y statt der GL (1 a) die folgende besteht: 


y vm, x — x^jAx v (mit dem Zusatze: 


(13) 


Ax 1 ^ x — (1 + A)x 1 
1 — x 1 — x 


1) Z>, +1 kommt echon in nicht vor, da 6 y+1 
ist (i GL (9)). 


x — 0 ffir y — 0) 


in (y) mit y v+i bebaftet 
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Hier lafit sich aber die in Frage kommende Entwioklung von x nach 

Potenzen yon y auf direkterem Wege ausftlliren und da naob dem oben 

Gesagten nur eine einzige derartige Entwicklnng mSglioh iat, so muB sie 

00 

mit derjenigen von der Form y +^jg v (A, A,..., A)y v+1 identisoh sein. 

Aus Gl. (13) folgt zunachst: 

(1 + A)d -(1 + y)x + y - 0, 

und als einzige fUr y «- 0 verschmndende Losung x dieser Gleiohung flndet 
man: 

(1*) *-i^T2) (l+* + (**-2(1 + 2^* + l)*) 

(die gebrocbene Potenz als Hauptwert verstanden). 

Setzfc man znr Abkdrznng: 

(15) y*-2(l + 2A)y + l=f(y) 

und bezeichnet, um die fragliohe Entwioklung von in eine S|J(y) 
herznstellen, die Worzeln der quadratischen Gleiohung: 

f(y) - 0 

mit 6, o, namlich: 

(16) f9-l+24-((l + 24)»-l) i 
lo'-l+24 + ((l + 24 , -l)+ 

(also tf, d beide positiv und tf < o'), so wird: 

M -(t-*)(*- <0 - (i --f) i 1 ~ f) 

(wegen: ltd ™ 1) und daher mit Benutzung des Satzes von Nr. 2: 

wobei die erste dieser beiden Reihen ftlr \y \ ^ tf, die zweite fflr \y\ ^ d 
dbsolut honvergiert. Unter Beschr&nkung auf den Tdeineren Konvergenz- 
bereich |y| ^ <t f iro flbrigens <s auch in die Form gesetzt werden kann: 

(16a) ---■>___ 

l + 2A + ((l-f-2A)»— 1)± *( 1 + *-d)' 

ergibt sich sodann durch Anwendung der CauchyBch.su Multiplikations* 
regel eine absolut konvergente Entwioklung von der Form: 

< 17 «) (y). 
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Mindestens in demselben Umfange besteht die absolute Konvergenz 

00 

auf Grand von Ungl. (12) aucb fQr die Reihe: {Bmm tf( 1 w o- 

mit der ausgesproohene Satz bewiesen ist. 

4. For den oben angektlndigten zweiten Beweis unseres Hauptsatzes 
geben wir diesem die folgende noch etwas verscbarfte Fassung: 

Ist fwr eine g&wisse Utngebung von x —* 0: 

00 

(la) y — $P(a?) s x + x^fa v x v i 

JL 

so gibt €8 positive Zafden p von der Besehaffenheit , dafi die fur 
\x \ ^ p aus Gl. (la) hervorgehenden y einen die Stelle y — 0 um- 
gebenden, emfach zusammenhangenden und abgeschlossenen Bereich 
S8„ voUstandig erfullen und daft umgekehrt zu jedem dieser y ein 
und nur ein tp(y) des Beretches \x\ p gehort. JDdbei ist q>(y) 
an jeder Stelle von 93^ und insbesondere fur erne gewisse Umgebung 
\y\ < <f regular 

Beweis Bedeutet x 0 irgendeine Zahl, ftir welohe auBer $j3(a: 0 ) aucb 
die Reihe: 

00 

¥'(*b) s 1 +2( v + 1 ) 0 -*I 

i 

abselut Tconqgrgiert (was ja allemal .der Fall ware, wenn x 0 dem Innem des 
Konvergenzbereicbes von an gehort), so lafit sicb nach Annabme 

einer beliebigen positiven Zabl a < 1 ein positives p ^ |r 0 | so fixieren, 
dafl: 

ao 

(18) 2(*+l)|o,| f *^«. 

1L 

Alsdann folgt zunaohst, dafi: 

00 

(19) |TO|^l- a 2?(«' + l)|#v|p v ^l-« far: |*| 

1 

Des weiteren ergibt sicb, wenn aucb | a;' | <i p beliebig, nur von x ver- 
scbieden angenommen wird: 


1) Mit anderen Worten: die Beihe 


lyj + -4 •• ■ -d)|yf +1 irt 

i 


Majorante der Beihe y-f ^ }b v y v+1 (vgl. § 29, Nr. 8, FuBn. 2, S. 289) 
\ 
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$}5(a;) — ?£(&') — (x — x ') +^J , a r (x* +l —x' v+1 ) 

i 


und daher 


(20) |P(») 


— — a^)(l +2°> (*’ + -1- *")} 


PW)I 


00 

00 

^|fl!-af'|-(l +2 : (* + l)N«>1 


Hieraus ergibt sich, wenn nach Analogic von Gl. (la) 5(5 (a:') =- y 
gesetzt wird, mit Berflcksichtigung von Ungl. (18) die doppelte Unglei- 
olmng: 

(21) (l-o)|*-*'|^— y'|^(l + «)!* — *"1 

aus deren erstem Teile hervorgeht, dafl, solange \x\ ^ p, za verschiedenen 
X stets such verschiedene y gehoren. Es entspricht daher jedem einzelnen 
dieser y nor ein emeiges dem Bereiche |#| ^ q angehdriges x\ anders 
ausgeaproohen, ftir die durch GL (la) und die Bedingung \x\ definierte 
Punktmenge { y } existiert als Umkehrung (— Auf 15sung nach x) der Gl. (1 a) 
eine und nur eine eindeutige und, wie wiederum aus dem ersten Teile von 
Ungl. (21) hervorgeht, stetige Funktion x — g>(y). Die in Frage kom- 
mende Punktmenge {«/} ist infolge der Stetigkeit von y — $£(#) ftlr 
|a?|^p jedenfalls jmsammenhdngend und abgeschlossen, bildefc also ein 
(ttbrigens die Stelle y — 0 enthaltendes) Gebiet $8^. Wir wollen nachweisen, 
dafi dieses letztere einen die Stelle y — 0 vollstandig umgebenden, einfach 
zusarn menhangenden Bereich bildet. 

Den Punkten des Ereises |z| — p entspreohen umkehrbar eindeutig 
die Punkte y einer einfach geschlossenen Eurve (£ p; n&mlioh derjeuigen 
die y-Ebene in zwei getrennte Gebiete zerlegenden JordanBchen. Eurve, 
deren Koordinaten aus der GL (la) filr x — pe^', namlich: 


y - pe^'+2r a ^ , ' +le(>+1) ^ (0^^^2«) 

i 

dnrch Trennung des Reellen und Imaginaren hervorgehen. Jedem anderen 
Kreise |g| — p'< p entspricht eine Eurve fthnlicher Art Gy. Wegen der 
Eindeutiglceit von x — tp(jg) kdnnen zwei solche Eurven (5y weder mit- 
einander noch mit <£ p einen Punkt gemein haben. Auch mtlasen, da jedem 
zusammenhangenden Teile des Bereiohes |aj| ^ p ein zusammenhangender 
Tfeil des Gebietes SB y entspricht die Bildkurven (£„/ der gesamten Kreie- 
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sohar 0 < |g| — p'< p dorcliweg dem Innein oder durchweg dem JLufiern 
von (S p angehdren. Bezeichnet man mit x^, x Q , irgendein auf demselben 
Radius liegendes Punktepaar der beiden Ereiae |®| — p nnd \x\ =- p', 
mit y p , y Q , das entsprechende (also za dem namlichen Parameterwerte # 
geliorende) Punktepaar auf (5^ nnd C ,, so hat man, wegen \ x Q —Xg\—(f— p', 
nach dem zweiten Teile von Ungl. (21): 

I y 9 - fyl ^ C 1 + «)(<*- q! < 2(<> - <?'), 

so dafi also der Abstand der Puukte y^, y Q , gleichzeitig mit p — p' be- 
liebig klein wird nnd die Knrve (5^, in lhrem ganzen Verlaufe (d. h. fdr 
sicb gleichmdfiig beliebig nahe an (& p anschmiegen mufi. Yer- 
befe nun (£ p , aufierhalb der Kurve CE p , so mflfite sie also die letztere be- 
bebig eng umschlieften. Das anaioge wiirde nach Annahme von p"< p' bei 
hinlanglich kleinem p' — q" bezilglich der Kurven (5y, nnd (£ p , gelten. 
Darans wtirde schliefilich folgen, dafi bei veranderlichem positiven p'< p 
die Kurve (J p von dUm moglichen (5 p , umschlossen werden mftfite. Nun befert 
aber Ungl. (21) fdr |a:| == p und a;' — 0 (also auch y =— 0) die Beziehnng: 

<21a) (1 - a)p £ |y p | ^ (1 + «)p, 

aus deren eratem Teile folgen wtirde, daB jede Kurve solohe Punkte 
y_, enthalten mtlBte, fflr welohe |y p) | ^ (1 — a)p ausf&llt. Letzteres ist 
aber mmoglich. Denn aus dem zweiten Toil von Ungl. (21a), wenn man 
daselbst p durch p' eraetzt, ergibt sich, dafi: 

Ifyl ^ (1 + “)(►'» 

also |y p ,| gleichzeitig mit p' (sc. ftlr alle y p/ ) bdiebig Mein wird. 

Hiernaoh verlaufen also die der Kreisschar 0<|a?| — p'<p ent- 
spreohenden y- Enrven (5^ sich stetig aneinander schlieBend sibntlich im 
Itmern von <5 p und erfUUen nach Hinzunahme von y — 0 (als Bildpunkt 
von x — 0) das Innere von CL vollstdndig (da ja bereits featateht, daB die 
Punktmenge {y} eine abgeschlossene ist). Das oben mit £8, bezeichnet© 
Gebiet besteht also in der Tat aus einem einfaeh eusammenhdngmdm , den 
Punkt y — 0 imachUefienden Bereich, der von der Kurve <5 p begrenzt wird. 

In dem genannten Bereich ist die oben mit x — q>(y) bezeichnete 
eindeutige Funktion auch stetig differenzierbar. Denn man flndet: 


-(.fetS)'-©' 1 - 


und somit naoh Ungl (19) fill* |je| <J p 




dx 

dy 




Da insbesondere der Kreis mit dem Radius (1 — a) p nach dem ersten 
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Teile von Ungl. (21) dem Gebiete angehort, so ist x — <p(y) fn r 
I y | ^ (1 — cc)q — <s regular. 

5. Der vorstehende Beweis zeigt nur die Existent! der umgekehrten 


Reihe: x y b v y y+1 , liefert aber kein Mittel zur Berechnung der 

Koeffizienten b y . Hierzu wilrde zunachst wieder die beim ersten Beweise 
angewendete Methode der unbeatimmten Koeffizienten zur Verffigung 
steben. Bin anderes Mittel liefert die Auffassung der fraglichen Reihe 
als Mae Laurin sohe Reihe (s. § 42, Nr. 1, G1 (9), S. 318). Danaoh hat 
man zunachst: 


l / cT +1 x \ 

( n i)! \^y” +1 / y= o 


i 

(wTiJi 



v=0 


also mit Bentttzung der Differentiationsformel von § 43, Nr. 4, Gl. (27) 
(S 328), der Beziehung: ~ und des Umstandes, dafi x -= 0 ftlr 

y — 0 : 




(wegen: y — nach Gl. (la)). 

Man findet auf diese Weise z, B.: 


_ (jy da\ 1 $"(a:) 

™ \ m dy) * !|r(a) “ 

_ ( n _ 1 _ $'(«)$"» - 8 (a)* 


usf. 


Da aus Gl. (la) sich ergibt: 


^(0)-l, S|5"(0) — 2o„ S|S'"( 0 ) - 60 ,, ... 
so folgt sphliefilich: 

(22a) &i “ — Oj + 2a 1 l f usf. 


6. Bine elegantere Formel zur Berechnung der Koeffizienten b v ge- 
wmnt man auf folgende Weise. Setzt man die Reihe (8) fttr x mit Be- 
nutzung von GL (9) in die Form: 


( 8a ) * —^(wo also: b 0 - 1), 

o 

so folgt durch Einsetzen der gegebenen Reihe y — ^ i(x): 


(23) 


x 



»+i 
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iwd hieraus durch Differentiation: 




n-A 

(24) =2: <r +•¥'(*) + (» + I)6 n sp(*)“ ■ sp» + D.(*), 


0.0*0 -2}(r + IJS.iPW • $'(*) 

» +1 

00 

- ¥W ” +1 • I 

(24a) <= ^5 (x ) n + 1 ■ @ n (a;). 

Dabei ist ©„(&), wegen ^5 (a:) = 0 fQr x «= 0, far hinlanglich kleine |a;| 
nach positiyen Potenzen von x entwickelbar 

Durch Einsetzen des letzten Ausdmckea in Gl. (24), nimmt diese 
nach Division mit SJ5(a;)" +1 die Form an: 


?w" +1 j Nw 


+ (» + W-ls? + ®.(*) 


und geht mit Berflcksichtigung der fttr v ^ n — 1 geltenden Beziehung: 
* $(a:) n - v ” ^ ‘ $(a:) n + 1 - , 

und Vertauschung der Reihenfolge yon Summation und Differentiation 
in die folgende fiber: 

(26) wp*—+ + + 

Wird jetzt 5(5 (#) in die Form gesetzt (s. Gl. (la)): 

(26) ^5(a?) — x 5j} 0 (a?) (wo also: $ 0 (:c) — 1 + <\x H-+ o f ®"+ ■ • ), 

so dafi: 

VM - fc« + ■&'(■). ■>"» - T + *$» 

so folgt aus GL (25) nach Multiplikation mit x n+1 : 

(27) _-_ — z* + 1 D b --- 

K } %(*)" +1 ^ n - v V x n - v ^x) n - y 

+ (» + !)>.*“ + *" +1 ((» + + ®’^)' 

Da «|5 0 (0) — 1, also ^r- regular ffir x — 0, ebenso auch © B (a:), so 
sind beide Seiten von Gl. (27) nach positiven Potenzen von x entwickel- 
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bar. Die FnnktioiL miter dem Summenzeichen enthalt zwar (vermoge 
des Faktors af , ~ v im Nenner) auch negative Potenzen von x, welehe (bei 
v — 0) bis zu x~ n al^o nach der Differentiation bis £ -(n + 1 > ansteigen, je- 
docb durch den Faktor x n + 1 ausnahmslos beseitigt warden. Nnn kann 
die Derivierte einer nach ganzen Potenzen von x fortschreitenden Reihe 
niemcds ein G-lied mit x~ l enthalten, es kann daher der erste Teil der 
rechten Seite von GL (27) hem Glied mit x n enthalten. Das namliche gilt 
von dem leteten Teile, da die Klammergrofie regular ist, die Entwiok- 
lnng dieses Teiles also mindestens mit x n+l beginnt. Somit erscheint 
rechts das Glied (n + 1)6,,®" als das eineige mit x n behaftete. Somit muB 
(w-j-l)Z» B gleich sein dem Koeffizienten von x n in der Entwicklnng der 
Unhen Seite nach Potenzen von x Wendet man hierzn die Mae Laurin- 
sche Reihenform an, so ergibt sich also: 

(28) K - 

Die Reihe (8 a) (also die umgekehrte Reihe von y — x • $$„(£)) mit dieser 
Koeffisiienteribestimtnung wird als Lagrangesche Reihe bezeiohnet. 

7. Eine allerdings nur unter ganz speziellen Voranssetzungen branch- 
bare, aber gerade bei mehreren wichtigen Anwendungen sich bew&hrende 
tlberaus einfache Methode der Koeffizientenbestimmung ergibt sich fol- 
gendermafien. 

Sei wiederum gegeben: 

»-¥(*), 

wo ^(0) — 0, 5|}' (0) + 0, also anch (x) + 0 fflr eine gewisse Umgebung 
von x — 0, so folgt bus: 

fflr eine gewisse Umgebung von y — 0: 

Angenommen nun, es gelinge ^'(r) _1 durch $p(z), also durfch y auszu- 
drilcken und nach ganzen positiven Potenzen von y zu entwiokeln, etwa: 

so flndet man, mit Berticksichtigung des Umstandes, daB x — 0 fflr y — 0, 
hieraus unmittelbar: 

CP 

x -^!^r i c y +1 - 


(30) 
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Beispiel. Sei gegeben die ftir — 0 regulars und init x =— 0 ver- 
ecbwmdende Funktion: 

(31) y = tang x 

also- 


so folgt: 


Nun findet man aber: 


dx • 

j— — cos 3 #. 
ay 


and daher: 


1 + tang 1 * "" 1 + y* 


00 

far: |y| < 1, 


woraus sich unmittelbar ergibt: 


(32) 

0 1 

Wir kommen auf diese Reihe im § 71 nock zurtlck. 

Andere Beispiele fill- die Anwendung der vorliegenden Metbode siebe 
im folgenden Paragrapben Nr. 4 und § 74, Nr. 1. 

Der im vorstebenden nocb ganz aufier Betracbt gebliebene Fall, 
dafl die ftir die eindeutige Umkehrbarkeit einer ftir eine Stelle x Q regur 
Idren Funktion f(x ) als notwendig und hinreicbend erkannte Bedingung, 
n8,mlicb die Beziebung f(x 0 ) + 0, nicht erftillt ist, wird in § 78, Nr. 6 
erledigt werden. 


§ 70. Der (natttrlldie) Logarithmus als Umkehrung der Exponen- 
tlalfunktlon und als analytlsche Funktion. — Der Hauptwert lg x 
und die unendlich yleldeutfge Funktion Lg x. — Die logarith- 

mische Beihe. 

1. Bedeutet x eine positive Zahl so bat die Gleicbung: 

(1) 0 - x x ) 

stets eine und nur eine redle (ftir x > 1 positive, ftir x < 1 negative) 
Lfisung y (s I 1; § 82, S. 195), welobe als natilrlicher Logarithmus von x 

1) Da in diesem nnd den folgenden Paragraphen e* aich wesentlich nm das 
Stadium der „umgekekrten M Funktionen handelt, so baben wir gegenfiber den im 
vorigen Paragraphen bentltzten Bezeichnungen die Bedentnng der Bnchetaben x 
and y vertauscht, ao dafi also jetzt x ale wnabh&ngige Verlnderliohe fhr die vm- 
gekehrte Funktion auftritt. 
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bezeicknet wurde (a. I,, § 34, S 206), in Zeichen: 

(2) y- \gx. 

Versteht man jetzt unter # eine beliebige komplexe Zahl mit Ausschlub 
der Noll, bo hat die GL (1) nach § 61, Nr. 2 (S. 383) unendlich vide duroh 
additive ganze Multiple von 2sci sich unteracheidende LSsungen, deren 
jede wir als emen (sc. natttrlichen 1 )) Logarithmic von x bezeichnen wollen, 
in Zeichen: 


( 3 ) 


4 


( 5 ) 


— % 


y *= Lg# (also: e LBtt 

Setzt man: 

(4) y - (p + i>i, 

so iat unter den Lostmgen von GL (1) erne and nur eine, welche den Be- 
dingungen genftgt (s. a. a 0. Gl. (7)): 

oo < 9? < -f- oo 
< + it- 

Diese bezeichnen wir ala den Hauptwert von Lg #; und da dieser JECauptr 
tcert von Lg# im Falle eines redlenposxtiven x mit demjenigen zusammen- 
fallt 9 ), far den biaher das Zeichen (2) benfltzt wurde, bo wollen wir das 
letztere von jetzt ab fQr beliebige x zur Bezeichnnng des Hauptwertes bei- 
behalten. y —lg# ist dann die eineige Umkehrung der Gl. (1), fOr welche 
x — 1 und y — 0 zusammengehorige Werte sind. Zwischen alien mSg- 
lichen Werten der unendlich-mddeutigen Funktion Lg x und ihrem Saupih 
tcert lg x beateht (mit Einschlufi des letzteren) die Beziehung: 

(6) Lg# — lg# + 2nxi (n - 0, ± 1, ± 2, ...). 

Hieran anknflpfend wollen wir den durch irgendein festes n eindeuiig 
charakterisierten Wert ( „Zweig u ) von Lg # mit Lg„ # bezeichnen (so dab 
also insbesondere: Lg 0 # = lg#). 

Dje Einflikrung der Bezeichrlung (4) ergibt sodann: 

lg# — <p + if>i, also # — \x\ eP, qp —lg|#| 

und daher: 

jig# —lg^l + V'i (-*<V'^«) 8 ) 

1 Lg n # - lg|#| + + 2nm)i (i n - 0, ± 1, ± 2, ...). 

2. Wie die Gl. (7) zeigen, stimmt der reeUe Teil jedes Lg # mit denf- 
jenigen von lg # Uberein Er ist also fttr jedes von Null verschiedene 


( 7 ) 


V> 


1) Wir warden dieses Beiwort von jetzt ab weglassen. 

2) Die zweite der Bedingnngen (6) nimmt in dieeem Falls die Form ant 
0 

8) Man bat also epeziell lg (— 1) — **, lg*« —, ]g (—*) = —— - 
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■endliche x (trotz der unendlichen Vieldeutigkeit von Lg#) eine eindeutige 
and flberdies stetige Punktion yon x. 1st nSmlich: #'+ % and etwa: 
jflj'l > |*| ^ Q > 0, so hat man:lg|#'| > lg|#| (s I n § 32, Ungl (17), 
8.197) und sodann (s. I 1; § 34, Ungl. (3), S. 206): 


( 8 ) 


ig|*'|-ig|*| = lg|£|-lg(i + l^LM) 


« — ® 


diese Differenz wird also gleichzeitig mit \x' — x\ bdiebig Mein (wahrend 
flie in dem zuntlchst ausgeschlos^enen Falle: \x'\ = \x\ geradezu ver- 
achwindet). 

Die Stebigleeit kommt auch dem imaginaren Teile von lg x bzw. Lg H x 
zu, doch sind bier nioht nur die beiden Stellen x — 0 und x = oo, son- 
dem das ganze Gebiet der negativen Zahlen (also die Punkte der negativen 
Abszissenachse) auseunehmen, obscbon daselbst lg x und Lg tt x bestimmte 
Zahlen sind Bedeutet namlieh r eine beliebige positive Zahl, so besteht 
fttr (— r) die (den Bedingongen (5) geniigende) „Hauptdarstellung K (vgL 
§ 62, Nr. 6, S 470) 1 ): 

— r — r ■ e**, 

so dafi daraus folgt: 

(9) lg(_ r) - lgr + j ti, Lg n (— r) — lg r + (2n + 1 )xi 

(n — 0, ± 1, ± 2, . .). 

Sei jetzt (s. Gl. (7)): 

(7 a) lg* —Ig|*| +^», 


wo x weder Null, noob redl und negaiiv t so dafi man setzen kann: 

IV'I —« —*<» 

and sei x von Ntdl versohieden, sonst beliebig, also: 

(7b) lg*'— lg|#'| + i/i, wo: |#'| ^ q' > 0, — it < i> ^ «• 

Dann ist zur Begrttndung der oben ausgesproebenen Bebanptong nur zu 
zeigen, dafi iff'—if fHr x'—*>x naob Nutt konvergiert. Nun folgt aus 


1) Aus der Hauptdarstelluug: 


folgt allgemein: 


«— 1 ®| ^ >i 


Dabei bat man das Vorztiioben von it, nm die Hauptdantellung zu erhalten, so 
zu w&hlen, dafi i>±x in das Intervall [—* (exkl.), it] fa lit, d h es ist pa 
nehmen wenn ^>^0 (also »j!g0, falls: a: — £ + ije), dagegen — wenn 

i>2>0 (also 7] > 0). In demselben Binne findet man sodann: 

lg(— «) — lgw±iti. 
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(7a,b).- 

( 10 ) 

und daher: 


a?—| j?| eV*, <r'— |a:'| • d?* 

lii . iL.. i _glng 1 . (i -l.? — . 3 * ] 

x' X «' \ X ) f 


( 11 ) 1 . 

Da andererseits: 1^| <2n — f, so folgt, dafl der GL (11) 

mr gendgt wird, wenn: lim (^' — — 0 

Damit ist die StetigJceit auch des imaginaren Teiles von lg x un d so- 
mit allgemein von Lg n x bewiesen fflr jede nicht der Halbachse 0, — oo 
angehorige Stelle x. Ftir jede dieser Halbachse angehorige (von 0 und 
— oo verschiedene) Stelle x hat der imaginare Teil von lg x den Wert 7 ti 
(s. Gl. (7)), wahrend er fQr jede in hinlanglicher N&he unterhalb der Halb¬ 
achse gelegene Stelle dem Werte (— %%) beliebig nahe kommfc. 

Darch Znsammenfassung der vorstehenden Ergebnisse findet man, 
dafi lg x „im Innern u des von der Halbachse 0, — oo begremten Bereiches, 
den wir von jetzt ab schlechthin als den Bereich 18 bezeichnen wollen 
eine emdeutige und stetige Fnnktion von x — £ + qi ist, die auch noch 
stetig bleibt, wenn tj bei £ < 0 von der positiven («= oberen) Seite gegen 
NvM konvergiert, dagegen beim Vberschreiten bzw. Verlassen jener Grenz- 
geraden in der Richtung nach unien einen Stetigkeitssprung am (— 2 xi) 
erleidet (bei gleichzeitiger Stetigkeit des reellen Teiles). Das gleiche gilt 
ftir jeden der Zweige Lg B x. 

Fttr x — 0 und x — oo ist lg a; zunachst nicht definiert. Da abes 
lg|#| mit |a;| unbegrenzt zunimmt und andererseits lgja;| — — lg -i- ist, 
so hat man: 

limigla:! = -oo, limlg|*|- + oo 

und daher auf Grund der in § 15, Hr. 3 getroffenen Festsetzungen (siehe 
insbesondere GL (8 a), (9 b), S. 144): 

^ 2 ) J IgO — oo und allgemein: Lg^O — oo 

1 lg oo — oo „ „ Lg B oo — oo. 

Die Stellen x — 0 und x — qp sind also jedenfalls singulare fttr Lg x t 
dbrigens, wie sich noch zeigen wird, die einzigen singularen. 

3. Ana (s. GL (7)): 

lga; -lg|*| + i[>i / , x 

lga/ — lg \x'\ + ty'i ' 1 tm ^ / 

lg« + lgs'-lg|s*'| + (♦ + 


folgt: 
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Die rechte Seite dieser Gleichnng stellt auf Grand der in Nr. 1 (s. Gl. (3)) 
gegebenen Definition, wegen: 

ftgx + lgj _ gig*, gigs'_ xx f 

sicher einen der Werte von Lg xx' dar, aber nur dann den ffauptwert , 
wenn ip + ip' denselben Grenzbedingnngen, wie ip nnd ip' genttgt, d. h. 
man hat: 

(13) \gxx' — lg a? -f- lg®', falls: —+ + Jt, 1 ) 

(wahrend im Falle ip + ip’^ — x bzw. ip 4- ip' > n dorch Addition jener 
beiden Logarithmen Lg_ x xx' bzw. Lg t xx' zum Yorsohein kommt, also 
umgekehrt lg xx' — lg® -f- lg a! ± 2sr i wird). 

Durch wiederbolte Anwendung dieser SchluBweise findet man, dafi: 

(13a) lg®" — nig® 

nur dann, wenn: — st < nip ^ 

Analog ergibt sicb: 

(14) lg^. — lg® — lg x\ falls: —x<ip — ip + a 

(gilt also insbesondere, wenn x nahe genug bei x' liegt, aufier wenn x und 
x' durcb die Halbaebse 0, — oo getrennt sind oder eine der beiden Stellen 
auf dieser Halbaebse, die andere witerhalb liegt). 

Da hiernach andererseits: 

lg-^- —lg®'—lg®, falls: — x<ip'— ip <L + a, also: — x£ip — ip'< + at, 
so gilt die Beziehung: 

(15) lg-^ — — lg falls: — x<ip — ip'< + 3c, 

nicht mebr fdr: ip — ip'± st, also wenn: — — — • , d.h. 

reeU und negaiiv (wie sicb aucb nnmittelbar verifizieren lafit) * j. Insbe¬ 
sondere bat man: 

(15a) lg-^- — — lg® nnr fttr: — * < if < + ar, 

also mit Ansscblufl von x — \x\ - e ±Iti f d. b. rein negatwer x (in welchem 
Falle lg-i- — — lg|®| + xi — — lg* + 2sri wird). 

1) Dagegen gilt offenbar ohne Ewschx&nkung: 

Lg a;®'— Lg® Lg x\ 

2) Auch bier gilt wiederum ohne EinBchritnkrmg: 

Lg •“ Lg x — Lg x’ 
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4. Wir zeigen jetzt, dhfi lg x (bzw. Lg n x) fjttr jede im Innem yon 
93 gelegene Stelle x 0 sick regular verhalfc. 

Da Ig x diejenige emgige TJmkehrung der Gl. (1), namlich: 

00 

x<=eP, an dors gesckrieben: x — 1 =■ • y v 

i 

darstellt, ffir welche x— 1 and y gleichzeitig yerschwinden, so besteht 
nach dem Hanptsatze des vorigen Paragraphen fflr eine gewisse Um- 
gebung yon x *— 1 eine Entwicklnng yon der Form: 

(16) y = lga- ^(a; — 1), wo: 5|5(:& — l) -IBl — 0. 

Znr Bestimmung der Koeffizienten erweist sicb die Methode yon 
Nr 7 des vorigen Paragraphen als zweckdienlich. Dnrch Differentiation 
der nrsprtlngliohen Gleichnng findet man: 



nnd hieraus: 

00 

35 - W - i -2 (-■- 1)’ I*- 1 1 < h 

folglich mit Berflcksiobtignng yon y — 0 fftr x — 1: 

00 - 
(17) 

0 ‘ 

00 

1 

znnachst ftlr \x — 11 < 1 

Die obige Reihe konvergiert jedoch, abgesehen von der Stelle x — 0, 
wo sie nach (— oo) divergiert, noch (bedingt) ftlr \x — 11 — 1 (naoh § 31, 
Nr. 2, S. 249) nnd liefert nach dem A&eZschen Grenzwertsatze (§ 32, Nr. 5, 
S 257) in diesem Umfange nooh den Wert der stetigen Fnnktion lg a? 1 ) 
(was flbrigens im Sinne des Satzes yon § 32, Nr. 7 sogar noch ffir die 
DJneryetwstelle x — 0 gilt). 

Es verdient bemerkt zn werden, dafi die Existenz der Formel (17) 
sich auch ohne Benntzung des Hauptsatzes yon § 69 erweisen lafih Ann 

1) Insbeeondere findet man ffir e«ii 



wie rich bereita bei frflherer Oelegenheit (a. I,, S. 416, GL (9)) auf anderem Wege 
ergeben hat 
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Forderung, eine (wegen: lg 1 =- 0) ftLr x =■ 1 yerschwindende Potenz- 
1:0 1lie herzustellen, welche der Gleichung genflgt: 

Cl 8) 

^°lgt (die Losbarkeit dieser Aufgabe yorausgesetzt) dureh Differentiation: 

1 >-1, 

wenn man diese Gleichung durch die yorhergehende dividiert: 

00 

(19) sp'(a; - 1) - 4 W* ~ ^ ( ffir — !| < !), 

o 

®lso flbereinstimmend mit GL (17): 

00 

C20) $0-1) -=2(- 

1 

Hamit ist zunachst nur gezeigt: wenn ea itberhanpt eine der Forderung 
(18) gentlgende Reihe ^5(a:— 1) gibt, so muB sie die Form (20) besitzen. 
Es bleibt nooh die wirkhche Eziatenz der Beziehung (18) za erweisen. 
Ordnet man die beatandig konvergierende Reihe: 

00 

e w*-i) — D)* 

0 

nach Potenzen von x — 1, so mag sick ergeben: 

00 

(2 1.) «*<'-*> 0 ,(x - 1)' (wo: c 0 - 1). 

0 

Um die c v fQr v ^ 1 zu bestimmen, bilden wir durch Differentiation: 

00 

sp'(* -1) • <*<— l) vc ^ x - O’ -1 

. i 

und durch Einsetzen von Gl (19) und (21) m die lrnke Seite dieser 
Orleichung: 

00 00 oo 

C2(-1)’(* - !) r ) (2 vc *( x - x y) + i)c,+i(* -1 y 

0 0 0 

33 urch Anwendung der Cauchy&chen Multiplikationsregel und Koeffizien- 
4;en yergleichung findet man hierans (mit Berttcksichtigung you c 0 — 1) 

zunachst: 

e t — 1, Cj — 0 

und aodann durch Yollstandige Induktion: e r — 0 auch ftLr jedea v > 2, 
.somit schliefllich durch Einsetzen in GL (21): 

— 1 -f (x — 1) — x f q. e. d 


Vuinaalial 




Aft 
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5. Nun sei rr 0 eine ganz beliebige Stelle im Innem yon S3 Dann 
findet man mit Benutzung von G1 (17) die konyergente Entwicklung: 

m 

(22) lgi -]>}(- 1)— i fur.- \x - * 0 | ^ |* 0 | exkl x- 0, 

d. h. im Innem und auf der Peripherie eines dorch den Nullpunkt gehen- 
den Kreises um den Punkt x 0 mit Ausschlufi der Stelle x — 0 (wo die 
Reihe wiederum naoh (— oo) divergiert). 

Andererseits besteht, solange x in passender N&he yon x 0 liegt, naoh 
G-L (14) die Beziehung: 

(23) g3-Ig*o> 

^0 

so dafl zun&chst fur eine gewisse Umgebmg von x Q die Gl. (22) dnrch die 
folgende ersetzt warden kann: 

(24) lg x — lg x 0 + ^ (x | x 0 ) (- lg x Q + ^i g (« — x 0 j), 

wenn filr die dort auftretende Potenzreihe die yorliegende Bezeiohnung 
eingefQhrt, diese letztere also definiert wird dorch die Formal: 

00 

(26)$i«(ff|#o)—(— i) r-1 — eikL «“0)* 

Die Gl. (24) zeigb, daB die im Innem yon S3 eindeutige Funktion lg x 
daselbst durchweg regular und somit nach dem Hauptsatze von § 48, 
Nr. 4 (S. 366) ebenda eine eindeutige monogene analytische Funktion 
yon x ist 

Das gleiche gilt ftir jeden der im Innem yon S3 gleichfalls eindeu- 
tigen Zweige Lg„ x ( M "" ± 1; ± 2, .. •), und zwar findet man wegen: 
Lg„a; — lg® -b 2nxi, also: lg® 0 -f 2n«i — Lg„:r 0 

aus der Reihenentwicklung (24) die damit yollkommen analoge (fQr n »= 0 
mit ihr zusammenfallende): 

(24a) hg H x - Lg n x 0 + $Pig(®|# 0 )- 

Die Beziebungen (24), (24a) gelten sodann nicht nur filr jene „gewisse 
Umgebung" der Stelle x 0f sondem filr das gauze an diese Umgebung sich 
unmittclbar anschHefiende Konoergenegetoiet yon ^i g («|^ 0 )> soweit dasselbe 
ein dem Innem von S3 an gehoriges eusammenhSngendes Stuck bildet, also 
die Grenzgerade 0, — oo nicht Uberschreitet. Ist das letztere der Fall, waff 
allemal dann und nur dann eintritt, wenn | 0 = 2t(® 0 ) < 0, also ® 0 — 6o+ 
der linken Halbebene angehSrt, so gilt Gl. (24) bzw. (24 a) nur fill' den 
die Stelle x 0 enthaltenden (grSBeren) Tail des Konyergenzgebietes, und 
zwar auf Grand der Stetigkeitsbetrachtung yon Nr. 2 mit Einschlttfi der 
in die Gerade 0, — po fallenden begrenzenden Sehne (exkL x — 0), falls 
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x 0 dem oberen Teile der linken Halbebene angehort. Jenseits dieser 
trennenden Sebne und, falls x 0 dem unteren Teile der linken Halbebene 
angehort, schon Vmgs derselben erleidet lg x einen Stetigkeitssprung, 
wahrend SPig(#|a; 0 ) stetig bleibt, die weitere Gdltigkeit der Beziehung (24) 
also ausgeschlossen erscheint. Andererseits kann aber die anf Grand von 
GL (24) zunachst fill* eine gewisse Umgebung von x 0 vorhandene Be- 
ziehung: 

elg*o + ¥lg(a'l*o) x 

nur bestehen, wenn ibre Unite Seite nach Potenzen von a; entrwickelt mit 
der rechten geradem identisch ist: sie muB daber gtiltig bleiben, solange 
diese Entwickelbarkeit besteht, d. b. schheBbch, solange SPig (x \ x Q ) honver- 
giert. In demselben Umfange muB also der Ausdrack y — lg # 0 + (x | x 0 ) 
als eine L 6 sung der Gleicbung & — x irgendemen der Werte von Lg x 
darstellen. Das kann aber jenseits bzw. longs jener das Eonvergenzgebiet 
von $ig(#| 2 b) zersckneidenden Sebne nor ein soleber sein, der sicb stetig 
an lg x anscblieBt Da im Falle > 0 der linaginare Teil von lg x bei 
i] —► + 0 und fiir ij »= 0 den Wert tc% annimmt, andererseits der unagi- 
nare Teil von Lgj x = lgx + 2xt bei 97 —► — 0 nacb sti konvergiert, so 
bildet Lg x x langs jener Sebne die stetige und somit nacb dem Gesagten 
analytische Fortsetzung von lg x In ahnlicher Weise wQrde im Falle 

0 der unaginaie Teil von lg x bei 17 — 0 nacb — xi konvergieren 

und sodann lg a: f(ir t] ^ 0 in Lg- ! x seine analytisohe Fortsetzung 
finden*) 

Die Anwendnng der gleicben ScbluBweise auf GL (24 a) zeigt, dafi 
Lg s x, wenn x die trennende Sebne tiberschreitet, in Lg ll+1 x bzw. L g-i* 
iibergeht, je nacbdem x 0 dem oberen oder unteren Teile der linken Halb¬ 
ebene angehort. 

6 . Zur besseren Veranschauliohung des im vorstehenden gescbilderten 
Znsammenhanges zwiscben den verschiedenen Zweigen: 

Lg* 27 ( w “ 0, ± 1, ± 2, ...) 

denke man sicb langs der Halbachse 0, — 00 einen Schnitt in der Weise 
gefttkrt, daB die Strecke 0, — 00 mit der oberen linken Halbebene ver- 
bunden bleibt, diese selbst also durcb die erstere abgeschlossen wird, 
wahrend die untere linke Halbebene offen bleibt. In der so eerschnittenen 
Ebene, welche nunmehr die Rolle des zuvor mit 93 bezeichneten Bereicbes 

1) Wird anf der Geroden 0, — 00 (also i$in negativ) angenommen, so bat 
die Summe der Reihe lg x Q -f- $ lg (ae|a^) in dem oberen Halbkreise des Konvergenz- 
kreises (mit dem Mittelpunkte ® 0 und dem Radius |aj fl |) emsohliefUich des be- 
grenzenden Durobmessers den Wert lgx, in dem unteren Halbkreise den Wert 
lga-f 2rtt™Lg,fl;. 
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spielt, ist jeder Zweig Lg n x eine emdeutige monogene cmalytische Func¬ 
tion, die sioh ftLr jede nicht anf dem Schnitte gelegene Stelle regular yer- 
halt und auf dem letzteren nooh stetig bleibt 

Denkt man sich jetzt die zerschnittene Ebene langs dea Schnittes 
wieder zusammengeheftet, llbrigens unter Beibehaltung der kurzen Be- 
zeichnung Schnitt (— ehemaliger Schnitt) fttr die Ealbachse 0, — oo, so 
ersoheint Lga? in der nngeschnittenen Ebene als eine zwar unendlich vid- 
deutige, nichtsdestoweniger monogene cmalytische Function, die an jeder 
von 0 nnd oo yerschiedenen Stelle sich regular verhalt und deren gesamter 
Wertvorrai ans jedem einzelnen ihrer Funktionselemente durch analytische 
Fortsetznng hergeleitet werden kann 

Geht man von einer nicht gerade anf dem Schnitte liegenden, Bonst 
ganz beliebig gewahlten Stelle x 0 aus und denkt sich die in deren Um- 
gebung nach Gl. (24) bestehende Entwicklung: 

lga; = lg« 0 + $i g («|« 0 ) 

langs eines den Punkt x 0 und den Nullpunkt lm Innem enthaltenden ein- 
fach geschlossenen Weges etwa in positiver 1 ) Umlaufsrichtung so lange 
analytisch forfcgesetzt, bis wieder eine Entwicklung nach Potenzen yon 
x — x Qf etwa mit Benutznng der Zwischenstellen x 1} x if .. x n zum Yor- 
schein kommt, so ergibt sich, da hierbei der Schnitt ewmal tlberschritten 
wird, als Endresnltat: 

lg«o + ¥i*(*|^,» ®l» ■ *■» *o) - L gi(«) 

D Lg x (x Q ) + $Pi g (x | x 0 ) 

Bei eineni zweiten Umlauf dieser Art resultiert dann Lg 9 *» beim nten: 
Lgn x nsf. Wird die analytische Fortsetzung in entgegengesetzter Um¬ 
laufsrichtung yollzogen, so kommen in analoger Weise hg_ x x, Lg_ s a;, 
... zum Yorschein. Da aus den yorangehenden Betrachtungen unzwei- 
deutig heryorgeht, dafi diese unbegrenzt fortsetzbare „ Verzweigung it des 
Logarithmus aussohliefilich auf dem Einflufl berulit, welchen der Null- 
punkt durch seine Lage im Innem des FortsetzungswegeB austtbt, so be- 
zeichnen wir ihn als VerzweigungspunM, und zwar als einen logarithmischen 
oder auch mit Bticksicht auf die Unbegrenztheit des Yerzweigungspro- 
zesses als emen solchen von unendlich hoher Ordnung. Das gleiche gilt 
tlbrigens fiir den Punkt x «= oo, wegen: 

“ Os*),., 

Will man femer die Yeranderung feststellen, die irgendein Zweig 
Lg v rr erleidet, wenn x yon einer nicht auf dem Schnitte liegenden 


1) VgL § 0, Nr. 9, Zusatz (9. 79) 
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Stelle x Q ausgehend langs ernes stetigen Weges variiert, der den Sohnitt 
nur eine endliche Anzahl von Malen dwrchsetzt 1 2 ), so hat man lediglich 
zu beach ten, wie oft ein solches Durchsetzen stattfindet, mit der Unter- 
scheidung, ob dies in positiver Richtung, d. h. yon oben nach unten, 
oder in negativer, d. h. yon unten nach oben, geschieht. Bei jeder positiv 
gerichteten Durchsetzung erleidet Lg, x einen Znwachs yon + 2art, bei 
jeder negativen einen solchen yon — 2 ici. Wenn der Weg den Schnitt 
nur erreicht, (ohne lhn zu durchsetzen), so hat dies keinerlei EinfluB, 
wenn es in positiver Eiohtung geschieht 1st die Bichtung die negative, 
so bringt das Erreichen des Schnittes einen ZuwachB yon —2 xi, der 
aber sofort verschwindet, wenn der Weg den Schnitt wieder verl&Bt *), 
nur erhalten bleibt, wenn er auf dem Schnitte endigt Hieraus ergibt 
sich, daB bei p Durchsetzungen in positiver und n solchen in negativer 
Richtung als Endergebnis Lg,a; -\-2(p — n)iti erschemt, gleichgtUtig wie 
oft der Weg auBerdem den Schnitt erreichen mag, ohne ihn zu durch- 
setzen Nur wenn er yon unten her koinmend auf dem Schnitte endigt , 
andert sich das obige Resultat noch um — 2sti. — Etwas ahnliches 
wtirde stattfinden, wenn der Ausgangspunkt x 0 auf dem Schnitte ange- 
nommen wird. Dies hat auf das Endresultat gar keinen EinfluB, wenn 
der Weg zunachst nach oben fdhrt, liefert jedoch zur Endsumme den Bei- 
trag + 2ni, sowie der Weg den Schnitt in der Richtung nach unten 
yerlafit 

Der zuyor festgestellte Zusammenhang zwisohen den yerschiedenen 
eindeutigen Zweigen yon Lg x zeigt, daB es freisteht, diese Zweige auf 
unendlich yiele andere Arten voneinander zu trennen, mdem man an die 
Stelle des Schnittes 0, — oo irgendeinen anderen treten laBt, der nicht 
einnial geradlinig zu sein braucht, sondern in einer beliebigen vom Null- 
punkt ins Unendliche sich erstreckenden, offenen Jordamahen. Kurve be- 
stehen kann. 

7. Ersetzt man in Gl. (17) bzw. (24) x durch x + 1, so ergibt sich: 

00 

(26) + eikl.*-1), 

1 

eine Reihe, welche gewohnlich schlechthin als die logo/rithmische bezeich- 
net wird. Da 1 -}- x redl und ^ 0, wenn x reed und ^ — 1, so ilbei> 
nimmt die Stelle x ■= — 1 die frtiher yom Nullpunkt gespielte Rolle, 


1) Wir sagen 1l durohsetzt‘ < , nicht: fjBChneidet-' 1 , um die MOglichkeit offen eu 
lMien, dafi der Weg auch stflckweise mit dem Schnitte zueammenfallen kann. 

2) so. in der Richtung nach unten: es sollte ja im vodiegenden Falle gerade 
kein Durchsetzen stattfinden. 
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lg (1 -j- %) ist daher emdeutig definiert und regular un Innem desjemgen 
Bereiohes, welcher begrenzt wird durch den Schnitt — 1, — oo, und wird 
in diesem Umfange durch die analytischen Fortsetzungen der Reihe 
$ig(#) dargestellt, soweit deren Konvergenzkreise (die samtlicli durch 
den Punkt — 1 gehen) den Schnitt nicht tlberschreiten 
Ersetzt man in Gl. (26) x durch — x, so folgt. 


(27) lg(l-ff)-(1*1 ^ exkl. x = 1), 

i 


und hier gelten die analogen Bemei kungen, wie die zuletzt an Gl. (2G) 
gekndpften, mit dem einzigen Unterachiede, daB jetzt die Strecke 1, + co 
ala Schnitt zu gelten hat. 

Aus Gl. (26), (27) folgt: 

a'{ l 2 g(l +*)-lg(l “*)} (M ^ exkl. x - ±1). 

o 


Da fttr reeUe x bei \ x | < 1 die beiden Loganthmen reeU auafallen und 

1 I 

aomit ihre Differenz ohne weiteres durch Iff ersetzt werden kanu. 

o i — x ' 

ao l&Bt aich zunachst fiir aolche reelle x die yorstehende Gleichung (lurch 

die folgende eraetzen: 


(28) 


1 1 1 +8 "V 3 , ’’ +1 

2 ^ 1 - a: = "^/’'2v+ 1 

0 


Da anderer seits die liuke Seite im Innem dea von den beiden Schnitten 1 ) 
— 1, — oo und 1, + oo begrenzten Bereiohes emdeutig definiert und 
regular ist, ao gilt Gl. (28) ftlr den ganzen Konvergenzbereioh der be- 
treffenden Reihe, d. h. ftlr |#|^1 mit Ausnahme der Stellen ±1, ftlr 


welche eigentliche Divergenz nach -f- oo bzw. — oo stattfindet (wiederum 
in tTbereinatimmung mit limlg—-^ bzw. lim^g^-i-^ • 


1) Auf dieaen beiden Sohnitten, also ftlr reelle x mit absolaten BetrUgsn > 1 
, 1 + x 

wira -- ^ ran negativ 
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§ 71 Der Arcustangens nnd seine Beziehungen zum Logaritlimus. — 
Reihenentwicklungen fftr den Hauptwert arctg x. — Die nnendlich 
yieldentige Funktion Arctg x, — Endgfiltige Losung der Aufgabe, 
jede beliebige komplexe Zahl x in der Form | x\ • e** darzustellen. 
— Der reelle nnd imaginftre Teil des Logarlthmus und der loga- 

rithmischen Reihe. 

1 Aus § 69, Nr 7, GL (31), (32) ergibt sicli durch Vertauschung 
von x und y, daB die Gleichung: 

(1) # — tang y, 

die in der Umgebung von x ■= 0 regulare Umkehrung beBitzt: 

00 

, _2M-1 

( 2 ) • Sf.-vhn 

o 

Im tibrigen mufi ja die TJmkehrung von Gl. (1) erne unendlich viddeutige 
Funktion sein, da alle moglichen y -f- n%(n « 0, ± 1 ± 2, .. ) bei fest- 
gehaltenem y das gleiche x erzeugen, also umgekehrt zn jedem x nnend¬ 
lich viele verschiedene y gehoren, namlich alle von einem beliebig unter 
ihnen ausgewahlten nm ein ganzes Multiplum vou n verschiedenen und 
nur diese. Aus: tang y — tang y, anders geschrieben: 


nder auch: 



1 Jt-e-* 1 


t - e -v* 




e* 9i 4-1 


folgt namlich nach Wegschaffung der Nenner: 

e a y' { — e* yi — e' 1 ' 1 — e** 1 *, 


also: 


e tv>i = e* vi und somifc: y'«« y + nic 


(ohne jede andere Moglichkeit). 

Diese unendlich vieldeutige Umkehrung y von GL (1) heiBt Arcus¬ 
tangens von x, in Zeichen: 

(3) y —Arctgs. 

Wild analog wie beim Logarithmus aus ihrem gesamten Wertvorrat ein 
bestinunter emdeutiger Zweig als Hauptwert ausgewahlt und mit arctg a: 
bezeichnet, so sind alle moglichen Werte in der Form enthalten: 

(4) Arctg a; — arctga; -f wjt (n — 0, ± 1, ± 2, ...). 

Jener fragliche Hauptwert soli nun zunachat durch die Reihe (2) defi- 
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niert werden, Boweit diese letztere konvergiert , so dafi also: 

“ Sl + 1 

(5) arctg a; - ^ (— l) v 2y - ^ fur: \x | ^ 1 exkl 2 — ± ». 
o 

Ffir x *=> ± i findet eigentliche Divergenz in der Weise statt, dafi die Tom 
Faktor % befreite Reihe nach ± oo divergiert Da sodann (naoh dem 
Satze von § 32, Nr. 7, S. 259): Jim^arctga; — oo, ao erweisen sich die 
beiden Stellen x — ± i als smgulare f(lr arctga. 

oo 

Ftlr x — 1 geht die Reihe (5) in die LeibnigBcke: “x 

o 

(vgl § 65, Gl. (5), S. 495) fiber, so dafi also: 

(5a) arctg 1 , 

wie man (mit Berficksichtigung der ana Gl. (5) fQr arctg 1 sich ergebenden 
Schranken: 0 < arctg 1 < 1, die fQr keinen anderen Wert von Arctg 1 
passen) auch unmittelbar ans der Beziehung: tang —=-=l hatte erschlieBen 
und sodann im Anschlufi an Gl. (5) zur Summation der Leibnie schen 
Reihe benfitzen konnen. 

2 . Die Vergleichnng der Reihe (5) mit derjenigen in Gl. (28) deB 
vorigen Paragraphen zeigt, dafi sie ans der letzteren durch Substitution 
von zt an Stelle von x und Division mit t hervorgeht. Infolgedessen er- 
gibt sich: 

( 6 ) 


zunachst fttr und diese Beziehung kann dann dazu dienen, nm 

den Hauptwert von Arctga; fQr die ganze Ebene zu definieren ^wie sich 
auch unmittelbar ergeben wfirde, wenn man vor der Auflosung von 

1 e 8 *'*—1\ 

GL (1) nach y die rechte Seite in die Form setzt: tang y = — -J* 

Infolge der Substitution von xi ffir x in § 70, Gl. (28) treten an die 
Stelle der dort eingeffibrten Schnitte — 1 , — oo und 1 , + oo die folgen- 
den: i, ooi und — i } — oo i (das soil bedeuten: die beiden Stficke der 
imaginaren Achse, die sich von i bzw. — i in positiver bzw. negativer 
Richtung ins Unendliche erstrecken) Im Innem des von diesen Schnitten 
begrenzten Bereicbes ist arctg x ,durchweg regular, eine monogene analy- 
tische Funktion. 

Da der imaginare Teil jedes Hauptlogarithmus in den Grenzen 
— jri (exkl.) und -f %% (inJcl.) liegt, so folgt aus Gl (6), dafi: 

CD - \ < $ (arctg x) <£ + y 
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(konfoim mit der in der Trigonometrie far reelle x ablichen Festsetzung). 
Wir wollen zeigen, daft zugleich 9ft (arctg x) positiv bzw negativ ausfallt, 
je nacbdem x der rechien oder linken Halbebene angehort (im ersteren 
Falle sogar einschlieBlich der begrenzenden imaginaren Achse mit Aus- 
nabme der Strecke — i, + i ) Setzt man: 

*” reV "> T=T,~ r '‘ /l/ ‘ (-*<{£}^ + *)> 

so wird: 

i l ™J" flui i f ■ . r • 

und daber nach Gl. (6): 


(8) arctg x = lg /, also: (arctg x) = ^ip'. 


Nun findet man: 


und hieraus: 


l + 

1 - ire** 


r' am ip' 


1 -f -ire V* 1—£*+2»rco8^ 

1 _(_ ire-V* “ i + r'+arsing 

2r cobi/j 

= 1 -f- r*-|- 2 1 sin^> 


Der N&mer dieses Ausdrucks wird im Intervall — sr < ip < -f * uur Nutt 
ffir ^ — y, wenn zugleicb r ■= 1, in jedem andem Falle i&t er grofier 

als (1 — r) s , also positiv. Der ZaMer wird Null ftir ip =» ± y. Somit 

bat sin ip' nacb AusschluB von ip -= ± y classdbe Voreeichen, wie cos ip f 
so dafi also: 

sm ip' > 0 far | ip | < y, sin ip' < 0 ftir | ip | > y 


Da andererseits ip r bei 0 < | ip' | < sr dasselbe Yorzeicben hat wie sm ip' f 
so folgt schliefilich mit Beriicksicktigung vou G1 (8), daB wie bebauptet: 


( 10 ) 


>0 


9ft (arctg x) 


<0 


fiir 




M<-1. 

U-I>T< 


also ftir 


» a 


&>*0 

g<0. 


FUr den bierbei noch ausgeschlossenen Fall ip — i , d h. wenn x der 

A 

imaginaren Achse angehort, also von der Form x — rji ist, bat man (nacb 
Ausscbeidung der hier nicht in Betracht kommeuden singularen Stellen 
x ™ ± ») zu unterscheiden, ob |^| < 1 od er |i?| > 1. Im ersteren Falle 
gehort ja das in Frage kommende Stack — t, -f abgesehen von den 
Grenzen ± a, dem Regularitatsbereich von arctg x an (s. Gl. (5)) und da 
9ft (arctg x), wie eben bewiesen, zu beiden Seiten jener Strecke verschiedene 
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Voreeichen hat, so inuB infolge der Stetigkeit 
(11 a) s Jt (arctg yi) = 0 (| ij| < 1 ) 

sein. In der Tat findet man fttr |^| < 1 : 


( 12 a) arctg rji — ^ lg j -jj, d. h rein imaginar 

Nimmt man dagegen |^| > 1, so wird: 


(12b) arctg _ i Lg _ i (lg ’-j-i 
und daher: 


+ xi )-h^ 


V ~ 1 
+ 1 



(lib) tR (arctg tji) = £ (|fl| > !)• 


3. DaB arctg x eine ungerade Funktion, also. 

(13) arctg (— x) — — aictg#, 

folgt ftir |aj| ^ 1 unmittelbar aus der Reihenentwicklung (5), gilt dann 
aber ohne weiteres fflr den ganzen Regularitatsbereich yon arctg x, d. h. 
in der ganzen Ebene mit Ausnahme der beiden Schnitte x^iji (| , »;| 1). 

Aus GL (12 b) folgt fill* [ 17 1 > !• 


“0tg(-i2t)-^lg3±l4 


n 

T 


2* 8 r] + l T 2 


und daher mit nochmaliger Benutzung yon G1 (12b): 

(13a) arctg (— 7 /£)-= —arctg + sc (|^| > 1). 

Ersetzt man ferner in Gl. ( 6 ) x dnrch , so ergibt sich 1 ): 

Qj 


1 / , l + ai , .\*) 


1 — £C»\ 

1 + xi) 


und durch nochmalige Anwendung yon Gl. ( 6 ) auf die rechte Seite dieser 
Gleichung: 


(14) 


arctg* + arctg - — ± -5 


1) Statt arctg— sohreibt man anob: arccot x Aus: 


folgt n&mlich: 
und daher: 


y -» arctg—, also — — tangy, 


x —» ooty 
y « arccot a, 


■wenn man naoh Analogie der bisherigen Bezeichnungen den Hauptwert der TJm 
helming yon x «= cot y mit arc cot a; bezeiohnet. 

Vrrl TTnftn 1 Q Rll 
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d. h die links stehende Summe ist konstcmt, znm mindesten in jedem zu- 
sammenhangenden Gebiete, in welchem sie stebig ist. Da arctg# diese 
Eigenschaft in der ganzen Ebene mit Ausnahme der beiden Scbnitte 
aoi, — i, — ooa besitzt, diese letzteren aber durch Substitution von — 

auf die Strecken — i, 0, i, 0 abgebildet werden und somit arctg y regu¬ 
lar, also auch stebig ist ftlr jede nicht dei Strecke — i f + * angehorige 
Stelle, so eerfattt der Stetigkeitsbereich der obigen Summe in die beiden 
durcb die imaginare Achse getrennten TeUgebiete, d. h. die betreffenden 
beiden Hadbebenen. Nun hat man mit Benutzung von GH (6a) und (13): 


(arctg# + arctgy) - y, 
nnd somit allgemein: 

(16) arctg# + arctg y 


(arctg # + arctg ■£■) 

- y fitr | > 0 
-“T ■ S <0 


7t 

T 


Im Falle § -> 0, also fiir # = iji bleibt (abgesehen von den singu- 
laren Stellen # = ± t) noch die erste der beiden Formeln gfiltig. Sei 
ctwa- |q| > 1, also -^-| < 1, so findet man: 

arctg ^ == arctg (— — — arctg -^i (nacli Gl. (13)) 

V — i 


( nach Gl (12a) ) 

— arctg iji + y (nacli Gl (12b>) 


und daher: 
(15a) 


arctg rjt -f- arctg 




zunachst fOr |i?| > 1, aber infolge der Symmetric der linken Seite iu be- 
zug auf rji und y ohne weiteres auch ftlr |i?| < 1 (tiberdies, wie bereits 
bemerkt, in tTbereinstimmung mit der ersten der Formeln (15)) 

4. Die Beziehungen (15) k5nnen dazu dienen, um arctg x ftlr # ^ 1 
(exkL x — ± t) nach negativen Potenzen von # zu entwickeln. Man findet 
zunachst aus GL (5) durch Substitution von y an Stelle von #: 


(16) arctg ~ (- 1)' * - f«r |«| ^ 1 (exld x = ± a) 1 ) 

_ Cl ' 

1 ) Dafi liipmajili arctg— an der Stelle os-=oo sioh regular verh&lt, ist ja 
in Wahrheit nur eine andere Auadruoksweise dafflr, dafi arctg x fCLr x « 0 regu¬ 
lar iat. 
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und daher mit Benutzung der Gl. ( 15 ), ( 15 a) fflr |$|^1 (exkL 8 = ^ i)* 


(17) 


arctg x 


fw.-iz ° 

0 

— (2 v +1) 


Hieraus witrde ftir x —> oo folgen, dafi: 


(17 a) 


lmi arctg x = ^ bzw. = — —■, 


je nachdem x inneihalb der rechten oder der linken Halbebene dem Un- 
endliohen zustrebt, und dafi im Falle x=*T}i fQr 17 —>-±oo nocb die ersie 
Formel gilt. Da andererseits arctg 00 nickt defimert ist, wollen wir, um 
die Eindeutigheit des Hauptwertea arctg x auch fttr x -= 00 zu erhalten, 
mit Rficksicht anf Ungl. ( 7 ) defimtionsweise die Festeetzung treffen: 

( 18 ) arctg 00 — y 


Die in (17) unter dem Summenzeichen stehende Reihensumme ist 
auf den beiden Sclmitten x^rji (| 77 1 > 1 ) rein xmagtnar und nach der 
rechten, wie linken Seite hin stetig. Man findet daher aus den Gl. (17) 
(immer 1771 > 1 vorauagesetzt) f(Lr i —> ± 0 : 

(19) lim Sft (arctg x) =■ + l 1111 SR (arctga;) “ — -f- ‘ 

*-> + 0 + »;i " «->-0 + »)i 

Da andererseits nach GL (lib): 

SR (arctg 17 *) = + |- (hl>l), 

so 1 st bei Annaherung von x an jeden der beiden Schnitte von rechts her 
fQr arctg x noch SteMgkeit vorhanden, wahrend beim Verlassen des Schnitte* 
in der Richtung nach links arctg x einen StetigkeitsBprung von der Gr5fle 
— % erleidet. Dagegen nimmt die erste rechte Seite der Formel (17) beim 
Dberschreiten ernes jeden der beiden Schnitte stetig bleibend den Wert 
arctg x + at an, geht also in emen neuen Ztoeig der unendhch vieldeutigen 
Funktion Arctg x fiber, der mit Arctg t x zu bezeiehnen ware, wenn vrir 
nach Analogic der beim Logaiithmus eingefiihrten Bezeichnungsweise 
setzen: 

( 20 ) arctg a: + ««=*> Arctg, a: (» =■ 0 , ± 1 , ± 2 , ...). 

Jener Arctgj^ x ist dann wieder im Innem des von den beiden Schnittei 
begrenzten BereicheB eindeutig und regular. Bei stetiger, d. h. in dem vox 
liegenden Falle analytischer Fortsetzung fiber einen der beiden Sdinitt 

:«1 A*-* "Ri/»Vifnnrr vnn vprhU nnnb opM nr dann in Arctcr. X fiber UK 



Nr 4. § 71 Erzeugung von Arctg a; durch analytisobe Fortsetzung 


557 


Analog wtirde die analytische Fortsetzung des arctg x yon der hriken 
auf die rechte Seite ernes jeden der beiden Scbnitte den Wert Arctg_j x 
erzeugen (mit dem Unterschiede, daB bier dieser Wert schon auf dem 
Scknitte selbst zum Yoracbein kommt), in gleicher Weise Arctg_ 1 x in 
Arctg_ a x iibergehen uaf 

Es besitzt biemacb Arctg x den Charakter einer zwar unendlicb 
vieldeutigen, abei monogenen, also mit ibrem gesamten Wertvorrat aus 
mnem behebigen ibrer Elemente durch analytische Fortsetzung hervor- 
gebenden Funktion. 

Bedentet x 0 irgendeine der rechten Halbebene angebdrige Stelle imd 
wird arctg a; = ^(rr|x 0 ) langs eines einfach geschlossmen Weges, der nur 
etnen der beiden Scbnitte emmal von rechts nacb links uberscbreitet, ana- 
lytiscb fortgesetzt, bis die Entwicklung wieder in eine solcbe nacb Po- 
tenzen yon x — x 0 zurtiekkehrt, so ist $|3 (x | x 0 ) in 5)3 (x \ x 0 ) + it ttberge- 
gangen, erscbeint dagegen unverandert, wenn der Weg jeden der beiden 
SchDitte einmal fiberschreitet Da em Weg der ersten Art stets eine und 
nur eine der beiden singularen Stellen ± * im Innem enthalt und, wie 
aus den yorangehenden Betracbtungen hervorgeht, die in diesem Falle ein- 
tretende Vereweigung (yon arctg x in Arctg! x) ausBchlieBlich auf diesem 
Umstande beruht, so spielen die Stellen ± i bier die Rolle von Venswei- 
gungspunkten (und zwar loganthmischen, wie ja unmittelbar aus der Formel 
(6) hervorgeht). Zugleicb zeigt das Yerbalten bei Anwendung eines Fort- 
setzungsweges der zweiten Art* welcher ja beide Stellen ± i umschlieBen 
mufl, daB diese letzteren in ibrer Wirkung sicb gegenseitig aufheben. 

DaB vorstebende Ergebnis laBt sicb leicbt dabin verallgemeinern, 
daB ein einfach geschlossener Fortsetzungsweg dann und nui' dann eine 
Verzweigung hervorbringt, wenn die Zahl, welcbe angibt, wie oft er die 
beiden Scknitte msammengenommen 1 2 * ) durchsetzt 8 ), eine imgerade ist. 

Weiter ergibt sicb sodann, daB bei Wiederholung des FortsetzungB- 
verfahrens langs eines Weges der eben bezeichneten Art Arotg s x zum 
Vorsohein kommt, eben so, wenn die Fortsetzungsrichtung yon vornberein 
umgekehrt wird, Aretg_j x , usf 

SchlieBlioft erkennt man, daB bei analytisober Fortsetzung von arctg a; 
langs eineB ganz beliebigen stetigen Weges zwisoben zwei Stellen x 0 und 
x (die man mit unerbeblicber (d h. leicbt zu erledigender) Beschrankung 
der Allgemeinbeit 8 ) als mcbt auf einem der Scbnitte liegend, eventuell 
auob als zusammenfallend annebmen kann) als Endresultat erBcbeint: 

1) In dieser Aussage ist Belbstverstftndlich auoh der Fall enthalten, dafl einer 
der beiden Sobnitte dberhaupt nicht durohsetzt wild 

2) VgL Fufln. 1, S. 649 

S) Vgl die analogen Betrachtnngen in Nr 6 dee vorigen Paragraphen (8.647/9). 
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arctg a; -f (p — ri)m, wenn der fragliche Weg die beiden Sehnitte zusam- 
mengenommen pmal in ,positiver“ Richtung (d h. von rechts nach linfcs), 
nmal in „ negativer u (d. b. von links nach rechts) durohsetzt. 

5. Die Einftthrung der Funktion Arctg x und der zu ihrer Berech- 
nung verwendbaren Reihenentwicklungen bietet die Mttglichkeit, eine 
weaentliche, an markanter Stelle noch bestehende Liicke nunmehr aus- 
znftillen. Eb bandelt sich dabei um die Daratellung jeder beliebigen kom- 
plexen Zabl x — £ + rji in der transeendenten oder trigonomeirischen Form: 
x — |jc| • eV 1 — \x\ (cos if) + i sin if)) Das Vorhandensem eolcher Darstel- 
lungen, inBbesondere einei dnrch die Bedingung — sr < if) sr eindeutig 
charakterisierten sog. HauptdarsteiUung wurde zwar in § 61, Nr 2 (S 457) 
and § 62, Nr 6 (S. 470) anfier Zweifel gesetzt, dagegen fehlte eB bisber 
an einem Wege, das ^Argument 11 oder die „Amphtude u if) (vgl. § 62, 
Fufin 2, S 470) als Funktion von {; und rj explizite darzusteUen bzw. 
zu berecbnen 

Aub der Identitat: 

S + v - |S + v\ • (jyqr^i + 

folgt, dafi if) den beiden GHeichungen zu genilgen hat: 

COS if) — rp-p-r, Bin^J = rp-p-r 

li+^r Y 

Wird vorlaufig der Fall | — 0 ausgeBchloBsen, so ergibt sich welter: 

tang if) - -| 

und daber: 

if) = Arctg -j?, 

wobei Bohliefilioh nur noch festzuatellen ist, welche Werte von Arctg -g- 

als Losung der vorhegenden Aufgabe in Betracht kommen Da bereits 
feststeht, daB es stets eine und nur erne dem Intervall [— n (exkl.), + 
angehorige Zabl if) gibt, welobe eine Darstellung der verlangten Art, 
namlich die Hauptdarstellung, liefert, bo ist fiir dieses if) ein eindeutig be- 

stimmter, dem obigen Intervall angehdriger Wert von Arctg -g- zu nebnien, 

den wir als erweiterten Hauptivert dee Arcustangens und durch die Scbreib- 
weise arctg (rj | g) bezeicbnen wollen und der nur dann mit dem gewohnUchen 

Hauptwert arctg -g zusammenfallen wird, wenn die Zahl if) dem Intervall 

y (exkl), 4- yJ angehort, d. h. wenn 2j>0 ist (da ja der Fall (j — 0 
vorlaufig ausgeschlossen wurde). 
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§ 71. Der „erweiterte“ Hauptwert arctg (»j (£) 

1st dagegen £ < 0, y ^ 0 und daher: cos ip < 0, sin ip ^ 0, so findet 

It 

man: y < ^ ^ s t, also hat man fQr (den im 2*“ Quadranten liegenden 

Bogen) ip zu nehmen: arctg (171 g) — arctg + % — arctg + it. 

1st schliefllich 5 < 0, 17 < 0 und daher: cos ip < 0, sin ^ < 0, bo 
findet man: 

— 3E < ip < — y (3 ter Quadrant), also: arctg (vj |{j) = arctg— 3 t 


— arctg — jr 

Zusammenfassend ergibt sich somit: 

(21) I + i? * = (| + *7*1 ■ 

wo: 


( 22 ) 


arctg (if |0- 


arctg -j- , wenn % > 0 

arctg —- + „ gCOjj/^O 

arctg - *, „ % < 0, ij < 0. 


In dem noch ausgeschlossenen Falle 5 — 0 (in welchem j- sinnlos wird) 
findet man ohne weiteres auB den Gleichungen fQr cos ip, sin ip (iiberein- 
stimmend mit der geometrischen Anschauung): 

wenn 17 > 0: ip = * lim arctg yj 

wenn 17 < 0: ip — — y (“lim arctg y — 

Als aMgemeimte Losung ip ergibt sich sohliefilich: 


(22a) 


(23) ^-arctg^H) + 2nit (» — 0, ± 1, ± 2, ..), 

wo in den unter (22 a) angeffihrten Fallen arctg (rj jg) durch y bzw. 
— y zu erBetzen ist 

6. Die Beziehung (21) liefert auch ohne weiteres die noch fehlende 
explizite Darstellung des imaginaren Teiles von lg(g -f iji), namlich: 

(24) lg (g + yi) - \ lg (g* + 17*) + i ■ arctg (17 j g), 


wo wiederum im Falle g = 0 der Koeffizient von i durch ^ — zu er- 
setzen ist, je nachdem ij ^ 0. 

Setzt man: 

g + iji — 1 + re 9i — 1 + r cos + ir sin (— it < ft <£ + it), 
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so wird: 

(25) lg(l -\-re &{ )=> ylg(l +* J +2rooB'6 , ) + iarctg(rsm6 , |l + rcosd) 

Aadererseits hat man nach Gl. (26) des yorigen Paragraphen (S. 549): 
00 00 

(26) lg(l + r *»0 - 2 (- l'Z-'i re” l )- 1 ^ ■ »* 

1 1 

1 

nnd daher dnrch Vergleiohung mit (25): 

Y lg (1 + r*+ 2 r cos d)-^(— 1 y-i££^i. r * 

1 

oa 

arctg (rsind) 1 + fcos#) =■» ^7 (— l )’"*' 1 . r\ 


(27) 


DieBe fftr r < 1 nnbedingt konvergierenden Entwicklungen gelten 
noch als bedingt konvergent fdr r — 1 mit AusechluB von jt, also 
ftLr: — st < # < + #• Bei dieser Einschrankung 1 st ausnahmBlos 1 + r 
cos & > 0 nnd daher kann nach der ersten der Formeln (22) der erweiUrU 
Hanptwert arctg (r sin ft 11 + r cos#) ohne weiteres dnrch den gewohn- 
lichen ersetzt werden Da sodann: arctg (r sin -fr 11 + r cos -O') — arotg 

^tang y) — y nn ^ anfierdem: 2 + 2 cos — 4 pos* y wird, bo gehen die 
Gl. (27) fllr r — 1 in die folgenden aber: 


(28) 


*g( 2 cos {)-]>}(- 


> (— 3t < ft < + ^)- 


Far 0- — ± a wird die erste der beiden Reihen divergent *), die zweite 
Tconvergiert zwar in diesem Falle nach Null , diese ihre Summe' erweist 
sich aber als unsteUg, da ans der far |0| < n geltenden Summations* 
formel folgt: 




_ j ain v& it t 




1) Sie divergiert fLbngena nach — 00 ilbereinatimmend mit dem Grenzwerte 
von lg |^2 oob y) far 0 —► ^ * (vgl den Satz von § 82, Nr 7, S 269). 
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Gerade wegen dieser Eigenscbaft kommt dor obigen Reihe erne ganz 
besondere historische Bedeutiing zu: es ist dies na.mlip.li gerade diejenige 
Reihe, an welcher Abel zuerst die Unrichtiglceit der Cauchy schen Behaup- 
tung von der SteHgkeit jeder konvergierenden Reihe stefoger Funktionen 
feststellte und daran ankntlpfend durch den Beweis des naoh ihm be- 
nannten Stetigkeitssatzes fQr Potenzreihen an der Konyergenzgrenze (s § 32, 
Nr 1 ; S. 252) die Grnndlage ftlr den fundamentalen, die gesamte moderne 
Analysis beherrschenden Be griff der gleichma/Sigen Konvergenz ge- 
schaffen hat. 

£ 72. Notwendigkeit einer grmidsktzlich eindeutigen Definition 
des Potenzsymbols b a . — Die allgemeine Potenz ([b)) a nnd deren 
Sanptwert b a . — Die Rechnnngsregeln fftr allgemeine Potenzen 

_i_ _i_ 

nnd deren Hauptwerte. — Der Hanptwert b n von {ft)" = Yb. — 
Primitive Einheitswurzeln. — Die Punktmenge ((1))“ bei reellem 

irrationalen «. 

1 Nachdem die charakteristische Form des urspriinglioh fQr die 
Potene mit ganzzahligem Ezponenten geschaffenen Symbols fQr die Ex¬ 
ponential funktion in Ansprnch genommen worden ist und hiemach das 
Zeichen e* fQr jeden beliebigen komplexen „Exponenten“ x eine eindeutig 
bestknmte Zahl vorstellt, so wQrde es zu bedenklicher Verwirrung fQhren, 
wenn man ganz analog gebaute Symbole, bei denen an Stelle del 1 Zahl e 
irgendeine andere Zahl steht, als mehrwertig verwendete. 1 ) Es mQflte 
doch innerhalb eines konsequent durchgebildeten ZeiohensyBtemB als ein 
kaum ertraglioher WiderBpruch erscheinen, wenn z B. bei a + e jede 
der beiden durch das Zeichen ]/a zusammengefafiten Wurzeln der Glei- 

chung — a bedeuten sollte, w&hrend auf Grund der nun einmal ge- 

1 # ° 
troffenen FeBtsetzung unfcer e* niemals etwas anderes verstanden warden. 

kann, als | ]/e | (wegen: (ety — e und e 1 > 0). Oder, um dieses einfeohe 
Beispiel noch etwas weiter auszufQhren: wollte man etwa unter x 1 die 
sonst als ]/x bezeichnete jsweiwertige Umkehrung y der Gleiohung: x=~y* 
yerstehen, so wOrde der Zweig mit negativ- reellem Teil (ygl § 18, Nr. 4, 
3.169) an der Stelle x*=e] da nun e inm al an der Beziehung e^>0 nichts 
zu Qndem ist, eine ganzlioh immotivierte, lediglich einer unglQcklichen 
BezeichnungsweiBe entspringende Stetigkeitsunterbrechung erleiden 

1) Manohe Autoren verauchen dieBem Dilemma dadurch zu entgehen, dafl aie 
das Symbol e® je naoh Bedarf bald als emdeuttg, bald ale mddeuttg verwenden. Mir 
eraoheint dieaes aonderbare Auskunftsmittel nioht empfehlenawert. Andere Autoren 
eraetzen daa Beit Eulers „Introducbo“ (1748) fQr die Exponentialfuriktion nun doch 
einmal all gem ein ftblich ge worden e Symbol e* durch daa wenig anmutige • exp (as). 
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Hiemach mfiBsen geeignete Festaetzungen getroffen werden, vermogf 
deren ein Symbol yon der Form b a immer nnr eine eindeutig beatimtnk 
Zahl vorstellt, nnd zwar, naohdem dasselbe fdr ganzzahlige a bei be 
liebig Itomplexem b, sodann fllr b =- e bei beliebig komplexem a bereiti 
eristiert, gleioh in dem Umfange, dafi sowobl a als b beliebige komplen 
Zahlen bedeuten sollen. 

2. Ala zweckmafiiger Ausgangspunkt fill - die Definition yon b a dien 
die Darstellung yon b (nnter der Voraussetzung 6 + 0) in der Exponen 
tialform, nnd zwar ffirs erste die sogenannte Hauptdarstdlung: 

b —i e 1 ®* — gisIM+v^ wo: — it < if> ^ it, 

vermoge deren 6° zonacbst in der Form (e 1 ® 6 )® angesohrieben werdei 
kann. Das iat nnn freiliob nocb kerne Definition, weist aber sofort einei 
gangbaren Weg zu erner solchen. Da namlioh bereits feststeht (s. § 59 
01 (19), S. 445), dafi fflr em ganteahltges n: 

(e>8 fc )" — 

ao definieren wir analog (immer unter der Yoranssetzung b + 0): 

00 

(1) 6» = (~E’Zi o *« *)') 

nnd bezeichnen die auf dieBe Weiae eindeutig definierte Zahl ale del 
Haupttoert der allgemetnen a 4en Potenss yon b 

Um jedes MifiverstUndnis ausznschliefien, sei ausdrficklich hervorge 
bo ben, dafi wir ntcht etwa all gem ein die Definition einffibren: 

(1 bis) (#)* » I 

Vielmehr soil diese Beziehung (abgeseben von dem oben angeffibrtei 
Fall eines ganxssahligeti a *™ n) nur gelten fiir den in 01. (1) vorliegendei 
Fall, dafi $ den Oharakter einer Sauptdarstellung besitzt, d. h. dafi de 
imagin&re Toil von V der Bedmgung gentlgt: 

1st dies nicht der Fall, so lafit sich V in die Form setzen: 
b ” [&"] -J- 2hiti, 

wo jetzt |F|, der „redueiertd l Wert von der Bedingnng: 

-a <9t(-j-[F|)^* 

genflgt und h eine eindeui.ig bestxmmte game Zabl bedentet (fc > 0 bzw 
< 0, je nachdem 91 j > it bzw. ^ — srj. Alsdann gilt also in tTber 



Nr 8. 


§ 78 Die allgemeine Potenz (b} a und ihr Hauptwert V 


663 


einstimmung mit 61 (1) die folgende Defmitionsgleichung: 

(2) («*)■ — (e^) a — f? b ' e-* kaiti , 

welcbe (abgesehen yon dem Falle, daB ha, insbesondere also a selbst, eine 
game Zabl) nur fQr h — 0, also [ft 7 ] = V in die 61. (Ibis) ttbergeht*) 

Da fir die Zabl b unendlich vide Exponentialdarstellungen existieren, 
namlich alle moglichen yon der Form: 


Mr* 


lg& iVTti / 

e e (v 


± ± 2, • •), 


so fiihren wir als allgemeine a ta Potent yon b nacb Analogic yon (1) den 
Ausdruck e aLs6 , ausfttbrhcher geschrieben e a7jgyb (y — 0, ± 1, + 2, • • •) 
em 9 ) und bezeicbnen lhn nacb dem Vorgange yon Cauchy nut dem Sym¬ 
bol 8 ): ((&))“, so daB dieses definiert wird durch die Gleicbung: 


( 3 ) 




ah ab 

e B 


e a M<* 

Jo gSra/zi 



Or ± ± 2, ■ • •) 


und im allgemeinen unendlich vide verschiedene Zahlen vorstellt, die 
sicb nur dann auf eine endliche Anzahl periodisch wiederkehrender bzw. 
eme eineige reduzieren, wenn a eine rationale bzw. ganze Zabl 

3. Da die Gleichung (1) eine neue Definition deB Symbols b a ent- 
balt, so ist yor allem festzustellen, daB diese mit den bisherigen, auf be- 


1) Auf die bezfiglioh der Gflltagkeit von G1 (Ibis) gemachte Emaohrftnkung 
bezieht aiob die in §69, Nr *2 an die G1 (21b) (S 446) gekndpfte Bemerkung. 
Die betreffende Gleichung 

-L 

(e*)" - 

gilt nur, wenn der im Text angegebenen Einschr&nkung genilgt, w&hrend 

eie andernfalle (mit Benutzung der im Text erkl&rten Schreibweise) durch die fol¬ 
gende zu ereetzen wire- 

1 1 i—i x 9k>ti 

(eY=e n * ~. 

2) Wir vermeiden hier un Gegensatz zu Gl. (1) absiohtlioh die Zwischende- 
finition (e 1 * 86 ) 0 , denn dieses Symbol wfirde naoh der liber die Bedeutung von 
Gl. (Ibis) getroffenen Yerfflgung niohts anderes bedeuten, als (e 1 * * * 6 ) 3 . 

3) Man findet an Stelle der etwas unbequemeu Doppelklammer auch die 

Schreibweise (*b) a . Keinesfalls aber wdrde es genflgen, die obige allgemeine 
Potenz zum Unterschiede von ihrem Eauptwerte b a etvra mit (b) a zu bezeicbnen. 

Denn, tntt an die Stelle der Basis b eiu aua mehreren Buohstaben bestehender 
Ausdruck, z B 6 + 6', so lELBt rich scbon der Haupticert der a*" Potenz nicht 

anders als in der Form (6 + 6')° ausckreiben Hierin liegt auch der Grund, warum 
unter (&')* niohts anderes als der Hauptwert der a Un Potenz von c 6 ' yerstanden 
werden kann und die bezflglich der Gftltigkeit von Gl. (Ibis) gemachte Beschrln- 
lcung znr Yermeidung von WidevBprQohen rich als notwendig erweist 
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sondere Auswahl der Zahlen a, b sich beziehenden Defimtionen nicht im 
Widerapruch steht. Es handelt sich hierbei um die folgenden drei Falle: 

1) b reell und positiv, a reeU. Auf Grund der frflher aufgestellten De- 
finitionen einer solohen Potenz 6® (b. I 1; § 13, Nr. 1; § 23, Nr. 6; § 29, 
Nr 5, 6; § 31, Nr.5, 6), eowie des natfirlichen Lagarithmus einer positi- 
ven Zahl b (§ 32, Nr. 2; § 34, Nr. 1) findet man: 

b a = (e ^ b ) a . 

Nun besteht aber anf Grund ernes ausdriicklich bewiesenen Satzes (a a. 0. 
§ 31, Gl. (19), S. 191) die Beziehung: 

( e^Y e olg6 

and somit ergibt sich: 

&<* — 

genau tlbereinstimmend mit unserer jetzigen DefinitionBgleichung (1). 

2) b bdiebig homplex, a — », d.h. redl and ganeeahlig. Auch hier 
besteht zunachst die IdentitSt: 

h*==(e x * b Y, 

sodann aber nachweislich die Beziehung: 

( e^Y — e Hleb , 

auf welche ja oben geradezu als Vorbild fftr die DefinitionBgleichung (1) 
hingewiesen wurde, womifc dieser Fall erledigt ist. 

3) b — e, a bdiebig komplex. Da: 

e a = e a 1 ^e alBe , 

so gentlgt auch e® der Definitionsgleichung (1). 

4. Die Definitionen (1) und (3) erweisen sich als auBreichend, um 
festzustellen, inwieweit die Grundregeln filr das Rechnen mit Potenzen 
im ursprflnglichen Sinne 1 ) auf die neuen Haupttcerte bzw. die viddeu- 
tigen aUgemeinen Potemen tibertragbar Bind. 

Man findet zunachst nach GL (1): 

b a b a> *— e® 1 * 6 • e a>lgb = et a+af)l8b , 


1) Eb handelt sich dabei urn die drei in I,, § 13 (8. 78) als GL (8), (4), (ft) 
bezeichneten (auf rationale A and ganzzahlige positive m, n bezdglichen) Fonnelni 

A* A H t~A n+n 

(A m )*'=A mn 

A m B n = (A B)*. 
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also schliefllich: 

(4) 

(genau wie in den Fallen 1)—3) der vorigen Nummer) J ) 

Dagegen folgt aus Definitionsgleichung (3): 

(5) (bf • (bf - e aLeyb ■ e a LSy ' b 

M Ja+a' . g*(va + v'a^at 

und, wenn X eine vorlaufig beliebig zu denkende game Zahl bedeutet: 
(5a) (bf • ((6))®' - b a+a ' • . e * ((v-a) «+{>--a) <*')*< 

-= + ■ e *((*-Z)* + V-*)»')**. 

Daraus ergibt sich, dafi damn und nur dann: 

(5 b) «“■ W-PJ-+-', 

wenn der letzte Exponentialfaktor in Gl. (5a) sich auf die Einheit redu- 
ziert, d. L wenn zn jedem v, v ein ganzzahliges X existiert, derart, daB: 
(v — X)a + (y f — X)a' eine game ZaM ft, 

also: 

(5') va + v o' — X{a + a') + ft. 

Es l&fit sich aber zeigen, daB diese Bedingung schon ftir jedes v, v erftUlt 
iflt, wenn sie nur ftir v — 1, «/ — 0 besteht, wenn also: 

(5") a » X{a -}■ a 7 ) -f- ft, 

anders gescbrieben: 

a' *» (1 — X) (a + o') — fi. 

DarauB folgt namlich ftir beliebiges v, v: 

va + va “ (vX + v'(l — A)) (a + o') + (v — v^ft, 
bo daB die gamen Zuhlen vX + v(l — X) und v — v die Stelle der in 
Gl (5*) mit X, ft bezeichneten tlbernehnien Die Bedingung (5") erweist 
sich also als notwendig und hinreichend ftir die Gflltigkeit yon Gl. (5 b). 

Die Gleichung (5b) gilt hiernach nur in gewiasen Fallen. Dagegen 
zeigt sich die auf deu ersten Blick tiberrasohende Erscheinung, dafi man 
ohne jede Sohwierigkeit eine bedingungsloB gtlltige Gleichung erh&lt, wenn 
man bei deren Bildung statt yon der linken Seite der GL (5 b) yon der 
rechten Seite ausgeht. Man findet namlich in diesem Falle: 

(5c) (Jf +fl '- #>+***>*- e aLgvb • e a ' L8vi - (bf • (bf 

1) Ereetzt man in GL (4) d duroh — a! und beaohtet, dafi: 



•o folgt: 
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Die Vergleichung mit Gl (6) nnd (5 a) zeigt, dafi hier infolge der Wahl 
des Ausgangspunktes von yornherein die Beschrankung v = v — X ein- 
gefQhrt wird nnd auf diese Weise Gl. (5 c) zum Yorschem kommt. Da- 
gegen steht es, wie ern Blick auf Gl. (5a) zeigt, offenbar nicht frei, die 
beiden Seiten der Gl. (5 c) zu vertauschen 

Damit hat es die folgende Bewandms Stellt jedes von irgend zwei 
Zeichen A und B eine emeige Zahl yor, so besagt die Beziehung: 

A=*B, 

dafi A und B dieselbe Zahl yorstellen, und dieser Sachverhalt kann mit 
gleichem Rechte auch dnrch die Beziehung: 

B— A 

ausgedrflckt werden. 

Stellt aber mindestens eine der Zeichen A und B mehrere (auch 
unendlich viele) Zahlen yor, so gibt man der Beziehung: 

A-B 

die folgende Bedeutung: Jedes A ist gleich einem B, d h. jede der unter 
dem Zeichen A zu yerstehenden Zahlen kommt auch unter den mit B 
bezeichneten yor. 

Wenn nun wngekehrt auch jede der Zahlen B unter den Zahlen A 
enthalten ist, so besteht in dem namlichen Sinne, wie die Gleichung 
A — B auch die folgende: 

B-A, 

die beiden Seiten der Gleichung sind dann also vertauschbar 1 ), und die 
Gleichung selbst wird dann als eine voUkotnmene bezeichnet. Ihre beiden 
Seiten stellen dann zwar nicht ein und dieselbe Zahl , wohl aber genau 
denselben Zdhlenvorrat dar 

TJmfafit aber das Zeichen B auch solohe Zahlen, welche nicht unter 
den mit A bezeichneten enthalten sind, so steht es nicht mehr frei, die 
Gleichung A — B durch B — A zu ersetzen, ihre Seiten sind also nicht 
vertauschbar, sie selbst heifit eine unvoWcommene. 

Dem letzteren Typus gehort also insbesondere die Gl. (6o) an. 1 ) 

1) Z.B,: {/I-}/]/!, 

Lgo —lgo + 2»/*i (* — 0, ± 1, ± 2,. ) 

2) Ersetzt man wiederum in Gl (6 b) a' durch — o', bo ergibt sich die (gloioh- 
falls unvoWcommene) Gleichung: 

(»)-*' IQ!, 

weun man noch beachtet, dafi. 
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5 Wir untersuchen ferner, in welchem Umfange die Gleiohungen: 
( b a ) a ‘ “ b aa ' bzw. ([{byy — p]) a bestehen. 

Man hat zaniichst: 

(b a ) a ' — (e alsb ) a, . 

1st a' eine game Zahl oder besitzt e ai8b den Charakter einer Hawptdar- 
stellmg , so daB also: — it < 0 80 fi n( let man nach Nr. 2, 

GL (2): 

<6a) (b*y - 

1st dagegen keine der genannten Bedingungen erfllilt und aetzt man 
wiedemm: 

algb — |algb| + 2Jcni t 
wo jetzt: — it < 5R^|alg6|^ ^ it, so folgt. 

(J) a y smt ga'|alg*| — ga'(alg6- Xknt)^ 

also sohliefilich: 

(6b) (b a ) a — b aa ' • c- 5 **'"', 

woraus hervorgeht, daB GL (6 a) auBer in den bereits genannten Ffillen 
anch nooh besteht, wenn ha eine game Zahl, also a ' ein Bruch, dessen 
Nenner k oder ein Toiler von k ist 
Analog findet man: 

(6o) (b a ') a - b aa ’ e- n ' artl , 

wo fc' die entspreohende Bedeutung hat, wie zuvor k. Insbesondere ist 
k' — 0 bzw. durch 0 ersetzbar, wenn e a ' l8b eine Hawptdarstdlwng bzw. k'a 
erne game Zahl ist. 

Hiernach ist nnr dann: 

(6d) (b a ) a ' - (b a ’) a =~b aa , 

wenn sowohl a als a ' je eine der angegebenen Bedingungen erfilllt. 

Die letzte Gleiohung ist eine voHkommene Jedem Werte der hnlcen Seite enfc- 
epncht nicht nttr ein Wert der rechten, aondem aneh umgekehrt: man hat eben 
our bei der Bildung von (6)®* and (&)“*' denselben Lg 6 za benutzen. Dagegen 
wftre ea i. B unzul&aaig, aua der obigen Gleiohung durch meohaniaohea Fort- 
aohaffen des letzten Nennera die folgende hersuleiten; 

w’or”'-!. 

welohe nioht nur unvollkomnaen, aondern aohleohthin faltch wftre, da keinerlei 
Bindung vorliegt, bei der Bildung von (6)°' und {&)-«' denselbm Lgb zu benutzen. 
Btchtig, aber unvotUcommen wftre dagegen die durch Vertauaohung der Seiten dar- 
«ua hervorgehende Gleiohung: 

i-W-(»)“'• 
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Fiir den Fall der aUgemeinen Potenz hat man zunachst: 

(ft)-(*- 0 ,±l,± 2 ,. ), 

nnd daraus folgt, dafi aLg v b fUr jedes einzelne v je em Wert 
sein mufi, so dafi also die Gleichung besteht: 

(7 a) aLg,&-LgpJ- (v - 0, ± 1, ± 2,...). 

Dafi dieselbe erne unvdlkommene ist, lehrt die Beziehung: 

| Lg ((&])“ =■ Lg e aLg v b ■=> Lge ttLg v b+ *t i,ri 


(7b) 


a (Lg v b + 2^ni) ( 


'*-o,±i, ±2, 
i»-o,±i,±a f 


YO 


:) 


i° 


Die rechte Seite dieser voWcommenen Gleichung stellt fiir alle moglichen 
yon 0 Yerscbiedenen p, nur dann einen Wert Yon a Lg & dar, wenn -jjj- 
fittr jedes [i^O gmzzaMig , also a der reziproke Wert einer ganzen Zabl 
ist: nnr in diesem Falle wird die Gl (7a) eine vottkommene. 

Alls der Defimtionsgleiohung (3) ergibt sioh nun mit Benutzung yon 
G1 (7b): 

IV>YY — 

also im aUgemeinen: 

(8a) KW " W a “'' &*** (P - 0, ± 1, ± 2,. .), 

in den besonderen Fallen 1 ), dafi (s GL (7 b)) oder a' eine game Zahl: 


(8b) 


tW'-M 


a a' 


Andererseits findet man nut Benutzung you Gl. (7 a) 


also: 

(8c) 


— e aa ' L M — g»'I*((6J)* 




Die Gleicbung ist eine unwUJcommene, wie ein Blick auf die Gl. (8 a)- 
zeigt, welcbe im aUgemeinen nur ffir p — 0 mit ihr flbereinstimmt; aufier- 
dem aber ftlr jedes p in dem besonderen FaUe eines ganzzakligen — oder 

f • ^ 

a , in welchem dann die GL (8 c) eine vottkommene wird. 

6. Die Gleichung: 

(9 a) b a . — (6c) a 


1) Eb Bind dies keineawegfl die einzigen F&lle dieser Art s z B waiter unten 
GL (17 b). Eine genauere Untersaehung der Mfiglichkeiten, unter denen Gl (8 a) 
sich auf (8b) reduziert, zeigt, dafi dies der Fall ist, wenn: 

(«ia — l)a'=n, 

bntdr m, n beliebige game Zahlen (mU. 0) verstanden. 
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§ 72. Der Hauptwert 6* von (6)" = t j/b. 

besteht, abgeseben von dem evidenten Falle eines ganzzaMigen a } wegen: 
b a • c® — e B(lg6+lB0 ) nur dann, wenn: lg& + Jgc — lg&c, was naoh § 70, 
Nr. 3, (S 543) nnr der Fall ist, wenn die Summe 6 der Amplituden von b 
und c der Bedingung: — ar < a ^ w geptlgt. Andernfalls findet man: 
lgb + lgc — Igbc ± 2 ni, so daB dann an die Stelle der €11. (9a) eine 
der beiden in der Form: 

(9b) b a • c“ — (bc) a ■ e± iaiti 

enthaltenen tritt 1 ), die in dem bereits erwahnten Falle eines gcmeeaMigen 
a sich wieder auf Gl (9 a) reduziert. 

Dagegen liefert hier die aUgemeine Potenz ein einfacheres Ergebnis, 
namlioh die vollkommene Gleichung: 

(io) w- w-w 

wegen: 

{by • ((cj“ ^(i-Bb+Lgo) ■. ( s g < 543 ^ FufJn. 1 ). 

Ganz analogs Anssagen gelten bezttglich der Beziehungen: 



7. Den nach Gl. (1) definierten Hauptwert der — ten Potenz von b 
(n eine nattlrliche Zahl), namlich: 

( 12 ) 17 « 


bezeichnet man ^wegen: (&") — e"(4 lBb ) • m ^j T ) anch als Hauptwert 5 ) 


1) BeiBpiel. Ea ut: 

(_!).(_ i)_i 

und (— 1)^ = i f = 1, somit. 

1)* = — 1 — 

2) Dagegen ut: 

— —lKb n 

(b n ) u — e" «ur dann — 6, 

-wenn: lg&, d. h. wenn. 

— x < dt !g &) ^ * 

8) Biaher wurde der Auedruck in dieser Verbindnng mu fflr den Fall n -» 2 
benutzt (a I,, g 70, Gl. (18), S. 689), und zwar zur Bezeichnung dea Wurzelwertei 
mit pmttv reettem Teil, bzw. wenn dieeei feblt, des positiv tmctgmdrcn Wertea. Da: 

s*-.* 1 '* 

— .Wl+i** 

C f 
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von }/b, wahrend das letztere Symbol (sofern seine Bedeatung niclit durob 
einen besonderen Zusatz ausdrticklicli spezialisiert wird) als gleichbe- 
deutend mit dem mddeutigen (im vorliegenden Falle n-tcertigen) der dlt- 
1 

gemeinen Potenz (6J) B gelten soil 1 ), so dafi also: 





t+2rrtQ 

— e n 


(v =-0, ± 1 ,±2, . 


wobei es offenbar znr Erzeagnng aller moglichen verschiedenen Werte 
von i/b schlieBlich genfigt, v die Werte 0,1,... n — 1 beizulegen. Da- 
nach ergibt sicb: 

i i a i <ai 

(13) j/6 = (( e n (r-0,1, . n-1), 

d. h. die n Werte von '^b sind darstellbar als Produkte des Hauptwertes in 
die n Einheitswureeln n*** Grades (s. § 62, Nr 1, S 462), somit sohlieBlioh. 

S r ni 

auch in der Form: yb • e " , wo Yb einen beliebigen dieser Wurzel- 
werte bedeutet*) 

1st b reell und positiv, so ist: 


(14 a) 


b n 



>0 , 


also der Haupkoert von }/b gleiohbedeutend mit dem (einzigen) reellen 
positives Wert. 

1st b reell und negativ, so wird: 


(14 b) 




1 rti 


b\ n • e n . 


wo: —3r<C^^n;, bo bat man (zunELchst abgesehen von dem Falle i/> — #) 
cos > 0, also: und in dem besonderen Falle 

sin =® 1, alBO : 6^ =» a 1*1*. 

bo dafi also durohaus mit dem Hauptwert von ]/b in dem frOberen Sinne dber- 
einstimmt 

1) Mancbe Autoren gebrauchen das Zeicben y/b ale gleiohbedeutend mit 

b*, alio lediglich znr Bezeiohnung deB Hauptwertes, und Bchreiben dani als 
n-werbgea Symbol: j/p), y/*b (Cauchy: pb). 

2) Gl. (18) l&fit flich aueb in die Form setzen: 

_i_ (y/+a v) n / 

V»-i»(*•• " . 

warn: ft — |6| - e V". (Vgl S 4BB, FuBn. 1.) 



+ -- 
u™ n 


+ .W 

, * H 


Nr. 8 §72 ReohnungBxegeln fflr b n , 

1st dabei n ungerade, etwa: w-2i» + 1, so hat man: 
Srn+l. 
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(8» + l)<i 


(14 c) 


yb c— 15 |s™+i. e *™+ 1 , 


also msbesondere far v — m: — 16 |* m+1 — Sm+ | / '6 Der negative (also ein- 
zig redle) Wert einer Wurzel unpaaren Grades aus einer negatwen Zahl 
ist hiemaoh keineswegs als deren Sauptwert anznsehen. 

8 Sind m f n t p natiirliche Zahlen, und zwar m, n rdativ prim, so 
hat man zunBchst: 

. PJ* , m 

(15) n‘-r 


Sodann folgt auf Grand yon Gl. (6 a): 

_ _L\± m 

(16a) 


+ ” ( _1\± m / i_\±pw» 

b » — (b n ) , b T P" — , 


(16b) 


, to _ 1 ^ pm _1 

1) n » (&± m )", b^P* — (6±P m )P' 


nur dmn, wenn jlg&) bzw. 9ft(± y^lgfc) in den Grenzen — y 

bis einschliefilich y liegt. 1 ) 

Analog ergibt sich aus GL (8 b), daB: 


(17a) 


v±~ 


i\\± m 

»-J , 


£M 


1 \\±pm 


und zwar als voUkommene Gleiehung. Das letztere gilt auch yon der 
Gleichnng: 

+- 


(17b) 


_1_ l_ 

CW t i"-C& ±n, 5", 


1) Z. B 


(-*■) 


trf) 


It (\ *_ 

s 




dagegen: 

Femer: 

an oh: 
dagegen: 




It i 

' S 


iti 

"5“ 


(<_<«•-(O*-*' 

a a ni 




i T -« T 
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(wie man Parana erkennt, daB jede ihrer beiden Seiten die n Wurzeln 
der Gleichung x n <*= 6± m darstellt) wahrend die folgende: 

, pm 1 1 

(17 c) —— 

fQr p > 1 eine unvottkommene ist ; wie unmittelbar daraus hervorgeht, daB 
die Unke Seite n&r n, die rechte pn verachiedene Zablen vorstellt. 

Durch Zusammenfassung yon (17 a, b, c) erkennt man, daB von den 
beiden Gleichungen: 

(18) (^) ±ni — >/&?”*, — fi y/b±* ,m , 


die erste eine voUkommene, die zweite erne unvolllcommene ist. 

Schliefllich ergibt sicb noch nut Hilfe von Gl (6) nnd (8 b): 



(die letztere Gleichung als eine voUkommene) und nach Gl. (9 a, b): 


JL -1 i i. + a xv 

(20a) b a • c n — ( bc) n bzw — (6c)" • e~ * , 

je nachdem lg6 + lg£ — lgbc oder =- lg6c ± 2xi*), und analog: 

(20b) ^ -(f)’ bzw -(t)' e ~’ 

c n 

wahrend nach Gl (10), (11) die voUkommenen Gleichungen bestehen: 


(20c) 





9. Ans Gl. (17b) folgt fiLr fe — 1 die voUkommene Gleichung: 

— 

( 21 ) 

m 

d. h. die Gesamtheit der Werte yon ((l))” ist (unter der oben gemachten 

1) Andera geachxieben: 

2) Man hat z B, wenn /8>0, y>0 
sondern (wegen. lg|S + lgy — 2wt): 

(- ft* (- ?)* - (PA • - (?A 

wie unmittelbar einleucbtet, wenn man jene beiden Hanptwerte von YOrnherein 
in der Form setzt- »/9^, 
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Voraussetzung, daB in und n relativ prim ) mifc den n Einheitswurzeln 
|1))* identisck, wie auch folgendermafien bestatigt werden kann. Man hat: 

m Ivmttf 

Ci)* -(* - o, l, . » - i) 

und diese n Zahlen sind samtlicb voneinander verschieden Denn ware: 

tVjtnjti 8 *^ m iti 

e * “» e n , wo: 0 ^ v x < n — 1, so lniiBte eine 

Zahl sein, was unmoglich ist, da 0 < v t — v x ^ n — 1 und in zu » relativ 
pnm. Setzt man also: 



wo [?] ^. le ~ nicht iibersteigende ganze Zalil ; also r v eine der 

Zahlen aus der Reihe 0, 1,. n — 1 bedeutet, so sind fdr v — 0,... n — 1 
die r v alle von einander verschieden, also in lhrer Gesamtheit mit den 
• Zahlen 0,1, .. n — 1 identisch. Das gleiche gilt also auoh von den beiden 

Svmiti ivitt 

Zahlengruppen e n und e " (v «= 0, 1, ... n — 1). 

Svmiti f 1m.it i\v 

Man kann dieses Ergebnis, wegen: e * — \e " / , auch dahin 

, 1mm 8 iti 

aussprechen, daB die Einheitswurzel e n mit der Grundwureel e n die 
Eigenschaft gemein hat, durch Erhebung in die 0 te , l 46 , ... (n — l) ta 
Potenz die samtlichen w tan Einheitswurzeln zu erzeugen (vgl. § 62, Nr. 1, 
S. 463). Man bezeichnet eine Einheitswurzel, welohe diese Eigenschaft 
besitzt, als primitive. Es smd also alle w 4 ® 11 Einheitswurzeln von der Form 

8 mitt 

e * , falls m, n relativ prim 1 ), primitive, und zwar sind umgekehrt ode 
moglichen primitiven n ton Einheitswurzeln in dieser Form enthalten. Denn 
zunaohst ist ja (nach § 62, Nr. 1) jede n 4 ® Einheitswurzel in der Form 

Imiti 

e " enthalten (wobei es insbesondere frei steht, m auf das Interval! 
[0,«— 1] zu reduzieren). Sind sodann m und n nicht relativ prim, 

imiti 

etwa: m = Tem', n — Ten', wo jetzt m und n' relativ prim, so ist e * 

im'iti 

= e eine primitive n' 4 ® Einheitswurzel, erzeugt also durch Erhebnng 
in alle moglichen d. h. ganzzahhgen Potenzen Uberhaupt nur n ver- 

schiedene Zahlen (da ja fdr v > vl — 1 bzw. v < 0 immer nur solche 
Potenzwerte zum Yorschein kommen, die schon durch einen der Ex- 
ponenten v — 0, 1, ... »' — 1 erzeugt werden). 


1) Diese Anasage umfafit (nach I, 8. 86, Fafin 1) aach den Fall m =—1, also 
die tfrund-Einheitswurzet 
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10 Tritt an die Stelle dee rationalen Exponenten — eine reelle Irrctr 
tionaleahl a r die wir ohne merkliche Beschr&nkirng der Allgemeinheit als 
positiv annehmen konnen, so besitzt die Potenz: 

(23) ((l) a - ^ vttKi <v-Q,±l,±2,..') 


unendlich vide , durch w eg verschiedene Werte 1 ), da ftlr lrgend zwei gauze 
Zahlen v v v 3 niemals (v, — vf)a gawseahlig ausfallen kann Es verdient 
bemerkt zu werden, dafi diese unendlich vielen Zablen ([1))" eine Punkt- 
menge definieren, die auf dem Kreise | x | = 1 iiberaU dicht liegt, d. h. 
keinen (noch so kleinen) Teilbogen dieses Kreises von Pankten der Menge 
frei lafit. 

Um dies nachzuweisen, sei daran erinnert, dafi a als positive Irra- 
tionalzahl sich in einen unendlichen Kettenbruch mit positiven N&he- 
rungsbrficben entwiokeln lafit (vgl Ij, § 103, Nr 4, S. 778) und dafi zwischen 
a und jedem Naherungsbruohe ^ (wo m und n relativ prim) die Be- 
ziehung bestebfc: 


a 



(a. a. 0. S 777, Ungl. (16)) 


die sich, falls man unter einen Naherungsbruch mit geradem Index 

versteht, so dafi: a — ^-> 0 (a a 0. Ungl (3)), durch die folgende er- 
setzen lkfit: 


(24) 


m , . m . 1 

T<“<« 


Hieraus folgt ftlr jedes v > 0: 


pm 


- < VU <-(-r 

« n 1 n 1 


und insbesondere ftlr p — 1, 2, — la fortiori : 

/nE\ vm . . vm-f 1 

(2o) — <va< - J —, 

v ' n n f 

eine Ungleichung, die auoh nooh ftlr v ™ 0 gtlltig wird, wenn man das 
erste Ungleichheitszeichen durch ein GleichheUsze'ichen ersetzt. 

Daraus geht hervor, dafi jeder der Puhkte d vani ftlr v — 1, 2,... n — 1 

2 vmiti 

auf dem Ereise | a? | — 1 etnschen den beiden Punkten e n • und 

a(rm + l)x< irmtti 

t " liegt bzw. im Falle v — 0 mit dem Punkte e " zusammen- 

Smxi 

fallt. Da aber e n eine primitive w te Einheitswurzel und demgem&fi die 


1 ) Dai Gleiohe gilt, wie leicht eraiohtlicb, auanahmsloB im Falle lines nicht 
reelleq Exponenten 
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Sr 1. 


fvmiti 

Zahlen e * (v — 0, 1, ... n — 1) die Gesamtheit der Einheits- 
wurzeln vorstellen, also die entsprechenden Puukte die- Kreisperipherie 
in n gleiche Teilbogen zerlegen, so enthalt jeder dieser Teilbogen einen 
der Pnnkte e ivarti . TJnd da andererseits die Naherungsbruoh-Nenner n 
mit unbegrenzt wachsendem Index gleiclifalls unbegrenzt wachsen, jene 
Teilbogen also nnbegrenzt abnehmen, so folgfc, wie behauptefc, dafi die 
Pnnkte fl)“ = e iV7tia (schon fttr v — 0, 1, 2, .., urn so mehr fflr v «= 0, 
± 1, ± 2, ) auf dem Kreise | a; | — 1 uberaU dicht liegen. 1 ) 


§ 73 Die allgemeine Exponentialfanktion f5)) a nnd die allgemeine 
Potenzfunktion fa?) 11 . — Die binomische Beihe. — Reihenentwick- 
long imd analytische Fortsetznng tod x a . — Erg&nznng zn dem 
Beiken-Umkelmingssatz von § 69. 

1. Wahrend bei den bisberigen auf die allgemeine Potenz f&) a bzw. 
deren Hauptwert b a sicb beziehenden Betracbtnngen die Zahlen a nnd b 
(abgesehen von der Bedingung & “b 0) zwai’ beliebige aber feste Zablen 
bedenteten, soil jetzt eine dieser beiden Zablen darch eine komplexe Ver- 
Snderliche x ersetzt werden. Auf diese Weise ergibt sicb die allgemeine 
Exponenturffunktion ((b)* and die allgemeine Potenssfunktion (x) a (gewohn- 
lich scblecbtbin als allgemeine Potena bezeichnet) mit ibren Hauptwerten 
If bzw. x a Zur Definition von If und bat man nach Gl. (1) nnd (3) 
des vorigen Paragrapben: 

CO 

(1) - e* 186 h y 

0 

( 2 ) i[bf - (f^M b - If ■ e^ ttKi (fi - 0 , ± 1, ± 2, .. .).*) 

Dabei ist der Hauptwert eine ganze transzendente Funktion, namlicb eine 
gewShnliche Exponentialftinktion mit dem Argument (lg b) • x. Dagegen 
ist die offenbar wiederum unendlich vieldeutige Funktion f&))® flberbaupt 
Iceine monogene analytische Funktion, vielmehr lediglich eine Zusammen- 
fassung unendlich vieler, durcbaus getrennt verlaufender eindeuliger (gleioh- 

1) Da die Zahl a keiner anderen Bedingang zn genflgen hat, als der, 

irrational zn Sein, bo steht es insbesondere frei, a — zu setzen Man flndet auf 

diese Weise e vi (v — 0, 1, 8,...) als besonders einfacbes Beispiel einer abMtlhlbaren 
Menge, die auf dem Einheitskreise UberaU dicht liegt. Die analogs Eigen s chart 
besitzen dann die Koordinaten von e y ^, n&mlioh cosy, sin v fttr das reeUe lnter- 
vall [-1, +i]. 

8) Speziell ist also: 

— e* L */u * — e® (1+1/4 . 
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falls ganzer transzendenter) Fnnbtionen, deren jede von dem Hauptwerte 
sich um einen Exponentialfaktor unterscheidet. 

Diese Funktion bietet daher zu weiteren besonderen Betrachtungen 
keinen AnlaB 

2. Wesentlich anders liegen die Yerbaltnisse in bezng auf die oUl- 
gemeine Patens: 

OP 

(3) (*))• - (° H- *)’ 

0 

welche als eine flir jedes yon 0 und oo yerschiedene x absolut und nacb 
AusschluB einer beliebig kleinen Umgebung yon x — 0 und x =» oo auoh 
gleichmafiig konvergierende Reibe monogener analytischer Funktionen 
gleichfalls den Charakter einer soloben Funktion besitzt. Geht man etwa 
zunaohst yon dem zugehbrigen Hauptwert aus: 

OO 

(4) = 

0 

so erscheint derselbe (auf Grand des Cauchy Bchen oder Weierstrafi scbeu 
Doppelreibensatzes) in demselben Umfange als regular, wie Igx, d. h. im 
Ifinem des in § 70, Nr. 2 (S. 542) mit 93 bezeichneten, yon dem Schnitte 
0, — oo begrenzten Bereicbes. Wird die analytische Fortsetzung fiber 
diesen Sobnitt ausgedebnt, so gebt, je nacbdem dies in der Ricbtung yon 
oben nacb unten oder umgekebrt gescbiebt, Igx in der Entwicklung (4) 
in Igx ± 2xt und daher x a in e ±lart * • of fiber, und es ist unmittelbar 
ersicbtliob, wie bei entsprecbender Wiederbolung des analytischen Fort- 
setzungsprozesses langs ernes den Nullpunkt umziebenden einfacb ge- 
schlossenen Weges (z. B. eines Ereises) alle moglicben Zweige der durcb 
GL (3) definierten (im allgemeinen unendlicb yieldeutigen) Funktion als 
zusammenhangende Bestandteile einer monogenen analytischen Funktion 
zum Yorscbein kommen (vgL fibrigens welter unten Nr. 5). 

3. Um die zur Definition des Hauptwertes x a dienende Reibe yon 
GL (4) in eine gewohnliche Potenzreibe, etwa eine ^5(a? — 1), umzu- 
formen, bat man nur Igx durcb die in § 70, Gl. (20) (S. 545) angegebene, 

OO 

ffir | a* — 1 ] < 1 absolut konvergierende Reibe ^ (— l)* -1 j-(# — 1)* zu 

i 

ersetzen und sodann die nacb Potenzen dieser letzteren fortscbreitende 
Reibe nacb Potenzen von x — 1 zu ordnen Zur Yereinfachung der 
Schreibweise erscheint es zweokmafiig vor Ausffihrung der betreffenden 
Operation x statt x — 1, also 1 + x statt x zu scbreiben, somit von der 
Beziebung auszugehen’ 
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(5) m o»i<i) • 

0 1 • 

= 1 +ttT«‘- , + 5 r : (^(-iy-'4*‘-*) , + •• 

Nach § 40, Nr. 3, steht es frei 1 ), die vorstehende Reihe nach Potenzen 
von x zu ordnen, so dafi sie die folgende Fonn anniinmt: 

(6) (1 + x ) a — 1 + Q\ (a)x + g 2 (a)x 8 + • • -j- g v (a)x v + • ■ , 

wo zunachst: 

und allgemem g v (a) eine game Funktion von a vom Grade v (da das 
letzte der in Gl. (5) angeschriebenen Glieder den Beitrag — a y x v liefert, 
andererseits die Potenz & v+1 sohon bei ihrem ersten Anftreten mit dem 
Faktor aj v+1 behaffcet ist). Um das Bildnngsgesetz von 9 t (&) zu be- 
stimmen, gehen wir von der Bemerkung aus, dafi fiir den Fall eines po¬ 
sitives. ganeedhligen a = n die Entwicklung (6) die Form annimmt: 

(1 + x) n - 1 + g t (n)x + g t (w) x* + ■ • ■ + g n (n)^ + 9*+ i(»)s" +1 + • ■ 
wo: 

».(")-T- ?„+i(«)-o, .. 

und allgemein fiir v<n: 

gM - - 1) ■ • - (n - V + 1) 

also: 

g y {a) — 0 fib- a — 0, 1, .. (v — 1) 

Da aber bereits feststeht, dafi g v (a) eine game FunMion v*" n Grades von a, 
so mufi g v (a) die Form haben: 

(7a) g v (a) =» 0 ■ a(a — 1) ... (a — v + 1), 

wo C erne (von a unabhangige) Konsta/nte. Zu ihrer Bestimmung gentlgt 
die Tatsache, dafi fttr jedes ganzzahlige positive n : g n (n) = 1, also auch 
9 y (v) ■= 1 ftir jedes ganzzahlige positive v } somit schliefilioh: 

_ (ffrW)a = y “ 1 

1) Eh eind hier so gar die betden auf B. 807 untei 1) und 8) angefCLhrten Be- 
dingungen erfSllt, deren jede einzeln sohon fflr den fraglichen Zweck ausreiohen 
wfirde. 
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und mit Rfioksicht auf 61. (7 a): 

(7 b) 1-C v(v-l).. 1, d. b. C **“ ~y 

Hiernach ergibt sich: 

(7c) g,(a) - ? (a ~ + = («)„ (v - 1, 2, 3,.. ), 

wenn man nacb Aualogie der ursprtlnglich fQr ganzzahlige positive a — n 
eingeftthrten Schreibweise (s. Ij, § 14, 61. (5), 9. 88) den durch 61. (7 c) 
definierten v tea BinomialTcoeffmenten fur den Exponenten a mit (a) v be- 
zeichnet (wie sohon I 8 , § 87, 61. (45), S. 667). 

Die fragliche Reihenentwicklung (6) lautet daher schliefilioh: 

(8) a + x)‘ - 1 +^ a( —‘) J°- v + 1 > x’ - 

X 0 


■wenn man wiedemm noch nacb Analogic von (w) 0 — 1 aucb (a) 0 — I 
setzt. Sie wild als die binomische bezeichnet und stellt, zunachst filr 
| x ) < 1 absolut konveigierend, den Haupttcert von ([ 1 ■+■ xf 1 dar. Wie 
in § 31, Nr. 2 (S. 249) gezeigt wurde, konvergiert sie auch fflr | x | — 1 
noch absolut, wenn $R(a) > 0; dagegen nur noch bedingt , und zwar mit 
AusschluB der Stelle x <=* — 1, wenn — 1 < SR (a) 0, und stellt also 

nach dem A&eZsohen Stetigkeitssatze (§ 32, Nr. 5, S. 257) in entsprechen- 
dem Umfange noch den Hauptwert (1 -f- x) a dar. 

Ersetzt man in 61. (8) a durch a — 1, so folgt: 


(1 +aJ)°- 1 =2^“ 1 )^" 

o 1 

und daraus ergibt sich, wenn man noch beachtet, dafi: 

Q * s - — ——— — v(a) vt 


die Beziehung: 


■(• - 1).-! “ • • V + 1) -° 


o(l -f x) a ~ x — '5lv(a) v x v ~ l — D a),a% 

1 0 

so dafi also: 

(9) D{ 1 + x) a - a( 1 + xy- 1 , 

d. h. der Hauptwert (1 -f x) a besitzt fBr |®| < 1 eine Derivierfe bzw. einezr 
Ihfferentialquotienten mit dem namlichen Bildungsgesetz, wie das im Falle 
eines reellen ganzzahligen Exponenten a geltende. 

4. Da der Hauptwert (1 -f* x) a auf 6rund der gegebenen Definition 
sich duroh reelle Elementarfunktionen darstellen lafit, so kann -er umge- 
kehrt dazu dienen, urn die binomische JReihe, bzw. ihren reellen und imct- 
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ginaren Teil f zu suwtnieren. Man hat zunachst, wenn a = a - f- /Si 
00 

2V.* — 6 (« + /*Ote(l+*) 

0 

= e( a + ^0(lB|l + *| + <MC^(i;|I + {) 

Infolge der Besohra nlmp g | a? | <C 1 hat man, wenn der Wert x ™ — 1 
bis auf weiteres ausgeschlossen wird, 1 + \ >■ 0 und kann daher den 
„erweiterten“ Hauptwert des Arcustangens (s § 71, Nr. 5, Gl. (22)) durch 
den gewolmhchen ersetzen. Hiernach findet man: 

ao 

(10) ^(aXa; 11 = e «Ig|l+*1-/^8^ g^lgll + al+awilffJ^ i' 

0 

1st msbesondere a> redllj also: a = a f f 3 ™ 0, so mmmt diese Formel 
die einfachere Gestalt an: 

oo 

(10a) (a) v x v — e 4rlfif l 1+ ®l+ a ( aro, 8f^ 

o 

~ I 1 + x 1“ ( ot > 8 (« arctg j-^i) + i sin (a arctg f^))- 

Setzt man x — r e** (wo: — 7C<Q'< i 7t), so folgt aus (10a) durch Tren- 
nung des Reellen and Imaginaren: 

00 

1 + ^ (a)* 8 '*’ 008 v & “ (1 + r a + 2r cos -O’) 8 cos arctg 

2j( c d v r v sin v& «= (1 -J- r % + 2r cos -fr) 8 sin arctg ■ 

1st a > 0 bzw — 1 ■< a < 0, so dafi also die beiden Reihen fttr r —» 1 
noch Iconvergieren (NB. infolge des Ausschlusses von x ■= — 1, also & — 7 t, 

auch im Falle: — 1 < a < 0), so gehen flir r = 1 ^wegen: 1 

O'N . . ' 

— tang y) die beiden obigen Beziehungen in die folgenden fiber: 

t 00 

1 + ^?(g), cos vd = ^2 cos cos ^ 

(11a) „ (—«<«■<»). 

2( a )" sinv ^ “ ( 2 cos y) asiiif ? 

i x ' 

00 

Wenn « > 0, so ist (a) v x y , wie oben bemerkt, auoh ftir den bisher 

i 

ausgeschloBsenen Wert x — — 1, also ft — sr, noch (absolut) konvergent 
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und es bleiben daber die Gleichungen (11a) infolge der Stetigkeit beider 
Seiten nodh gflltig. Dabei liefert die erste die Binomialkoefflzientenbe- 
ziehung: 

00 

(lib) 1 +]$(- !)’(«). - 0, 

1 

wakrend die zweite sich auf die Identitat 0 = 0 reduziert. 

Dagegen wird im Falle: — 1 < a < 0 die erste Beibe ftir ^ * 

divergent, wkhrend die saceite zwar (naeb Null) konvergiert, aber die recbte 
Seite der betreffeuden Gleiobung (wie auch der ersten) unendlich wird. 

5. Bedeutet jetzt x 0 irgendeine im timern des oben mit S3 bezeioh- 
neten Bereiobes (d. b. nicht auf dem Schnitte 0, — o© gelegene) Stelle, so 
bat man (vgL § 70, Gl. (28), S. 646) jedenfalls dann: 

wenn x einer passend gew&blten Umgebung der 8telle x 0 angehdrt, uud 
in diesem Falle naeb GL (9 a) des rorigen Faragrapben (8. 568): 

(i2) »■-*■ d)“-v( i+^r 

1st sodann | x — rr 0 1 < | x 0 1 bzw. unter den oben in bezug auf a ange- 
gebenen Bedingungen auob: | z — # 0 1 — | a? 0 1, so lafit siob der letzte 
Faktor der vorstebenden Gleiobung durob die binomisobe Beibe ersetzen, 
und zwar gilt alsdann die Beziebung: 

(is) 

solange x einerseits dem Konvergenekreise der Beibe, also dem Kreise 
um den Punkt x Q mit dem Radius [ x 0 1 angebdrt und zugleioh x* stetig 
bleibt, d b. sobliefllich ftlr das die Stelle x 0 umscbliefiende Konvergenz- 
gebiet, so wait dasselbe den Scbnitt 0, — oo nicht uberschreitet (vgl. die 
analoge Betrachtung §70, Nr. 6 im Anseblusse an Gl. (24 a), S. 646). 
1st das letztere der Fall, was allemal dann eintritt, wenn 91(a* 0 ) < 0, also 
x 0 der linken Halbebene angebdrt, so stellt die Bei he, wie ans Nr. 2 
dieses Faragrapben bervorgebt, jmseits des Sehnittes 0, — oo den Wert 
jam . gj b zw . e -ia»i. & ^ j e ^hdem ^ dem oberen oder unterm 
Quadranten der linken Halbeb ene angebdrt. In dem besonderen Falle 
ernes auf dem Schnitte 0, — oo liegenden, also reell -negativen x 0 wird in 
dem o beren Halbkreise einscbliefilidb des begrenzenden Durchmessers 
0, 2i r 0 der Hauptwert x a , in dem unteren der Wert e? a3ti ■ xf* durob die 
Beihe dargestellt (vgl. Fufln. 1, 8. 547). 
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Nr 6 § 73. Erg&nzung zn dem Reihenumkehrungsgesetz von g 69. 

Es bedarf keiner weiteren Ausfiihrung, wie bei wiederholter ana- 
lytisoher Fortsetzung ernes Funktionselements von der Form (13) langs 
ernes geschlossenen, den Nullpnnkt umziebenden Weges in positiver oder 
negativer Umlaufsriohtung alle mSglichen Werte e avani ■ x a bzw. 
e -ivaM . x a ( v = ^ 2, 3, .. .) zum Yorsohein kommen; und dafi diese 
letzteren durchweg von einander versobieden sind, aufier wenn a rational 
(vgl. Nr 9 und 10 des vorigen Paragraphen). 

j a vni 

1st insbesondere a «=» — und setzt man: e n == t v (also: e, = e/), so 
folgt, dafi bei (w — 1) mal wiederholter analytischer Fortsetzung in po¬ 
sitiver Richtung langs eines Kreises um den Nullpunkt dei Hauptwert 
]. i Vi i i i. 

x n = | x\ n • e H (wo: — or < ijj ^ sc) Bukzessive in e s x H , . c n _ 1 £c n 

tlbergeht, wahrend schlieBlich bei dem n ten Umlauf, wegen: e„ =» e 0 = 1, 

wieder x n zum Yorschein kommt. Der Nullpunkt, der durch seine Lage 
m Irnem des betreffenden Fortsetzungsweges diese „ Veraweigungf 1 ver- 
anlafit, wird in diesem Falle als ein } ,cdgebraischer“ Ver/sweigungspunkt , 
und zwar als ein soldier von der (n — l) to “ Ordnung bezeichnet. 

6. In § 69 wurde gezeigt, dafi eine Beziehung von der Form: 

00 

l 

dann und nur dann eine eindeutige, und zwar regulare Umkehrung zu- 
lafit, wenn A 1} anders geschrieben: , von Null verschieden ist. 

Unberiihrt blieb a. a. 0. die Frage, was sich etwa tlber die Umkehrung 
der obigen Beziehung aussagen lafit, falls jene Bedingung nicht erf (lilt 
ist, wenn also A 1 ^ 0 und, nm gleich den allgemeinsten Fall ins Auge 
zu fassen, A n fttr irgend ein »2 der erste von Null versohiedene 
Koefdzient der obigen Entwioklung ist. Die Ergebnisse dieses Para¬ 
graphen setzen uns in den Stand, diese Frage zn beantworten. Dabei steht 
es auf Grund der a. a. 0. in Nr. 1 angegebenen Substitntionen frei, die 
Ausgangsgleichung in der Weise zu vereinfaohen, dafi dem Werte x — 0 
der Wert y =* 0 entsprioht und aufierdem der erste nicht verschwindende 
Koeffizient der betreffenden Potenzreihe den Wert 1 hat, dafi also (vgL 
S. 626, Gl. (la)): 

00 

(14) y-x'(l +^}a,x’), 

1 

wo jetzt n ^ 2. Setzt man sodann: 
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so daB also t n = y, so iat t eine bestimmte der n Losungen 1 ) der Gleichung: 

(16) * - y, 

deren n — 1 iibrige Losungen in der Form darsfcellbar sind: 

(17) ‘ z - e tl t, wo: — e n (/i - 1, 2, . . » - 1) 


Da ^ }a v x y =» 0 fflr x — 0, so bleibt | ^}a v x v | < 1 fflr eine gewisseUm- 

i i 

gebung f a? ] < p', fflr die alsdann die binomische Reibenentwicklung be 
steht: 





Diese letztere kann aber nach § 40, Nr 3 (siehe insbeBondere S. 307, 
Fall 1)) fflr eine gewisse Umgebung | x | < q ^ q' nach Potenzen von x 
geordnet werden, so dafi Gl. (16) sich in die Form setzen IflBt: 


(18) t~x( 1 

Daraus folgt aber nach dem Hauptsafcze von § 69, Nr. 3, dafi fflr x eine 
Entwicklung von der Form bestebt: 

00 

(19 a) x~t+^jc y P (| *[<(>) 

i 

als Umkehrung derjenigen Gleichung, welche aus (14) entsteht, wenn 
man daselbst y — f 1 einsetzt. Da aber auch (e^ t) n — y (ft — 1, 2,... n — 1), 
so folgt duroh Einsetzen von in Gl. (14), dafi fflr x auch jede der¬ 
jenigen Gleiohungen besteht, welche aus (19 a) hervorgehen, wenn man t 


1) Man darf tncht etwa ohne weiteres sohlieBen, dafi t der Hauptwert von 
yfy ist, mit anderen Worfcen, daB die Gleichung (14) stets die folgende nach 
aioh zieht: 

1 * i 

y»'~x(l + 

l" 


(vgl. g 72, Gl. (9a), S 568). Auch sei daran ennnert, daB keinesivegs allgemein: 

. , , . w"-*. 

vielmehr nur dann, wenn: 

lg«" — nig a; 

(vgl. S. 669, Fufln 2), d. li wenn- — *<R^lgas)^*. 
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durch ersetzt, also: 

BO 

(19b) x - i^t (#i - 1, 2, ... n — 1). 

i 

Da die Zahlen mit Hinzunahme des Falles k u — 0 alle n Losungeu 
der GUeiohungen e n = y umfassen, so muB unter ihnen insbesondere auch 

der Hanptwert y n vorkommen, wahrend dann alle tlbrigen Losungen 

wieder in der Form (fi — 1, 2, ... n — 1) enthalten sind Somit 
ergibt sich schlieBlich das GUeichungssystem : 

i « Z. 

(20) x - t^y” +2jc v t*y n (| y | < 4 >"; ft — 1, 2, . • n — 1) 

X 

als Umkehrung der Beziehnng (14) Hiernach ist x in der Umgebung 
von y =» 0 eme n-wertige Funktion Ton y, deren n Zweige duroh Reihen 
naeh gebrochenen Potenzen von y darstellbar sind Beschreibfc y in posi- 

tiver Richtung einen Kreis mit einem Radius r < q” um den Punkt y -= 0, 
_1 1 _ _ 1 _ 
so geht y" in t^y n , bei einem zweiten Umlauf in e,?/" fiber usf., bis naoh 

j_ 

dem n 1 ® 11 Umlauf wieder y" zum Yorschein kommt. Bin entsprechender 
Zusammenhang findet zwisohen den durch die G-l. (20) dargestellten n 
Zweigen von x als Funktion von y statt. Fflr diese ist also der Punkt 
y — 0 ein Verzweigungspunkt (n — l) tar Ordnung 

§ 74. Der Arcnsslnus. — Seine ZurilckftUirung anf einen Logarlth- 
mns. — Der Hanptwert arcsln x nnd die Erzeugung der unendlieh 
rleldentigen Funktion Arcsln x durch analytische Fortsetzung. 

1. Bei der Umkehrung der Sinuafunktion, also der Beziehung: 

BO 

W x - =2(- 1)’ ( si--jTij: ! ' , ' +1 

verfahren wir analog, wie bei derjenigen yon x —> tg y (ygl § 71, Nr. 1, 
S. 551). 

Aus der Form der Reihe (1) folgt zunachst auf Grand des Haupt- 
satzes yon § 69, dafi dieselbe eine und nur eine ftir x — 0 gleichfalls ver- 
schwindende Umkehrung y = $(#) besitzt. Zu ihrer Herleitung bedienen 
wir uns der in § 69, Nr. 7 (S. 538) angegebenen Methode. Danach gehen 
wir ron der aus (1) hervorgehenden Beziehung aus: 

dx 
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und baben zunacbst die rechte Seite dieser GHeichun g dureb x auszu- 
drflcken. Man findet obne weit eres cob y — ]/1 — a 1 , es fragt sicb nur, 
weloher Wert dieser Quadratwurzel in der Umgebung von y — 0 der ein- 
deutig&n Funktion oos y gleicb zu setzen ist. Da (cos y) v=0 ==■ 1, so folgt, 
dafi ffir eme gewisse Nacbbarschaffc von y == 0 die Beziebung SR (cos y) > 0 
besteben mufi und dafi daber ftlr die*entsprecbende Umgebung von x «- 0 
in Gl. (1) bzw (2) der Hauptwert von ]/l — x* zu wtiblen ist, so dafi also: 


und somit unter der Yoraussetzung |< 1: 

( 3 ) 


&-C 1 —■>' 


i+4- 3:8 1 - ! +- • + 


1 3 


2-4 


(2 v — 1) 
v —- X 


Sr 


2v 


+ 


Mit Berttcksicbtigung der Bedingung, dafi y = 0 fdr x ■*=• 0 sein sollte, 
findet man also fttr \x\ < 1 die Reihenentwicklung: 

,1 a; 8 , 1*3 x* , ,18 (2v —1) x iv+ ' , 

y-* + Y'T + 27i T + + 2-4. .. 2 ; ’2Y+I + ‘ ’ 

welcbe tibrigens aucb nocb ftlr |a?| = 1 dbsolut konvergiert, wie mit Hilfe 
des Roa&eschen Knteriums (s I,, § 54, Nr. 6, S. 385) erkannt wird. 

Damit ist zanachst em Funktionselement der Umkebrungsfunktion 
von x =» siny gefunden. Diese selbst mufi, da infolge der Beziebungen: 
siny = sin (y + 2nsr) und: siny — sin((2n + l)sr — y) (wo n =-> 0, ± 1, 
± 2, . . ) zu jedem x unendlicb viele y geboren, wiederum eine unendlich 
vieldeutige Funktion sein, die als Arcussinus von x , also: 


(5) y =» Arcsin x, 

bezeichnet werden solL 

Als ihren Hauptwert, der nacb Analogic der bereits beim Logaritb- 
mus und Arcustangens benfltzten Schreibweise dureb das Zeichen arcsin x 
dargestellt werden soli, wahlen wir den zunacbst fQr den besebrankten 
Bereich ]g| ^ 1 durob dieReibe (4) definierten Funktionswert, so dafi also: 


( 6 ) 


arcsin x = x 



1*8. . (2*r — 1) 
2•4 • • 2v 


X Sr+1 ( 2 v)I 

2*+l (vl 2 V )* 


x 


Sr + l 


2r + l 


fUr |a: | ^ l 1 ) und im CLbrigen dureb die analytisebe Fortsetzung dieser 


1) Da nach (6) der Wert von y = arcsin x Mr reelle positive x<^,l mit x mo - 
noton zunimmt und andererseita aua. 


x—*uwy 
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Reihe liber einen noob naher zu bestinunenden Regularitdtsbereich dar- 
gestellt wird. In dem namlichen Umfange wird dann die Gesamtheit der 
Werte von Arcsin x dnrcb die beiden Funktionenfolgen dargestellt: 


(?) 


Arcsine = arcsin x + 2nst 
Arcsin x — — arcsin x + (2n + l)sr 


(» “ 0 , 1 , 2 , ...). 


2. TJm eine einbeitliche Forme! zu finden, vermoge deren, ahnlich 
wie beim Arcustangens (s. § 71, Nr. 2, S. 552) die analytische Fortsetznng 
des Hauptwertes (6) auf diejenige eines Logarithmus zurilckgeftlhrt werden 
kann, setzen wir G1 (1) m die Form: 

tpt-e-v* e tvi -l 

2* “ 2t * 


welcbe flir die quadratische Gleicbung iiefert: 

- 2xi ■ e»* — 1 

mit den beiden Ldsungen: 

=- x% ± (i — x*y, 

so daB alle iiberhaupt moglichen Ldsungen von G1 (1) in der Form ent- 
balten sind: 

(9) y = Arcsin x - ^hg H (xi ± (1 - a*)*) (w - 0, ± 1, ± 2, . ). 

Unter diesen unendlich vielen (konform mit den Gleichungen (7) in 
zwei Serien zerfallenden) in der Umgebung von x — 0 sichtlich regidaren 
Ldsungen von Gl. (1) ist eine und nur eine vorbanden, die fiir 

gleicbfalls zu Null wird, namlicb: y — 4- lg {xi + (1 — re*)*). Diese muB 

also nacb dem Hauptsatze von § 69 (in der „verscbarften" Form von 
Nr. 3, S. 529) fUr |a?| ^ 1 mit dem durcb Gl. (6) definierten Hauptwert 


folgt, dafi die Wertintervalle 0 £ y ^ — und 0 ^ x < 1 sich gegenseitig entaprechen, 

bo erkennt man, daB der dnrch 61. (6) defimerte Hauptwert arcBinrc ffir reelle 
positive 1 mit demjemgen der elementaren Tngonometne gnH n.Tmnftnf B.llt und 
daB insbesondere. 

00 

it ^7 (2v)l 1 

2 (v' 2*'j* ’ 27+1 ‘ 

Da aberdies die Reihenaumme (6) fSr jj= 1 ihr Maximum , fflr x= — 1 lbr Mtnimum 
— erreiobt, ao folgt weiter, daB filr |£c| <£ l, abgeeehen von as« +1- 

— y <81 (arcsin x) <y 
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identisch sein, so dafi ftir den letzteren jetzfc die erweiterfce Definition sich 
ergibt: 


( 10 ) 


arcsin x = 



Dieselbe lafit erkennen, daB arcsm x sich tegular verhalt, solange das 

Aigument xi + (1 — a; 8 ) 8 des Logarithmus den beiden Bedingnngen ge- 
nfigt, erstens selbst regular und sioeitens mcht reell-negativ oder NitU 
bzw. JJnendlich zu sein. 

3 Beztiglich der ersten Bedingung bemerke man zunachst, daB 

i 

(1 — a: 8 ) 8 im Innem desjenig en Bereiches 33, welcher yon den beiden 
Schmtten — 1, — oo, 1, + oo begrenzt vvird, eindeutig und regular ist. 

Schrankt man namlich vorlkufig x = £ -f- rji auf das Gtabiet \x\ < 1 
ein, so bat man: 1 ± $ > 0 und daher: 

lg (1 ± ®) — lg 11 ± «| + «arctg , 


weun man beachtet, daB bier wiederum (nach § 71, erste der GHeichungen 
(22), S. 659) der im allgemeinen Falle erforderbcbe erwexterte Hauptwert 
des Arcustangens mit dem gewohnlichen zusammenffillt, also dem Interyall 

[— y(exkl), y] angebort und daher fflr lg (1 -f- x) + lg (1 — x) der 

Koeffizient von i zwischen — st und it liegt, eventuell x erreiobt. Infolge- 
dessen hat man nacb § 70, GH. (13), S. 543* 


lg(l — a: 8 ) = lg(l + a;)(l - x) - lg(l + x) + lg(1 — x), 

zunachst ftir | a?| <! 1, sodann abei infolge des reguldren VerhoMens und 
der damit verbundenen StetigMt von lg (1 — X s ) und lg (1 ± x) im Innem 
des oben mit S3 bezeiohneten Bereiches 
Da andererseits: 


(1 - x *y „ e 


■Jig (1-1*) 


(1 ± a)' 1 


4 ig(i±») 

a • 


so folgt, daB im Innern von 83 auoh (1 - a? 8 ) 8 , (1 ± a;) 8 sich reguUr 
verbalten und die Beziehung bestebt: 

( n ) (1 — a ; 8 ) 8 — (1 + a :) 8 ^ • (1 — a ?) 8 . 

Ffir eine beliebige auf dem Schnitte - 1, - oo gelegene Stelle, etwa: 
# ™ — (1 + p) (wo: q > 0) findet man: 

ftlso einen Wert, der sich noch den auf der oberen Halbebene Torhandenen 
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stetig ansohliefit, w&hrend bei Annaherung von x an die Stelle — (1 + p) 
von der unteren Halbebene aus siob ergibt: 

lim (1 + xY — — q 2 1 

X-*~ (1+f) 

Bei ancdyhscher , also stetiger Fortsetzung von (1 + x) 2 uber den Sohnitt 
— 1, — oo (gleichgtlltig ob von der oberen oder unteren Seite her) geht 

i i. 

hiernach (1 •+- x)* in — (1 + $) a und somit (1 — x *) ? in — (1 — X s ) * 

i. 

fiber, wenn man noch in Betraoht ziebt, dafi fflr den Faktor (1 — #)* 
der Punkt — 1 Tcein Verzweigimgspunkt und der Sohnitt — 1, — oo (ab- 
gesehen von der Stelle oo) aus lauter Stellen regularen Verhaltens besteht. 

Analoge Verhaltnisse ergeben sich ftir (1 — x 2 ) in bezng auf den 
Sohmtt 1 , -f oo mit dem einzigen Unterschiede, dafi die Werte, welohe 

_i 

nunmehr der Faktor (1 — x) 2 auf diesem Schnitte, also ftir x — 1 

i, i 

annimmt (n&mlich wieder (— p) 2 *= 9 * 2 ) den auf der angrenzenden unteren 
Halbebene vorhandenen sich stekg anschliefien. 

i 

Aus dem Gesagten folgt, dafi xi + (1 — x 2 ) 2 , das Argument des Lo- 
garithmus m Formel (10), eindeutig und regular ist im Innem des Be- 
reiches 83, unsteUg langs der beiden Schnitte — 1 , — 00 , 1 , + 00 , und 

i 

bei analytischer Fortsetzung uber jeden dieser Schnitte in xi — (1 — as 1 )* 
flbergeht. 

Um im Hinblick auf die eweite der oben genannten Bedingungen 

l 

festzustellen, in wieweit xi + (1 — x 2 ) 2 redl-negativ oder Null werden 
kann, gehen wir aus von der Identitat: 

(12) (xi + (1 — jr a y*) (®t — (1 — — — 1, 

welche ftirs erste zeigt, dafi keiner der beiden linksstehenden Faktoren 
ftir irgendein endliohes x zu Null werden kann; dafi, wenn einer dieser 
Faktoren reel ist, das gleiohe auch ftir den anderen, somit auoh fdr die 
Summe der beiden, d. h. ftir 2xi gilt. Soli also fiberhaupt die Mbglich- 
keit bestehen, dafi einer jener beiden Ausdrficke reell ausfallt, so konnte 
das nur der Fall sein, wenn x rein imagtnar, etwa x — t]i 1 st. Alsdann 
ergibt sich aber (gleichgtlltig ob 17 ^ 0 ): 

a) (xi + (1 — x 2 ) a ) a= t/i n + (1 + 7j 2 ) 2 > 0 

b) (®i-(l-® 8 )>L 1Ji = -i7-(l+^<0. 


(13) 
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! 

Aus aUedem geht hervor, dafll xx + (1 — x a ) a niemcds negativ Oder NnU 

wird, wahrend xi — (1 — x a ) 8 langs der lmaginaren Achse ausnahmslos 
negativ ausfallt 

4. Wahrend hiernach flir arcsm x = 4 Ig {xi + (1 — X s ) 3 ) die eweite 

der fraglichen Bedingungen ohne Belang ist nnd mit BerUcksiohtigung 
der ersten arcsm x im Innern yon 58 sioh als regular erweist 1 ), so besitzt 

der Ausdruck lg {xi — (1 — a; 8 ) 8 ), welcher ja nach G1 (9) gleiohfalls 

eine Umkehrung von y =- sin a:, also einen Wert 8 ) von Arosin x darstellt, 
diesen Charakter nnr an Innern der beiden Teilbereiche f in welche der 
Bereich 58 duroh die xmagmwre Achse zerlegt wird, etwa SB' ( rechts ) nnd 
58" ( Imlcs ). Langs der trennenden Achse, auf welcher nach dem oben 
Gesagten das Argument des Logaritlimus redl-negativ ist, muB dieser 
einen Stetigkeitsspmng erleiden. TJm dessen GroBe festznstellen bilden 
wir im AnschluB an Gl.(12) und mit BerUcksiohtigung von §70, Gl.(13)ff, 
(S. 543) den Ausdruck: 

(14) A(a:) = lg(:n + (1 — a; 8 ) 8 ) +lg(a:t —(1 — a; 8 ) 8 ) — lg(—1) + 2ff«i 

-= (2ff -f-1)*?, 

wo 6 je nach Beschaffenheit der Amplituden von {xx ± (1 — as 8 ) 7 ) eine 
der Zahlen 0,-1 vorstellt. Nun ist k(x) im Innern der Bereiche S3', 58" 
sietig mit EinschluB der beiden Grenzstellen -f 1 und — 1, folglich im 
Hinblick auf Gl. (14) in jedem einzelnen dieser Bereiche Iconstant. Da 
aber insbesondere: 

k (-j- 1) = 2 lg i ■=■ hi, k (— 1) = 2 lg (— i) =- — iti 


1) In diesem Umfange gilt dann insbesondere aneh die Beziehung: 

arosin (— x) — — arosin x, 

deren Bicbtigkeit zundohst fdr |aj|fS 1 unmittelbar aus der Reihendarstellung (6) 
hervorgeht Infolge der lMngs der Sohnitte (abgesehen von den Stellen ^ 1 und 
oo) noch bestebenden Stetigkeit bleibt sie auch auf diesen gtlltig 

2) N&mlioh denjenigen, welcher aus der allgemeinen Lflsung: 

4 L « n ( a!, -( 1 — « V ) 

geradeso fdr n ■= 0 hervorgeht, wie der Hauptwert aus. 

und der infolgedessen von m&nchen Autoren als z wetter Hauptwcrt bezeiohnet wird. 
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so geht GL (14) in die beiden folgenden fiber: 

(15) *(&)=lg(xi + (l - x*) a ) +lg(a?<—(1 — x*y) I %% 

Beaohtet man nun, dafi aus (13) folgt: 

(16a) X(i,i) = lg (- n + (1 + ,«) •) + lg (fl + (1+ i)y) + ai, 

ao erkennt man, dafi die erste der Gleichungen (15) auoh noch langs der 
itnagintiren Aohse, also f£Lr 8 t(x) — 0 gilt. 

Da nun ffir lg (xi + (1 — a?*) a ) die imaginare Aohse keinerlei Stetdg- 
keitsunterbrechung mit sioh bringt, so folgt aus den Gleichungen (15), 

daB lg (xi — (1 — a^) 8 ), wenn x die imaginare Achse in der Biohtung 
von reehts naoh links flberschreitet, sich sprungweise um — 2iti andert 
(auf der Achse selbst nach GL (15 a) nooh stetig bleibend) 

Ftthrt man in die Gleichungen (15) an Stelle des ersten Logarithmus 
auf Grand von GL ( 10 ) den arcsin x ein, so folgt, dafi im Bereiche SB 
(einBchliefllich der Sohnitte — 1 , — oo, 1 , + oo) die Beziehungen gelten: 


(16) 


i]g(«*-(i-x*)*) J 


it — arosin x fttr 8 t(x) ^ 0 
— at — arcsin x „ SR(x) < 0 . 


Es liefert also der Ausdruok ilg (xi — (1 — a; 2 )*) nicht einen der 

im Innern des Bereiohes SB regnlaren Ziceige der unendlich vieldeutigen 
Eunktaon Arcsin x von der Form (7), sondern in den Teilbereichen 
und Sft(&) <C 0 Btcei verschiedene Zweige, deren erst&ri at — arcsin x 
bei analytisoher Fortsetzung in das Gebiet Sft (x) < 0 durch 



deren Btoeiier — at — arosin x bei analytisoher Fortsetzung in das Gebiet 
$t(®) ^ 0 durch — Lg_i (xi — (1 — x*) a ) dargestellt wird. 

5. Es bleibt noch zu zeigen, dafi die unendlich vielen Zweige von 
Arcsin x als Bestandteile einer monogenen analytischen Funktion durch 
analytische Fortsetzung von arcsin x gewonnen werden konnen. 

Wir betrachten zunachst einen einfach gesohlossenen Weg, der nur 
einen der beiden Punkte 1, etwa den Punkt — 1 im Innern enth&lt 
und den Sohmtt — 1 , — oo einmal flberschreitet Von einem beliebigen 
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(nicht gerade auf jenem Schnitte liegenden) Punkte x 0 aus werde 



langs des obigen Wages m positiver oder negativer Umlaufsrichtung 
analytisch fortgesetzt, bis die Fortsetzung wieder bei x 0 ibr Ende findet. 
Wenn x den Scbmtt aberschreitet (und zwar gleichgliltig, in welcher 

Richtung), so geht lg + (1 — £C a )*) in lg (** — (1 — ^ a ) s ) also (wegen 
9l(a:) < 0) arcsm x nach G1 (16 b) m — % — arcsrn x iiber, und da arcsin x 
auf dem ganzen tlbngen Wage keine weitere Stetigkeitsunterbrechung 
erleidet, so bleibt dieser Wert — % — arcsine als End wart bestehen. Bei 
einem eweiten Umlauf (gleichgliltig, ob in derselben oder in entgegen- 
gesetzter Richtung) wiirde in derselben Weise — aicsin x in den 
Wert — it — (—it — arcsm x) d. h. in arcsin x, also wieder in den An- 
fangswert tlbergehen. Danach wiirde schliefilich jede beliebige Anzahl 
von Umlaufen der gedachten Art immer wieder nur einen der beiden 
Werte — it — arcsin x und arcsin x erzeugen. 

Gtanz analoge Ergebnisse liefert ein einfach gesohlossener Weg, der 
nur den Punkt +1 umschlieBt, mit dem einzigen Untersohiede, daB hier 
bei emem einfachen Umlauf (wegen 91 (a;) >0, also Geltung von Gl. (16 a)) 
at — arcsm x zum Vorschein kommt 

Yon den beiden Punkten a; — ± 1 hat also kemer die Wirkung eines 
logaritlmischm Yerzweigungspunktes: in Wahrheit alteriert die Umlau- 
fling jedes einzelnen der Punkte ± 1 gar nicht den Logarithmus als solcheU; 
sondem lediglich die in seinem Argument vorkommende Quadratiouriz el } 
wbb daun nur erne Zweiwertigheit des betreffenden Ausdruckes zur Folge 
hat. Jeder der Punkte ± 1 einzeln genommen wirkt auf arcsin x nur 
nach Art ernes „cdgebraischen“ VereweigungspunJctes l t#r Ordnung. 

Nichtsdestoweniger lafit siob zeigen, dafi eine passende Kombination 
dieser beiden Yerzweigungspunkte vollstandig die Wirkung ernes loga- 
rUhmischen Yerzweigungspunktes hervorbringt und daB dieses Eilfsmittel 
genilgt, um alle die unendlioh vielen Zweige von Arcsin x wiederum als 
Bestandteile einer einzigen monogenen analytischen Fnnktion durch ana- 
lytische Fortsetzung aus dem Hauptwert arcsin x zu erzeugen. 

Es seien (S_ t , Gj zwei von lrgendeinem (nicht gerade auf einem dfer 
beiden Schnitte liegenden) Punkte x a ausgehende, einfach geschlossene 
Wege, deren erster nur den Punkt — 1 , dfren zweiter nur den Punkt 
+■ 1 umschlieBt. Die analytische Fortsetzung von arcsin x 1‘dngs des ge- 
schlossenen Weges (in beliebiger Richtung) liefert zun'achst den 
Wert — it — arcsin a;, sodann die Fortsetzung langs S A : 

— it — (it — arcsin x) — — 2s*f arcsin x 
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Wird dieser Prozefi wiederholt, so erscheint nach dem Umlauf langs (5_ i; 

— 2at + (— at — arcsin x) = — 3at — arcs in x 
und naoh dem Umlauf l&ngs (5j: 

— 3 je — (at — arcsin x) — — 4jt + arcsin x. 

Nach n-maligerWiederholung dieses Prozesses kommt also -2nat- f-arcsine 
zum Vorschein, und wenn man noch einen Umlauf langs S_ 1 hinzufttgt: 
— (2 m + l)it — arcsine. Beginnt man dagegen den FortsetzungsprozeB 
mit einem Umlauf lBngs (so daB at — arcsin x als erstes Endresultat 
erscheint), so wtlrde nach w-maligem Umlauf langs beider Wage der Wert 
2nat -f arcsin x und bei Hinzufttgung eines nochmaligen Umlaufs langs (£j: 
(2n + 1)* — arcsin a; zum Vorschein kommen. Damit ist gezeigt, daB 
dUe in QL (9) angefflhrten Werte yon Arcsin x durch analytische Fort- 
setzung aus dem Hauptwert arcsin x erzeugt werden konnen, die Mono- 
geneitat yon Arcsin x also erwiesen. 

6 Da der tTbergang yon irgendeinem der durch G 1 (9) charakteri- 
sierten Funktionszweige in emen anderen allemal und ausschliefilich 
beim tTberschreiten der Schnitte — 1 , — oo, 1 , + oo erfolgt, so ist un- 
mittelbar ersichtlich, daB die zuyor beschriebenen Ergebnisse auch za- 
stande kommen, wenn man die beiden mit &_i, bezeichneten Wege 
duroh einen einzigen beide Punkte ± 1 umschlieBenden E ersetzt. Man 
hat dabei nur darauf zu achten, welcher der beiden Schnitte euerst iiber- 
schntten wird, was yon der Wahl des Ausgangspunktes in Verbindung 
mit der UmlaufBrichtung 1 ) abhangt. 

Die auf den ersten Blick auffallende Tatsache, daB die Verbindung der 
beiden Punkte ± 1, deren jeder einzeln nur nach Art ernes algebrctischen Ver- 
zweigungspunktes l tM Ordnung wirkte, eine analoge Wirksamkeit besitzt, 
wie ein logarithmischer Verzweigungspunkt, findet ihre Erklarung in der 
Tatsache, dafi hier die Stelle oo den Gharakter eines logarithmischen Ver- 
zweigungspunktes besitzt. Da andere im Endlichen gelegene Verzwei- 
gungspunkte auBer ± 1 nicht vorhanden smd, so kann man fCLr den zu¬ 
yor mit E bezeichneten, die beiden Punkte ± 1 umschlieBenden Weg 
einen Ereis um den Nu%unkt mit unbegrenzt zu yergroBerndem Radius 
wahlen: dann deckt sich ein Umlaufen dieses Kreises mit dem Vorgange, 
den man als ein Umkreisen des Punktes oo zu bezeichnen pflegt und 
dessen Wirkung nach deijenigen beurteilt wird, welche durch Projektion 
des Punktes x — oo in den Punkt $'=■ 0 yermittelst der Substitution 

x — ■, zum Vorschein kommt. Man findet auf diese Weise: 

x 

1) Die UmlaufarichtuQg an atch ist auch hier nicht von maflgebender Be- 
deutung 
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\g{xi + (1 - a; 9 ) 1 ) - lg*—- L) - 

— ig* + lg (i + (i - a' 8 )") - ig* 

Da der letzte Ausdruck dea logarithmischen Vereweigungspunkt %'-* 0 
besitzt, so erscheint die Stelle x = oo als logarithmischer Vereweigttngs- 
punht von Arcsin x (dabei wird offenbar Arcsin x =- oo fdr x — oo), Es 
ist ganz lehrreick, die entsprechenden Yerhaltmsse beim Arcustangens 
zum Yergleich heranznzieken. Dort besitzt jeder der beiden im Endlichen 
gelegenen Verzweigv/ngspunkte -± i logarithmischen Charakter, wahrend sie 
zusammengenommen sich gegenseitig aufhefien (s. § 71, Nr. 4, S. 667), 
Dementsprecbend ist die Stelle x = oo hier Teem VerewetgungspunJet , son- 
dem, wie a. a. 0. Gl (17 a) (S. 556) zeigt, ein Unstetigkeitepunkt besonderer 
Art, wie er bei emdeuhgm analytiseken Funktionen niemals vorkommt. 



Anliang. 

Literaturnachweise, Anmerkungen nud Ergttnzungen. 

Wie am Schlusse von Bd. I meiner Vorlesungen („Zalilenlehre“) will 
ioh bei dem yerhaltmsmaBig groBen Umfange, den diese erste Abteilung 
von Bd. II erbalten hat, schon an dieser Stelle die mir zweokmaBig er- 
scheinenden Literatamaohweise und sonstigen Zusatze angeben und be- 
ginne zunachst wieder mit der Zusammenstellung derjenigen meiner Ar- 
beiten, welche aus Anlafi dieser Yorlesungen entstanden sind und zumeist 
auf deren Anlage und DurchfQhrung wesentlichen EinduB gewonnen 
haben. Es smd dies auBer den bereits m Bd I angeftihrten, namlicb: 

[15] tfber die ersten Beweise der Irrationalitat von e und a. Mttnch. 
Sitz-Ber 1898,8.261/8. 

[17] tFber das Verhalten yon Potenzreihen auf dem Konvergenz- 
kreise. Ebendas. 1900, S 37/100. 

[19] ftber die Divergenz gewissei Potenzreihen an der Konvergenz- 
grenze. Ebendas. 1901, S. 505/24. 

die folgenden, deren laufende Numenerung sich an diejemge yon Bd. I 
anschlieBt: 


In den Matkematisclien Aunalen: 

[80] tlber gewisse Beihen, welche in getrennten Konvergenzgebieten 
yersohiedene willktlrlich yorgesohriebeneFunktionendarstellen. 22 (1883), 
S. 109/116. 

[31] tTber das Verhalten gewisser Potenzreihen auf dem Konyer- 
genzkreise. 25 (1885), S. 419/26 

[32] tlber analytische Ausdrflcke mit hebbaren Unstetigkeiten. 26 
(1886), 8 167/92. 

[33] tlber die notwendigen und hinreiohenden Bedingungen des 
Taylorsahen Lehrsatzes fttr Funktionen einer reellen Variablen. 44 (1894), 
S. 67/82. 

[34] tTber Yereinfachungeu in der elementaren Theorie der analy- 
tischen Funktionen. 47 (1896), S. 121/54. 

Prlngilielm, Torlermgtn n, 1 


18 
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In den Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie der 

Wissenschaften, Mathematisch-Physikalisohe Elasse: 

[35] tfber die Entwicklung eindeutiger analytischer Fnnktionen irr 
Potenzreihen 1895, S 75/92. 

[35 a] tlber Potenzreihen anf dem Konvergenzkreiae und Fowrierachb 
Reihen. 1895, S. 337/64. 

[36] ttber den Gauchy&rihen Integralsatz. 1895, S. 39/72. Mit 
Naohtrag: 

[36 a] Zmn Cauchyachen Integralsatz. Ebendas. S. 295/304 

[37] Zor Theorie der synektischen Funktionen. 1896, 9. 167/82. 

[38] tJber zwei AJeZsche Satze, die Stetigkeit von Reihensnmmen 
betreffend 1897, S. 343/58 

[39] tTber eine charakteristische Eigenschaft sogenannter Treppen- 
polygone und deren Anwendung anf einen Fundamentalsatz der Funk- 
tionentheorie 1915, S. 27/66. 

[40] tTber singulare Pankte gleichm&Biger Konvergenz. 1919, 
S. 419/30. 

[41] Elementare Funktionentheorie und komplexe Integration. 1920, 
S. 145/82. — Naohtrag: 1921, S. 255/8. 

[42] Oher die auBere Berandung eines im Endliohen gelegenen Qe- 
bietes und den Jordanachen Kurvensatz. 1922, S 187/212. 


Ferner: 

[43] Zur Geschichte des Taylorachen Lehrsatzes. BibL Math. (8) 
1 (1901), S. 433/79. 

[44] tTber den Divergenzcharakter gewisser Potenzreihen an der 
Konvergenzgrenze. Acta Math. 28 (1903), S. 1/30. 

[45] tTber die Definition von Funktionen einer Veranderlichen durch 

Grenzwerte von der Form 1 m Jahresb d D. M. "V. 12 (1903), 

S. 588/92. 

Zahlreiohe auf das erste Kapitel beztlgliche Literaturangaben finden 
eioh in meinem Enoyklopadieartikel (Deutsche Ausgabe, zitiert als D. Enc .): 

IIA1 (1899), S 1/53. Grundlagen der allgemeinen Funktionenlehre; 
bzw. in der (von J. Molk redigierten und teilweise durch Znsatze veiv 
mehrten) framosischen Ausgdbe (zitiert als Enc. fr .): 

II 1 (1909), 9. 1/112. Principes fondamentaux de la thdorie des- 
fonctions. 

Fttr die JLiteratur der Eapitel IV, VI, Vll kommt der von mir in Ge- 
meinschaft mit Herrn G Faber verfafite Enoyklopadieartikel in Betracht: 
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Deutsche Ausgdbe II C 1 (1909), S 1/46. Algebraisohe Analysis. 

Franedsische Ausgabe II 7 (1911), 9.1/93. Analyse algdbrique. 

Des weiteren sei auf die beiden funktionentheoretischen deutschen 
Encyklopadieart]kel II B 1 (F. W. Osgood) und II C 4 (L. Bieberbach ) 
verwiesen 

Da es mir mcht angebracht soheint, die zahlreicben in den vor- 
stehend genannten Spezialarbeiten und Encyklopadieartikeln enthaltenen 
Literatnrangaben hier zu wiederholen, so begntige ich micb abgesehen 
von mir zweckmaflig ersobeinenden Ausnahmen mit dem generellen Hin- 
weis auf deren Existenz 

Yon grundlegender Bedeutung ffir die vorliegende Darstellung sind 
selbstverstfindlich die Weierstrafisohen Vorlesungen fiber analytisobe Funk- 
tionen gewesen, obscbon icb dieselben leider niemals gehSrt babe. In 
dieser Einsicbt war ich auf die nicht sehr weit reicbende Publikation 
von S. Pincherle: Saggio di una introdueione aUa Teoria ddle fmeioni 
ancdvbche secondo i prmapii del Prof. G. Weierstrafi (Battaglini, Gliorn. di 
Mat. 18 [1880]) und auf dasjemge angewiesen, was aus diesen Vorlesungen 
m die bekannten Lehrbficher von Biermann , Stole bzw Stole-Gmeiner, 
Thomae, Vimnti-Gutmer fibergegangen sein dfirfte 

Zu § 2 (S 8/18). 

Eme axiomatische Begrfindung der Lebre von der Streckenmessung 
gibt 0. Holder, Die Axiome der Quantitat und die Lebre vom Mafi (Leipz. 
Ber 1901, S. 1/60, s. insbes. S. 37 ff.) 

Zu § 3, Nr 4 (S. 22), § 8 (9. 60/6). 

Terminologie und Literatur betr. Punktmengen s. D Eno IA 5 
( A. Schoenflies ) S 196 ff, II C 9a ( A . Bosenthdl ), S. 869 ff. 

Zu § 3, Nr. 5 (S. 24y5). 

Bezfigbch der Literatur fiber die verschiedenen Irrationalzahltheonen 
vgl I s , S. 925. Eine eingehende Darstellung der DeddkmdBchen Tbeorie 
findet man z. B in folgenden Lebrbfiohern: Mangoldt, Emffihrung in die 
bohere Mathematik 1 (1. Auf. 1911, 2. Aufl. 1919); HowcUetoshi, Qrund- 
zfige der Differential- und Integralrecbnung (1. Aufl. 1909, 3. Aufl. 1923); 
Perron, Irrationnlzablen (1921). 

Zu §4ff. (S. 26ff) 

Die Theorie der redlen Funktionen ist bier nur insoweit behandelt, 
als sie die wesen£Liche Gbrundlage ffir diejenige der ancdytischen Funk¬ 
tionen bildet Sie bat im Lanfa diAana .Tnlu-lirm/Wfa -- 
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mengentheoretiflchen Ergebnissen berubende aufierordentlicbe Erweite- 
rung erfahren; vgl. hierfiber die xunfangreiehen Lehrbficher yon C. Cara- 
thSodory (Vorleaungen fiber reelle Funktionen, 1918) xmd H. Hahn (Theorie 
der reellen Funktionen 1921), sowie den deutsohen Encyklopadieartikel 
II C 9 yon A Rosenthal. 

Zu § 6, Nr. 2 (S. 49). 

Zahlreiche Beiapiele ftlr Funktionen mit hebbaren Unstetigkeiten 
s. [32]. 

Zu § 7, Nr 3 (S. 53/5) 

Zn den Literaturangaben, welebe sicb bezfiglich der gleichmafiigen 
Stetigkeit in der deutscben Encyklopadie S. 18, Fufin. 92/3, in der 
Encyclopddie franfaise S. 36/7, Fnfin. 113/4 linden, ware als bistoriscb 
interessant hinzuzuffigen, dafi der Beweis fiir die gleichm&fiige Stetigkeit 
einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen Funktion einer reellen 
Yerander lichen schon in einer yon DiricbHet im Sommer 1854 gebaltenen 
Yorlesnng enthalten ist: b. G. Lqjeune-Dirichlets Yorlesungen fiber die 
Lehre yon den einfacben nnd mebrfachen bestimmten Integralen, heraus- 
gegeben von G. Armdt (1904), S. 4/5. 

Zu §10 (S. 80ff). 

Der Hauptsatz yon S. 90 ist eine vervollkommnete Faasung eines 
alteren Satzes von Herrn E. Phragmen (Acta Matb. 7 [1885], S. 44/7) 
mit nenem Beweiae, der fibngens gegenfiber dem yon mir in [42] ge- 
gebenen nocb einzelne Yerbessemngen entbalt. 

Zu § 11, Nr. 5 (8.101/4). 

Der mit einzelnen Verfinderungen aus [42] entnommene Beweis des 
Jonfcwsohen Eurvensatzes besitzt zahlreiche Yorganger und hat inzwiBchen 
auch bereits rier Nacbfolger gefunden: s. A. Schoenflies, tTber das em- 
deutige und stetige Abbild eines Kreises (Jordankurve), in den Jahresb. 
d. D. M. Y. 33 (1924), S. 147/57; F. Hartogs, Math. Zeitschr. 22 (1925), 
S. 62/74; E. Schmidt, BerL Sitz -Ber 1923, S. 318; J. v. Kertfkjdrto, Vor- 
lesungen fiber Topologie (1923), S. 59 (angeblich schon: Ungar. Akad.- 
Ber. 38 (1919), S. 194). Ein vollstandiges Yerzeichnis der Yorganger 
nebst ausffihrlichen Literaturangaben fiber yei*wandte Untersuchungen a. 
D. Enc. II C 9 a ( A Rosenthal), S. 916 ff. 

Zu § 13 (§ 120 ff.), 

Zu Nr. 3, 4 (S. 123/9). frber die Definition von Funktionen durch 
Grenzwerte yon der Form lim f-(x) ygl. [45], insbesonctare fiber lim —» 

' ° L n-vao 1 + AT 

Ygl [*30]. 
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Zu Nr. 5. Die Darstellbarkeit jeder atetigen Funktion einer reellen 
Veranderlichen durch eine (gleichm&Big und absolut) konvergente Reihe 
von Polynomen wurde zuerst von Weierstrafi erwiesen (BerL Sitz.-Ber. 
1885, S 683/9, 789/806 — Werke 3, S. 1/37), nach ganzlich anderer Me- 
thode und ungefahr gleicbzeitig von C. Bunge (Acta Math. 7 [1885], 
S 387/92). Uber die zahlreichen Modifikationen dieser Beweise b. D. Enc. 
II C 9c ( A . Rosenthal ), S 1147 ff. 


Zu §15 (S 139 ff) 

Zu Nr. 6 (S. 147/9). Auf die MSglichkeit, die reellen Veranderlichen 
£, rj durch einen nur von x=~ £ -{- rji abhangigen arithmetischen Ausdruck 
darzustellen, hat L. Seidel (Journ. f. Math 73 [1871], S. 300) aufmerk- 
eam gemaoht An Stelle unserer Gleichung (16), ansgedehnt auf den 
Fall r—* oo, gibt er die folgende, un wesentlichen damit gleichbedeutende: 






lim -sr-i—Hsa-fr- 
cr' + M'O’" 


Zu Nr. 7 (S. 150/1). Wie weit bei Weierstrafi die Eonzeption seines 
Begriffes der analytischen Funktion zurdckreicht, dafdr bieten seine vor 
Bd. 1 der Mathematischen Werke (1894) erschienenen Abhandlungen 
keine ausreichenden Anhaltspunkte Dagegen findet sich bereits in emer 
aus dem Jahre 1842 stammenden, erst in den Math. Werken auszugs- 
weise veroffentlichten Abhandlung: „Deffnition analytischer Funktionen 
einer Veranderlichen durch algebraische Differentialgleichungen" das 
Prmzip der analytischen Fortsetzung einschliefilich der hervorgehobenen 
Eventualitat der Nichtfortsetzbarkeit fiber eine bestimmte Grenze, so wie 
der Begriff der analytischen Funktion als ernes Eomplexes durch analy- 
tische Fortsetzung verbundener Potenzreihen (Bd 1, 9. 82/3). Seine Vor- 
lesung liber „AIlgemeine Theorie der analytischen Funktionen" hat er, 
wie aus dem in Bd. 3 seiner Werke (S. 355/60) enthaltenen Verzeichnis 
hervorgeht, zum ersten Male als 4stfindig fflr den Winter 1861/2 nur 
angekttndigt, erst im Winter 1863/4 und zwar 6stflndig wirklich gehalten. 
Sie kehrt dann in wechselnden Intervallen (meist von zwei Jahren) be- 
standig wieder. Die Wiederholung vom Sommer 1870 lieferte das Ma¬ 
terial fttr den Absohnitt fiber den Begriff der monogenen analytischen 
Funktion in Stole-Ghneiners Einleitung in die Funktionentheorie (1906, 
S. 302/32), die oben (S. 595) erwahnte Publikation von S. Pincherle be- 
ruht auf der Vorlesung vom Sommer 1878. 

Aus diesen Feststellungen dfirfte hervorgehen, dafi Weierstrafi in 
bezug auf die Entstehung seiner Theorie der analytischen Funktionen 



598 Abachmtb I Anliang 

vor Gh NL&ray eLnen erheblicben Vorsprung besitzt, da dessen Nouveau 
precis d’analyse infimtdsimale, m welchem er zum eraten Male seine Ideen 
entwickelt, erst 1872 erscbienen ist Und, obsehon ja aucb seine Methode 
die Potenzreihen nnd deren analytiscbe Fortsetzung zum Ausgangspunkt 
nimmt, so gelangt er meines Wissens niemals zu erner prazisen Defini¬ 
tion des Begriffes einer monogenen analytischen Funkidon, aucb nicht 
in seinem erheblich spater publizierten vierbandigen Werke: Legons nou- 
tettes swr Vanalyse infinitesimale et ses applicationsgiom&riques (1894—98). 

Die Anfange der Oauchyaoken. Funktionentbeorie finden sich (abge- 
sehen von dem urspfinglich ffir ganz andere Zwecke bestimmten „Cauchy~ 
seben Integralsatz" von 1814 bzw. 1825 (vgl. [36], S. 39, Fufin 1) in zwei 
1831/2 nur litbograpbiscb publizierten Turiner Abhandlungen (verkfirzter 
"Wiederabdruck in den Exerc. d’anal. 2 [1841], p. 41/108. Daselbst ins- 
besondere S. 50/2 der erste Beweis des f} Cauchy-TaylorBchen Satzes“ mit 
Hilfe des Jf CauchyBchen. Randintegralsatzes“ [der „CauchyBch.en Integral- 
formeF*]). JRiemanns berfihmte Dissertation: „Grundlagen fdr eine allge- 
meine Theorie der Funktionen einer veranderhchen komplexen GroBe“ 
(- Werke, S. 3/43) erschien 1851. 

Einige weitere auf die Gegeniiberstellung der beiden funktionen- 
theoretiseben Methoden sicb beziehende Bemerkungen s. [41], S 152/6. 

Zu § 28, Nr. 5, 6 (S 231/5) 

1. Naheres fiber den in ^33] von mir eingeftthrten Typus der punkt- 
toeise gleichmafiigen Konvergenz findet man in [40] Insbesondere werden 
daselbst Beispiele 1 ) von Funktionen angegeben, welche wirklich nur 
„punktweise“, nicht „■ umgebtmgsioeise u (d. b. in der Umgebmg oder Nahe 
des betreffenden Punktes: vgL Nr. 4, S. 280) gleichmaflig konvergieren, 
wabrend im Gegensatz dazu in dem bier vorliegenden Zusammenbange 
(S 231/2) gerade gezeigt wird, dafi die zur Definition der pUnhtweise 
gleicbmafiigen Konvergenz dienlichen Yoraussetzungen scbon zwangs- 
lanfig die scfdechthin (also umgebungsweise) gleicbmafiige Konvergenz nacb 
sicb zieben, falls sie ffir alle Punkte eines abgescblossenen Bereicbes er- 
ffillt Bind. 

2. In Fufin. 1, S. 234/5 babe icb eine Funktionenfolge (F v (x)) mit 
der Grenzfunktion F(x) als einfach, gleichmafiig konvergent in der Nahe 


1) Bei dem BeiBpiele von Nr. 3 (a. a 0 S. 434) kflnnte man, am im Rahman, 
der vorl&ufig hter zur Yerfdgung stebenden Hilfemittel zu bleiben, die dort mit 
<p[x) bezeiebnete Funktion duroh die in FuBn. 1, S 68 dieses Bandes, besobriebene, 
*uf 8.125, Fufin. 2 aucb durcb einen antbmetiBohen Ausdruck dargestellte ersetzen. 
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you x 0 bezeichnet, wenn zu jedem s > 0 ein n a gehort, derart daB: 

\F(x 0 + h)-F 7lt (x 0 + h)\<Y fiir 0 

Inzwischen habe ich bemerkt, daB man nacb dem Yorgange von U Dmi 
unter einfach gleichmdfiiger Konvergenz zumeist die wesentlich st&rkere 
Forderung versteht: 

r U -L 7iM ^ * l fllr unendllcl3 Vltle m r > ».> 

«i + *)-^ + »)l<ir \ 0 £ h<(> . 

Um die hierans erwachsende Kollision zu vermeiden, ziebe ich vor, die 
oben erwiilmte Bezeichnung fallen zu lassen und einem Yorschlag des 
Herrn A Rosenthal folgend (D Enc. II C 9c, S. 1166) durch den Aus- 
diuck einfachst 1 ) glekhmafiige Konvergenz zu ersetzen. Dabei erweist es 
sich als zweckmaBig, auch hier die durch die Beiworter „umgebungs*- und 
,punktweise 1 * * * * charaktensierten Unterscheidungen einzufBhren. Ich ersetze 
infolgedessen in der ersten der obigen Ungleichungn q durch Q t , also: 

(1) |f(* 0 +h)~ + h)\ < -f far 0^|fc|< P „ 

and bezeichne eine dieser Ungleichung gentigende konvergente Folge 
(F v (x)) als eine ftlr » = wngebungs- bzw punktweise einfachst gletch- 
mafiig konvergente, je nachdem q, fUr e—> 0 eine Zahl q >0 oder die Null 
znr unteren Grenee hat. 8 ) 

Man erkennt dann unmittelbar, daB die Ungleichungen (9)—(12), 
S. 234, wenn man n durch n B , q durch q, ersetzt, auch ftlr den Fall der 
nur punktweise einfachst gleichmaBigen Konvergenz (geradeso wie in dem 
a. a. 0. in FuBn. 1 erwahnten Falle, jetzt als demjemgen der umgebungs- 
weise einfachst gleichmaBigen Konvergenz zu bezeichnenden) erhalten 
bleiben und daB somit die punktweise einfachst gleichmdfiige Konvergenz 
far x=*x 0 (in Yerbindung mit der Stetigkeit der einzelnen F y (jx)) als eine 

1) Man lasse sioh durch diesen Superlativ moht zu dei lmgen Annahme ver- 
leiten, dafi erne einfachst gleiohmlLfiig konvergente Folge M erst recht“ auch einfach 
gleichm&Big konvergieren mtlSBe. Gen an das TJmgekehrte ist der Fall die wesent- 
lioh gertngeren Forderungen, welohe die einfachst gleiohm&Bige Konvergenz cha- 
raktensieren, sind fOr die einfach gleiohm&fiige a fortiori erfflllt; eine einfach 
gleiohmkfiig konvergente Folge ist also in diesem Sinne stets anch erne einfachst 
gleiohm&fiig konvergente Ebenso ist eine schlechthm gleichm&ftig konvergente Folge 
anch einfach gleichmdfiig und sohlieBlich (sogar punktweise) einfachst gleiohm&flig 
konvergent. 

2) Selbstverstindlioh kann nur dann mit Sioherheit behauptet werden, daB 

die Konvergenz wirklich erne nur punktweise einfachst gleichm&Bige ist, wenn </, 

in UngL (1) die obere Grenee der Umgebungsradien vorstellt, fill welohe UngL (1) 

erfOllfc ist Ygl. Nr 4, Beispiel 2) 
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hinreichende Bedingung ftlr die Stetigkeit der Grenzfunktion F{x) an der 
Stelle #0 ersolieiiit. 

Die besondere Wichtigkeit dieses Ergebnisses besteht nun aber darin, 
daB dieselbe Bedingung sich auch als eine notwendige erweist. Wird nSm- 
lioh. jetzt die Stetigkeit von F(x) flir x-~x 0 vorausgesetgt, so hat man zu- 
n&ohst: 

(2) | F ( a : 0 + h) — F{x 0 ) | < etwa fttr 0 <j |7iI < <>/ 

Sodann gibt es infolge der Konvergene von F,(x 0 ) gegen die Grenzfunk- 
tion F(x 0 ) eine Zabl n f , derart daB: 

( 3 ) \F{* 0 )-F ni {x Q )\<Y, 

und man findet daber durch Combination der beiden letzten Unglei- 
ehungen: 

(4) |F(*, + i)-f,WI<T fBr 0^|A|< P ;. 

Andererseits folgt aus der Stetigkeit von F n ^(x) an der Stelle x 0 , daB: 

(6) |J’, l («o + h) - F n , W! < T etwa far 0 ^ W < ?."• 

Bezeicbnet man mit p, die niobt grSflere der beiden Zahlen Q, t t 
ergibt siob durch Combination von UngL (4) und (5) die Beziehung; 

(6) |F0r o +*)-F,/z o + fc)|<s far 0£|*|<* f , 

also (vgl. UngL (1)) die (mindestens) jjunktweise einfac'hst gleichmaBige 
Convergenz der Folge (F r (je)) filr x — a? 0 und somit der Satz: 

Fie notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
Stetigkeit der Grenzfunktion einer fur x—x Q stetigen Folge (F r (x)) 
an der Stelle x 0 besteht in der punktweise einfachst gleich- 
m&fiigen Konvergene der Folge fur x — x c . 

3 . Bei dem vorstehenden Beweise wurde die ja in der Yoraussetzung 
liegende Konvergene der Folge (F y {x)) an der Stelle x 0 lediglich in Form 
von Ungl. (3) fttr eine einzige bestimmte Zahl n B benutzt. AndererseitB 
mnB sioh aber eine Zabl n B auch so auswahlen lassen, daB an die Stelle 
von UngL ( 3 ) die folgende tritt: 

(S') l-F(^o) — *>o) I < y jedes v ^ n„ 

und daher durch Combination mit der Yoraussetzung (2) statt der TJn- 
gleiohnngen (4) die folgenden sich ergeben: 

(40 |J(*, + *)-*V(!r, ) )|<V fttr v^n., 0^|fe| < 
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Da ferner jedes einzelne F r (x) filr x x 0 stetig ist, bo besteht nach Ana- 
logie von Ungleichung (5^) erne solche yon der Form: 


(50 


F r( x 0 + k ) - F ,( x o) I < -f etwafBr 0 |A| < <>' 


wo >0 fDi jedes c > 0 und jedes einzelne v , im Qbrigen aber wie 
eohon durch die Bezeicbnnng angedeutet wird, anfier yon e aucb wesent- 
licb yon v abhangt. Da es tlberdies freisteht, von vomherein p' r ^ q' 
anzunehmen, so besteht Ungl. (40 geradeso wie Ungl (b r ) filr |A| < p' BV 
nnd man findet daher durch Kombination von Ungl. (4') und (S'): 

(60 |-F(*o + *) — F v (x 0 + h) | < e filr v > n B , 0 ^ \h\ < p'^ 

Die Tragweite dieser Ungleichungen hangt wesentlich von der Be- 
schaffenheit der positiven Zahlen p' BV ab, in erster Linie von deren Ver- 
halten bei festem s imd v —► oo. Ist fdr jedes einzelne s: lim p\ v = p B > 0, 

so lafit sioh in Ungl (60 die Ghltigkeitsbedingung |fe| < p^ durch die 
folgende: \h\ < p B ersetzen, d h. in diesem Falle findet geradezu gleich- 
mtifiige Eonvergenz statt und zwar umgebungs - oder punJctweise , je nach- 
dem fim p B > 0 oder — 0. 

a -*0 

1 st dagegen lim p BV - 0 ftlr irgend ein e — £ and sodann eo ipso 

r-*-oo 

ftlr jedes s < e, so besteht immerhin noch die Moglichkeit, dafi die Zahlen 
v^n B erne Teilfolge (w v ) enthalten, filr welche lim p' B ^ — p B > 0 Als- 
dann findet also noch emfach gleichmafiige Eonvergenz in dem oben an- 
gegebenen Sinne statt, wenn noch lim p B — p > 0, oder, wie wir nach der 

j ->0 

hier prinzipiell emgefiihrten Unterscheidung sagen konnen, umgebungs- 
oder punJctweise emfach gleichmafiige Eonvergenz, je nachdem Hm p a > 0 

i ->o 

oder =» 0. 

Tritt die eben besprochene Eventualitat nicht ein und setzt man m 
UngL (60 speziell v — n # , so folgt: 

(«'0 |JF(* 0 + h) -F^ + h )\<b Or |k| 

also die definierenden Ungleichungen ftlr (umgebungs- oder punktweise) 
emfachst gleichmafiige Eonvergenz, die msbesondere den Charakter } ^punM- 
tceisef 1 besitzt, wenn lim o [. ™ 0. 1 ) Die punJctweise einfachst gleichmafiige 

i ^ o 

Eonvergenz erschemt somit als das Mindestmafi der in der unbegrenzten 
Folge von Ungleichungen (60 enthaltenen Eonvergenzeigenschaften. 


1) Trotz lim p' ™ 0 ffli 
ansfallen. 


einzelne v , kOnnte immerhin lim q b n > O 

4->o ’ • 
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Umgekehrt zieht aber (wohlgemerkt, immer unter dev Voraussetzung 
clafi die einzelnen F v (x) an der Stelle x 0 stetig sind 1 )) die eme Ungleichung 
(6") die ganze Folge der Ungleiohungen (6') nach sich. Denn UngL (6") 
hat sich ja in Nr. 2 schon als Jiinreichende Bedingnng ftir die Stdiglceit 
der Ghrenzfunktion an der Stelle ar 0 ergeben, wahrend andererseits aus 
dieser, wie bewiesen, die ganze Folge der Ungleiohungen (6') reaultiert 
Man kann also auch diese letztere geradezu als notwendige wad hinreichende 
Bedingung fiir die Stetigheit der Grenzfunktion an der Stelle x 0 ansehen 
nnd daher, wenn man etwa den dnrch die Ungleiohungen (6') urasohrie- 
benen Eonvergenzcharakter nach dem Yorschlage des Herrn A. Rosen¬ 
thal (a. a. 0 S. 1164) als pseudo gleichmafiige Eonvergenz bezeichnet ; dem 
Satze von Nr 2 auch die folgende Fassung geben: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
StetigTceit der Orenefunktion emer fur x — x 0 stetigen Folge 
(. F v (x )) an der Stdle x Q hesteht m der pseudo-gleichmdfiigen 
Konvergene der Folge fur x — x 0 

In emer Fassung, die (bei Beachrankung auf reelle x ) inhaltlioh sich 
mit der vorstehenden deckt, wurde der Satz zuerst von U. Dini bewiesen 
(Fondamenti per la teorica delle fonzioni di variabili reali [1878], § 96, 
p. 109 => Dim-Lwroth , Grundlagen § 96, S 145/6). GewShnlich wird 
dieser erste Beweis C. Aredd zugeBchneben, der aber selbst unter aus- 
drilcklichem Qinweis auf die soeben ziiaerte Stelle Dvni als den Urheber 
des Satzes angibt (Rend. 1st. Lomb. 1883, p 17 [in dem mir vorliegen- 
den mit eigener Paginierung versehenen Sonderabzug]). Uber die Be- 
weise des Satzes in der am Schlusse von Nr. 2 angegebenen Form b. 
A. Rosenthal , a. a. 0. S 1165, FuBn. 998., Der betreffende Enc.-Artikel 
enthalt tlbrigens in den Nummern 49, 49a und 50 (S 1137/43 und 1163/6) 
eme aufierst sorgfaltige kritische Zusammenstellung der sehr umfang- 
reichen, die Fragen der gleichmafligen Eonvergenz und ihrer Spielarten 
befcreffenden Literatur. 

4 Beispiele. 1). Wir setzen: 


K(*) 


2vx fiir 

0 


1*1 ;>—■ 

i i — v 


1) Sollte die Stetigkeit der F v {x) erst bei einem Index w >■ 0 begin nen so 
mnB nur von vomherein ti^to vorauegeaetat werden, dann bleiben alle SohlOsse, 
wie znvor. Dagegen werden sie hinfdllig, wenn die Folge der JVC®) tmendlich 
—•-i» Wv unstettae Funktionen enthalt 
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Jede dieser drei Definitionsformen liefert ffir das ihr zugewiesene Q-ebiet 
■eme stetige Fnnktion von x Ftir |a?j also x — liefem die 

beiden ersten denselben Funktionswert: => e 9i , ebenso die beiden 

letzten f(ir \x\^~, also x — -^-e 9i den gemeinsamen Wert: F^-e^ — 0. 

Jede der Funktaonen F v (x) ist also ansnahmslos stetig, insbesoadere aucb 
an der Stelle x = 0, woselbst jedes F v (0) — 0. 

Wegen: F v (x) — 0 fCLr |#| ^ ~ findet man ftir die Grenzfunktion 
F(x) den Wert: F(x) = lim F v (x) = 0 ftir |a?| > 0. Anfierdem wird: 
2^(0)— 0 (wegen F V (Q) «= 0 ftir jedes v). Hiemaeh ist F{x) gleichfalls 
stetig an der Stelle x 0. 

Nichtsdestoweniger ist die Folge (F v (x)) an der Stelle x — 0 un- 
gleichmafSig konvergent, wie ja nnmittelbar daraus erkannt wird, dafi 

F V (J-} = 1 ftir jedes noch so grofie v. Sie muB dann aber nacb dem 

Satze von Nr 2 ffir x — 0 mmdestens punktweise einfachst gleiclimafiig 
konvergieren. 

Urn festzustellen, dafi dies wirklich nwr der Fall ist, hat man mit 
Beibehaltnng der in Nr 2, UngL (1) bentltzten Bezeicbnungen ftir x Q = 0, 
». = 1: , 

IJ’W — -F X WI = l^(A)l — 21^1 ftr 

<y \h\ <f B -y 

(wo von vomherein s<3 zu nehmen ist) Da \F 1 (h)\ > ffir 
so ist Q t — die obere Grenze ffir den Geltungsradius der obigen Un- 
gle^chung, nnd da sodann lim q b — 0, so erweist sich die Folge (F v (x)) als 
moglicherweise punktweise einfachst oder einfach gleichmafiig konvergent. 

Des weiteren findet man m Anschlnfi an Nr. 3 UngL (6') ffir jedes 
beliebige v: 

|f,(*)|-8*1*1 <T «r |*|<C“S7 

Dabei wird: lim r — 0 ffir jedes e (nnd ebenso: lim ^ — 0 ffir jedes v), 
worans zn entnehmen ist, dafi die Folge pufiktweise einfachst (nicht etwa 
einfach ) gleichmdfiig konvergiert. 

2). Die Folge mit dem allgemeinen Gliede: 
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besitzt, wie bereits auf S. 235 gezeigt wurde, ebenfalls die ausnahmaloa 
stettge Grenzfcraktion Fix) = 0 trotz ungleichmafiiger Konvergenz an der 
Stelle x — 0. Man hat hier zunachst, wenn wir (als etwaa bequemer fdr 

das folgende) ^ statt dos bisherigen — schreiben: 

l- F ‘Wl a= T+lIi 5 < |i l<T 1*1 


Obschon hieraus Inn = 0 folgen and die Anwendung derselben SchluB- 


weise auf F v {h) bei v 2 den noch kleineren Geltungsradius 

1 aV 

ergeben wiirde, so darf man daraus doch noch nicht schlieBen, dafi die 
Folge nur punktwem einfachst gleichmafiig konvergiert, da ja p/ ==-|- gar- 
nicht die obere Grenee ftir die Gtlltigkeit der Ungleichung | (A-) | < -|- y 

sondern nur diejenige von \h\ < bedeutet. Um wirklich die erstere 
zu bestimcnen, findet man dnrch Auflosung der quadratischen Gleichung: 

l -f g* “ a ^ 0: ^ -£ = — 1 

die beiden Wurzeln: 


I - ;(l± yT^T 1 ) 


und erkennt, dafi, s < 1 vorausgesetzt, in dem Intervall zwisohen den 


beiden Wurzeln —^ > y, auflerhalb desselben t ^ ausfallt 


Man findet also msbesondere: 


wo jetzt die obere Grenee filr den Geltungsradius der betreffenden Un¬ 
gleichung bedeutet und lim q. => 0. 

1 i -V 0 

Analog ergibt sich fiir jedes v: 


\F v (h)\ = 


k*l ^ ± 


fiir 


1*1 < Pi,, 


s 

i/(i+i7r^y 


wo wiederum: lim ^ — 0, lim — 0. Die Folge (F f (x)) ist also wirk¬ 
lich nur puriktweise einfachst gleichmafiig konvergent. 


Zu § 81, Nr. 3 (S. 249/52). 

Das erste Beispiel einer auf dem Konvergenzkreise ausnahmslos nur 
bedmgt konvergierenden Potenzreihe findet man in [31], S. 419, ernen 
vollkommneren Typus, dem das im Text gegebene Beispiel als spezieller 
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Fall angehort in [17], S 71/6, ebendaselbat auch S. 69 ein auf prinzipiell 
ganz anderer Grun diage berahendes Beispiel. Man erkennt leicht, daB 
alle diese Reihen, insbesondere diejemge yon § 31, Nr. 3 langs jedes die 
Stelle 27 — 1 nicbt enthaltenden Bogens dee Einbeitskreises gleichma/iig 
konvergieren; ob das gleicbe aucb fdr einen die Stelle 1 enthaltenden 
Bogen stattfindet, ist zur Zeit nnentsehieden geblieben. Ein von Herm 
Hardy herrflhrendes Beispiel einer gleichfalls langs des Einheitskreises 
ansnahmslos nur bedingt konrergierenden Potenzreihe, namlich die bino- 
mische Reihe fQr (1 — x)~\ konyergiert daselbst auch ansnahmslos gleich- 
mdfiig (reproduziert in: E. Landau, Darstellnng und Begrfindtuig einiger 
neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie- [1916], S. 61) Ein weiteres 
Beispiel der namlichen Art gibt Herr L. FejSr in den Mfinch. Sitz.-Ber. 
1917, S. 49/53 und ebendaselbat S. 38/9 ein anders ge&rtetes Beispiel, 
bei welchem ceteris paribus an der Stelle 1 ungleichmafiige Konvergenz 
eintritt; femer auch Beispiele yon Potenzreihen, die trotz Stetigkeit der 
Grenzfiinktion an einzelnen Stellen des Konyergenzkreises divergieren 
oder in keinem eine gewisse Stelle enthaltenden Bogen gleichmafiig kon¬ 
vergieren (S. 33 ff.) Generell sei noch bemerkt, daB das Verhalten von 
Potenzreihen auf dem Eonvergenzkreise in enger Beziehung zur Theorie 
der FourierBohen Reihen steht (vgl. z B. [17], S. 79/100 und [35a], 
S. 337/64) 

Zu § 32 (S. 252/60). 

Eine noch etwas allgemeinere Fassung des A&eZschen Grenzwert- 
satzes (fQr welche fibrigens die in Nr. 4 gegebenen Beweismittel yoll- 
standig ausreichen) s. Stole-Omeiner , Einl in die Funktionentheorie 2, 
S. 287. Weitere Ausftihrungen nebst Literaturangaben zum AZ^Zschen 
Grenzwertsatz findet man in meinen Arbeiten [38] (S. 344/51), [17] 
(S. 38/54), [19] (S. 511/5), [44] (S. 1/30). "Oher die Umkehrung des frag- 
lichen Satzes, den sog. Tauberschen Satz (Monatsh. f. Math. u. Phys. 8 
[1897], S 273/7) und dessen Verallgemeinerungen vgl. insbesondere das 
in der vorigen Note zitierte Buch von E Landau, S. 40/56 

Zu §35 (S. 269 ffi) 

Zu den in [34], [35] enthaltenen Literaturangaben fiber frtthere 
Benutzung von Mittelwerten zur Herleitung der ToyZorschen (genauer: 
Mac Lowrinschen) Reihenentwicklung ware hinzuzuffigen, daB Oauchys 
Abhandlung aus den Exerc. d'anal. 2 (1841) schon abgedruckt ist in den 
Par. 0. R. 10 (1840), p. 640/57 (— Oeuvres 5, p. 150/72) und im wesent- 
lichen auch in das bekannte Lehrbuch yon Caucky-Moigno 1, p 150/72 
fibergegangen ist. Vgl. auch den Schlufi der folgenden Anmerkung. 
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Za § 36, Nr 2, 3 (S 276/8), § 37, Nr. 2 (S. 250). 

Der Satz von S 277 riihrt von A. Gkttzmer her (Math. Ann. 32 [1888] 
S. 596/9), auch die daran geknfipfte Herleitung des Cauchyaohen Koeffi^ 
zientensatzes in der Form: a r r v < P(r) (mit AusschluB der Gleichheit). 
Reoht umstandliohe Beweise dieser Fassnng als Erganzung zu der ge- 
wohnlichen (mit dem Zeichen <j) findet man bei Mdray, Le^ns 3, p. 188 
und Stole- Gmeiner, Einl. in die Funktionentheorie, S. 203/6 

Literatur fiber die Beweise des Satzes in jener nnvollkommneren 
Form s. D. Enc. II C 1, S. 12, Fufin. 34; Eno. fr II 7, p. 18, 48 en note. 
Hinznzuffigen eine Bemerknng von A Outzmer (Vwanti-Gutemcr, Theorie 
der eind. anal. Fonktionen [1906], S. 75, FuBn.), wonach Weierstrafi 
(dessen frfihere Beweise auf der ausschlieBhchen Anwendnng von Un- 
gleichmgen berohten: s. Pincherle, a. a 0. S 334/6, auch Werke 1, S. 67/8) 
seit 1880 hierbei mit Mittelwertm operiert habe 

Zu § 39, Ni. 4,5 (S 297/301), § 45, Nr. 4 (S.343/4), § 49, Nr. 2 (S 373/4). 

Bis zum ETScheinen des sog. Wieierstfra/Jschen DoppelreihensatzeB 
(Berl. Monatsber. 1880, S. 723/6 — Werke 2, S. 205/9) bildete der Cauchy- 
sche das einzige Hilfsmittel, nm die Umordnung einer aus nnendlich 
vielen Potenzreihen gebildeten Reibe in eine einzige Potenzreihe zu legi- 
timieren. Eine in Weierstrafi Werken 1, S.67 ff abgedruckte, zuvor nicht 
veroffentliohte Abhandlung aus dem Jahre 1841 enthalt zwar auf S. 70/4 
jenen vervollkommneten Doppelreihensatz (sogar fiir Funktionen beliebig 
vieler Veranderlichen) mit der einzigen Mehrbelastung, daB aufier der 
gleichmdfligen Konvergenz der ans unendlich vielen Potenzreihen bestehen- 
den Reihe deren uhbedingte Konvergenz voransgesetzt wird Demgegen- 
Clber ist hervorzuheben, daB in der Abhandlung fiber die analytischen 
Fakultaten (Joum f. Math. 51 [1856]) nur von der Cauckyschen SchluB- 
weise Gebrauch gemacht wird (a. a. 0 S. 41 — Werke 1, S. 199/200) 
Auch soheint Weierstrafi in seinen Vorlesungen zum mindesten bis 1878 
(vgL Pincherle, S 337/8) sich aussohlieBlich jenes Cauchyaohen Satzes be- 
dient zu haben. Der in der Abhandlung von 1841 enthaltene bereits voll- 
kommenere Satz gewann erst seine geradezu fundamentals Bedeutung 
nkohdem ihn Weierstrafi nooh von der Besohrankung der wnbedingten 
Konvergenz befreit hatte. (Ygl. die Bemerkung zu § 49). 

Der vorliegende Beweis des Fttafoschen „Satzes“ bzw. des als Haupt- 
bestandteil anzusehenden „Doppelreihensatzes“ stammt in der Hauptsache 
von Herm E Linddof: Bull, Soc. Math de France (1913), p. 171. 
wesentlich davon verschieden ist der Beweis von JR Jentzsch: Dissert 

F?7^rZiBchen Beweis vgl. [41], 
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S. 146, Fufin Anderer Beweis dee Satzes nebst Verallgemeinerungen 
und ausfllhrlichen Literaturangaben bei C. Caratheodory and E. Landau : 
Berl. Ber. 1911, S. 587/613 (s insbes. Satz VI, S. 573) Eine andere Ver- 
allgemeinemng s W.Blaschke , Leipz. Ber. 1915. S 194/200; Vereinfachung 
des Beweises darch E. Landau : Ebendas 1918, S. 156/9. Sonstige Lite- 
ratur: D. Enc II C 4 (L Bieberbach), S. 494/5. Weitere Verallgemeine- 
rnngen gibt A. OstrowsM , Jahresb. d. D. M.-V 32 (1923), S. 185/94, 
286/95. 

Zu § 41, Nr 3, 4 (S. 311/5). 

Ausftthrliche Literaturangaben liber rekurrierende Reiben b D Enc. 
II C 1, S. 16/9; Enc. fr. II 7, p 28/33 

Zu § 47, Nr 4 (S. 359). 

Bezflglich der Definition des regul&ren Verhaltens einer analytischen 
Funktion linden sioh in den versohiedenen Ausgaben der grnndlegenden 
Weierstrafischen Abhandlung „Zur Theorie der eindeutigen anal/ytischen 
Funktionen " zwei verschiedene Versionen, deren eweite, Trie mir scbeint, 
za gewissen Bedenken Anlafi gibt Icb babe bereits im Jahre 1896 bier- 
auf hingewiesen (s. [34], S. 122, Fafin.), in der Hoffnung, aas dem zu 
jener Zeit ja nocb ungemein grofien Kreise derjenigen, welcbe die Weier- 
strafi schen Vorlesungen gebort baben, lrgendwelcbe Aufblarangen zu er- 
balten. Da diese Hoffnung sicb mcbt erfflllt bat, andererseits der frag- 
licbe Gegenstand mir ein allgemeines Interesse zu verdianen scbeint, so 
erlaube icb mir, an dieser Stelle nocbmals darauf zuriickzukommen 

In der ersten Ausgabe jener Abhandlung, entbalten in den Abh. 
der Berl Akademie von 1876, drUckt sich Weierstrafi auf S. 11, Abs 2, 
folgendermafien aus: 

Ich will von einer eindeutigen Funktion f(x) sagen, sie ver- 
halte sicb in der TJmgebung einer bestimmten Stelle a regul&r , 
wenn sie ftlr alle Werte von x innerbalb des Bezirks, in welchem 
der absolute Betrag von (x — a) kleiner als ein gewisser Grenz- 
wert ist, in Form einer Reibe 

A 0 + A t (x — a) + A t (x-ay + - •, 
deren Eoeffizienten bestimmte von x unabhangige Werte baben, 
dargestellt werden kann. 

In der eweiten Ausgabe derselben Abhandlung, ersobienen 1886 in 
dem Bucbe: Abhandlungen cm der Funktionenlehre, wird diese Definition 
auf S. 1 (— Werke 2, S 77) durch die folgende ersetzt: 

Icb will von einer eindeutigen analytischen Funktion f(x) 
der komplexen Veranderlichen x sagen, sie verhalte sicb regular 
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in der Umgebnng einer bestimmten Stelle (x = a), wenn sie 
innerhalb ernes gewissen Bezirks, dessen Mittelpunkt a ist, flber- 
all einen endlichen und mit x stetig sich andemden Wert hat. 
Nach einem bekannten Satze existiert dann eine Potenzreihe 
^5(a:|a), welche innerhalb des genannten Bezirks die Funktiou 
darstellt. 

tTber die vermeintlichen YorzOge dieser neuen Definition habe icb 
kem Urteil, empfinde es aber als emen prinzipiellen Mangel, dafi deren 
endgfiltiges Yerstandnis yon der Berufung auf einen nioht naher bezeich- 
neten „bekannten^ Satz abhangig gemaoht wild, znmal es mir bisher 
nicht gelnngen ist, etwa auf Grand der folgenden t^berlegung darflber 
voile Klarheit zu gewmnen, inwieweit die HUfsmittel der von Weierstrafi 
geschaffenen Funktionentheorie ansreichen, um die obige Definition zu 
einer einwandfreien zu machen. 

Abweichend von der ersten Fassung wird jetzt die eindeutige Fuuk- 
tion f(x) ausdriicklich als analytiache bezeichnet (was dort mcht erforder- 
lioh war, da ja der analytiache Charakter von f(x) auf Grand der vorausge- 
setzten Darstellbarkeit durch eine ^5 (aj | a) von vornherein feststand) In- 
folgedessen muB ein Fuhktionselement ^(.r|£') vorhanden sein, welches 
den Funktionswert f(a) erzeugt , d. h a muB entweder im Innem odei 
niindestens auf der Ghrenee des Konvergenzbereiches von ^5 (a; | x') liegeu 
Ist das erstere der Fall 1 ), so lafit sich ^{x\x') ohne weiteres in eine 
spf'cl#', a) umformen, deren vorlaufiger kreisfSrmiger Eonvergenzbereich 
denjenigen von (a? | a:') von Innen beriihrt und (sofern nicht ein weiter- 
hin noch zu besprechendes Hindernis eiutritt) nach einem wirklich „be- 

1) Ich halte es nicht fflr unwahrscheinlich, daB Weteratrafi in dem vorliegen- 
den Znsammenhange nur diesen Fall im Auge gehabt hat. In emem seiner Briefe 
an Son]a Kowalewsky (s O. Mtttag-Leffler, WeierstraB et Sonja Kowalewaky 
Acta Math 89 [1924], S. 194) sohreiht er, „daB bei einem analytisohen Gebilde zu 
xmterscheiden sei zwisohen den Stellen, die dem Gebilde angehdren , nnd denen, 
die als Gxenzstellen sich ihm zugesellen.“ Yersteht man sodann unter den einer 
analytisohen Function f(x) cmgehdrenden Stellen nnr diejemgen, die cm Innem 
des Konvergenzbereiches irgendeines zur Definition von f(x) dienlichen Funktions- 
elements liegeu, nnd bezieht die obige Definition nnr auf derartige der Funktion 
fix) angehdrende Stellen, so wird man m der Tat auf den an der vorliegenden 
Stelle des Textes bezeichneten Fall als den einzig mOglichen gefilhrt. Dabei bliebe 
aber die an sich wichtige Frage a unerledigt, ob im Innem ernes Bereiches, der im 
flbrigen aus lauter der Funktion fix) cmgehdrenden Stellen besteht, mcht auoh 
Grenzstellen a von der Beschaffenheit existieren kfinnen, daB lim f(x) einen be- 
stimmten endlichen Wert hat und daher Btetigkeit von f(x) besteht, sobald man 
f(a) durch den Grenzwert lim f(x) deflmert (weloher ja, falls urgendein Funktions- 
element $ (x | x') fQi die auf dem KonvergenzkreiBe hegende Stelle a konvergteren 
sollte, nach dem AbeZschen Grenzwertsatze mit $ (a | x‘) fibereinstimmen vrtLrde). 
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kannten" Satze (s. den letzten Satz von § 55, S. 419) anf den ganzen 
(bo. kreisformigen) „Bezirk mit dem Mittelpunkte a tt (ktirzer: den Ereis 
$ a ) ausgedehnt warden kann. 

Man muB aber anch mit der Moglichkeit rechnen, dafi a nicht nnr 
anf der Qrenee des Konvergenzbereiches jenes einen Fnnktionselementes 
ty(x\x r ) liegt, eondern dafi zu jedem in hinlfinglicher N&he von a gelegenen 
Ponkte x ein Funktionselement gehort, dessen Konvergenzkreis durcb 
den Pnnkt a gebt (niemals ibn umschliefit), mit anderen Worten, dafi a 
ein Grewspunkt des Regularitdtsbereiches (,,Regularitat“ bier und weiter- 
bin im Sinne der ersten Definition verstanden) von f(x) sein konnte. Dafi 
dieser angenommene Fall in Wirklicbkeit niemals emtreten kann, ISfit 
sicb allerdings mit Hilfe ernes „bekannten“ Satzes leiobt beweisen, nam- 
bcb des Laurent&chen (vgL § 52, S 386, Satz I und § 57, S. 429, Erster 
Fall). Da aber dieser Satz innerhalb der WeierstrafiBchen. Theorie, soweit 
meine Eenntnisse reioben, nickb existiert 1 ), so bleibt zum mindesten die 
Frage offen, welcber den Weierstrafischm Vorlesungen angehorige Satz 
das entsprecbende leisten solle 

Aber selbst biervon abgeseben, ware durob die vorstebende Schlufi- 
weise noob niobt endgflltig bewiesen, dafi ftir f(x) eine Entwicklung von 
der Form ^(#|a) existieren mtisse, vielmebr nur festgestellt, dafi a Jcein 
isolierier Grenapunkt des Regularit&tsbereiches von f(x) sein kann — 
ein Ergebnis, das siob flberdies in analoger Weise anf jeden Pnnkt x im 
Innem von ausdebnen liefie Immerhm mttfite dann nocb die M8g- 
licbkeit ins Auge gefafit warden, dafi die Stelle a einer innerbalb ver- 
laufenden, aus lauter OrenmpunMen des Regularitatsbereiches bestebenden 
Lime angehfiren konnte, z. B einer Strecke pq von der Beschaffenheit, 
dafi die Eonvergenzkreise aller an sie beranreiobenden Funktionselemente 
entweder durcb einen der Punkte p, q geben oder die Strecke pq tangieren. 
Um auob bier die TJnzulassigkeit einer derartigen Annahme festzustellen, 
erweisen sicb die in der vorliegenden Abteilung entwickelten Hilfsmittel 
als unzureiobend. Dagegen lafit sicb dieses Ziel unscbwer erreioben, wenn 
man die komplexe Integration zu Hilfe nburnt. Nacb bekannter Metbode 
(auf die ich, da bier die Pramissen fehlen, an dieser Stelle nicht nfther ein- 
gehe) beweist man, dafi die gemacbte Annahme die GHlltigkeit des „Oauchy- 
schen Integralsatzes" innerbalb $ a nicht beeintraohtigt. Bedeutet dann 

1) Dem widersprioht nicht, dafi Wnerstrafi in einer in Bd. 1 der Math. Werke 
sum ersten Male abgedrnckten Arbeit ana dem Jahre 1841 (d h. nooh zwei Jahre 
dot der entsprechenden Laurents chen Pnblikation) den Satz mit Hilfe der Reduk- 
hon eines komplexen Kreisintegrals anf ein reelles zwischen den G-renzen — oo 
md -f- oo bewiesen hat Dieser Beweis begt ganz attflerhalb der WeierstrafiBohen 
Theone der analytischen Funktionan 
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x 0 eine daselbst beliebig, aber fest angenommene, x jede davon verschie- 

dene Stelle innerbalb $t a , so stellt das Integral ff(e) de eine in $ a em- 

*0 

deutige Funktion mit der stetigen Derivierten f(x) dar, ist also dorohweg 
nacb der Taylorsohea. Reihe entwickelbar, und das gleiche gilt dann fQr 
die Derivierte f(x) } insbesondere an der Stelle x — a. 

Die Yorstehende Schlufiweise behait ihre Gfiltigkeit, wenn man an 
die Stelle pq einen ) ,rekHfmerbaren“ Jordamchen Kurvenbogen treten 
laBt Inwieweit sie nooh anwendbar bleibt bzw. erweiterungsfahig ist, 
wenn man den letzteren durch ein linienhaftes Kontinmm ersetzt, dem 
mindestens eine jener beiden charakteristisohen Eigenschafben fehlt, enfc- 
zieht sicb zurzeit meiner Kenntnis. 

Wie dem anch sei, jedenfalls wird man zugeben mils sen, dafi jene 
zweite Definitionsform des regularen Verhaltens einer analytischen Funk- 
tion der wQnschenswerten Einfachheit und Klarheit zu ermangeln soheint, 
und dafi man daher wohl besser tut, auf die von Weierstira/3 ans nicht 
reoht ersichtlichen Grfinden aufgegebene erste Definition zurttckzugreifep 
(wie anch hier auf S. 359 geschehen ist). — 

Die mernes Wissens ganz allgemein angenommene Weierstrafla che 
Definition der singuloren Stdlen als GrewssteUen des EegiUoriicUsbereiches 
ist von Herrn L. Bieberbach (D. Enc. II 0 4, S. 401/3) angefochten nnd 
durch eine andere nur sieben Druckzeilen umfassende ersetzt worden. 
Mir wttrde es wenig zweckmafiig erscheinen, einen so fundamentalen, 
schon bei den ersten Sohntten in das Gebiet der analytischen Funktionen 
unentbehrlichen Begriff durch eine solche Definitionsbelastung von vom- 
herein zu diskreditieren. Und ich mochte annehmen, das Eerm Bieber¬ 
bach vorschwebende 2Hel konnte besser erreicht werden, wenn man, unter 
Beibehaltung der jetzigen klaren Terminologie, innerbalb der Klasse der 
singularen Stellen naoh Bedarf DifFerenzierungen einffihrte, sie z. B. in 
erreichbare und nicht erreichbare oder echte und nnechte oder wirkliche 
und scheinbore oder, falls man mehr Kategorien brauchen sollte, in solohe 
1*“, 2*“, .. n ia Gattung unterschiede 


Zu § 49 (S. 371/8). 

Durch den auf dem Weterstra/SBchen Doppelreihensatze berahenden 
Satz von Nr. 1 und die im Gegensatz zu einer irrigen Annahme Biernann s 
(Dissertation § 20 “■ Werke, S. 39, letzter Absatz) in Nr. 3 daran ge- 
knfipfte soharfe Trennung zwischen den Begriffen „arithmetischer Aus- 
druck? { und ^anolgtischc Funktion u hat JVeierstrafi dem letzteren erst seine 
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endgiiltige Abnmdung gegeben (Berl. Monataber. 1880, S. 728/9 — Werke 
2, S. 210). 

tlber die Frovenienz von Beispielen, wie das in Nr. 3 behandelte, 
vgl. [30]. 

Zu § 52, Nr. 1 (S. 386/9). 

Andere elementare (d. b. nicht auf der komplexen Integration be- 
mbende) Beweise des Laurent schen Satzes aind von Herrn G. Mittag- 
Leffler (Acta Math. 4 [1884], S. 80/8) and L. Scheeffer (Ebendas S. 375/80) 
gegeben worden. Dieselben setzen aber eine Reihe von Yorkenntnissen, 
nsbesondere aus der Theorie der mehrdentigen Fnnktionen voraus, die 
3s von vornberein unmoglich machen, den ftlr die Theorie der eindeu- 
,igen Fnnktionen fundamentalen Satz an der ihm zukommenden Stelle 
irscbemen zn lassen, und obschon sie der Auffassung des Lesers wait 
jroBere Schwierigkeiten zumuten, als der hier mitgeteilte (aus [34], [35] 
intnommene), so ist ihre Tragweite erheblich geringer. Denn diese er- 
treckt sich aussohlieBlioh auf <malytische Funktionen im WeierstrafiBahen 
iinne, nicht, wie der vorliegende, auch auf solche Funktionen, von denen 
unachst nur feststeht, dafl sie die Eigensohaft der gleichmafiigen Differen- 
ierbarkeU besitzen (deren „analytiBcher“ Oharakter dann gerade erst aus 
em fraglicben Satze hervorgeht). Das gleiche gilt tibrigena auch von 
emjenigen Beweise des LaurentBchem Satzes, der sioh in den A. Hurwite- 
ohen „Yorlesungen tLber allgemeine Funktionentbeorie und elliptisohe 
'unktionen" (herausgegeben von R. Oouranb , 1922) auf S. 92/5 findet, 
bschon er auf der komplexen Integration und zwar unter Beschrankung 
uf Potenertihen beruht. In diesem Zusammenhonge ersobeint es einiger- 
lafien irrefQhrend, dafi daselbst (S. 89) der Satz fiber die Unabhangig- 
eit derartiger Integrate vom Integrationswege schlecbthin alB „der 
huchyBche Satz" bezeichnet wird, wahrend es sich doch in Wirklichkeit 
ur um einen ganz speziellen, man darf sagen, trivialen Fall davon han- 
elt, der erst dann die obige Bezeichnung verdienjfc, wenn man ewoor die 
legularitdt jeder (allenfalls mit der Beschrankung „gleichma6ig" oder 
stetig") differeneterbaren Funktion erwiesen hat (vgL [37], S. 178/9; 
41], S 173/6). 

Zn § 53 (S. 393/401). 

Durch den NaohweiB der Aquivalenz von gleichmafiiger und stetiger 
tiffereneierbarJceit 1 ) wird deijenige far die Gleichwertigkeit des Weier- 
tra/Sscben und des Oa/uchyBcken Ausgangspunktes erst zum AbsobluB 

1) Ygl. [86 a], S. 296/808. Daselbst wird auch gezeigt (S. 802/8), daB mao, 
bne wie bier in Nr. 2 den Weg fiber die TaylortchQ Entwicklung zn nehmen, 
ns der Yoranssetznng der gletchtnd/hgcn Differenzierbarkeit die SUHgJcett der 

anvierten nnmi^lhar avoaViIiaRati t«nn 
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gebracht Dazu ist noch zu bemerken, dafi in den verschiedenen Ar- 
beiten Oauchya fiber diesen Gegenstand seine Ansichten betreffs der Not- 
wendigTceit; die Stetigkeit der (ersten) Derivierten unter die Yoraussetzungen 
aufzunehmen, mehrfach geweohselt baben. Ausftihrliche bistorisohe No- 
tizen hiertlber findet man in [43], S 471/7. Die von Cauchy in seinen 
spateren Arbeiten bebanptete, aber niemals bewiesene Entbebrlicbkeit 
jener Yoraussetzung wurde erst dnrob E. Goursate zweiten Beweis des 
Cauchyschen Integralsatzes (Amer. Math. Soc. Transact. 1 [1900], p. 14) 
Bicber gestellt. Bei dem bier befolgten Gange gestaltet sicb nacb Ein- 
filhmng der komplexen Integration der entsprecbende Beweis fiberaus 
einfacb (vgl [41], S 136/8). 

Zu § 66 (S. 419/28). 

Der von Weierstrafi herrfihrende Satz fiber den eindeutigen Yerlauf 
einer im Innem eines einfacb zusammenhangenden Bereicbes durcbweg 
regularen Fnnktion wird baufig kurz als der Monodromiesata bezeiohnet. 

Der in seinen Vorlesungen vorgetragene Beweis (s. Stole- Gmeiner , Einl. 
in die Funktionentheorie 2, S. 320/3) berubt auf der sukzessiven Reduk- 
tion eines beliebigen Weges fdr die analytiscbe Fortsetzung auf einen j 

speaidlen. Gewisse dabei nicbt bertlcksicbtigte Moglicbkeiten warden ; 

von W. F. Osgood bervorgehoben und erledigt (Bull. Am. Math. Soc. (2), , 

10 [1904], p. 294/9). YerhaltnismaBig kurze, aber indireTcte Beweise geben 
G. Faber (in der 6. Aufl. von E. Burkhardts EinfUbr. in die Theorie der . 
analyt. Funktionen [1921], S. 264/6) nnd ahnlich L. Bieberbach (Lehrbuob | 
der Funktionentheorie [1921], S. 217/8). Der bier mitgeteilte erbebliob 1 
umst&ndlichere, aber direkte Beweis dfirfte den eigentlicben Kern des | 

Satzes, n&mlich die aus der Yoraussetzung sicb ergebende Mogliohkeit, f 

den in Frage kommenden Bereicb systematisch mit einem Netz mein- f 

andergreifender, eine daselbst eindeutige analytiscbe Fnnktion erzengen- i 
der Potenzreihen zu flberzieben, am deutlicbsten zur Anscbauung bringen | 
Einige weitere Ausfflhrungen zu der in FuBn. 3, S. 419/20 ent^altenen ] 
Bemerkungen fiber unzulfingliobe Fassung des vorliegenden Satzes findet \ 
man in [39], S. 69/61 und daran anschbefiend (S 63/6) ein vollstandig 
durobgeffihrtes Beispiel von der am Schlusse der FuBnote erwahnten Art. 

Zu § 67, Nr. 4, 2 (S. 433). 

Da jede Haufungsstelle von SinguiUiren Stellen einer eindeutigen ana¬ 
lysis chen Fnnktion (bzw. eines eindeutigen Zweiges einer mehrdeutigen) 
auf Grand der bier gegebenen Definition singularer Stellen (S. 369) wieder- 
um eine stngulttre Stelle ist, so bilden die letzteren eine dbgescKtossene 
Menge (s. § 8, Nr. 2, S. 63). Wenn nun dieser cbarakteristiscbe Satz 
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durch die am Schlnsse der Anmerkung zu § 47 (s. S. 610) erwahnte Bid>er- 
bachB che Definition der singularen Stellen hinfSUig wird, so mdchte ich 
darin lediglich ein neues Argument ftLr die Unzweckmafiigkeit jener De¬ 
finition erblicken. 

Zu § 63 (S. 471/86). 

Zu Nr. 1 (S 471/4). t)ber die ersten (auf Kettenbruohentwicklungen 
berubenden) Beweise der Irrationalitat von e {Euler) und it (Lambert) 
vgl [15]. Der fibliche auf der Reihendarstellung der Zahl e beruhende 
Beweis filr deren Irrationalitat (s. I t , § 33, Nr 4, S. 206) wird Former 
zugeschrieben (nacb Stainville , Melanges d’analyse alg^bnque, 1815). Der 
hier mitgeteilte Beweis fiir die Irrationalitat von it stammt von Hermite 
(s. den lithographierten Oowrs de M. Hermite, 4 16me dd. [1891], p 74/6). 

Zu Nr. 2, 3 (S. 474/9). Die Vereinfachungen des recht verwickelten 
Hermiteschen Beweises fflr die Trcmseendene von e (Paris C R. 77 [1873], 
p. 22/4, 77, 291) von D. Hilbert und A. Hwrwitz, zuerst publiziert m den 
G8tt. Nachr. 1893, finden sioh, samt einer Modification der beiden Be¬ 
weise durcb Gordon, wieder abgedruckt in Bd. 43 der Math. Ann. (1893). 
Von Hwrwitz stammt insbesortdere die (auch ftir die endgflltige Form 
des Transzendenzbeweises von it grundlegende) Zerlegungsformel (s GL 
(18)) far fi® (abgesehen von einem unerhebliehen formalen Unterschied, 
der in der Umformung des Restgliedes R n mit Hilfe des Mittelwertsatzes 
der Diff.-Recbnung bestebt). 

Zu Nr 4, 5 (S. 479 ff.) Der Lindemomneoke Beweis fttr die Tran- 
stsendenz von it (Matb. Ann. 20 [1882], S. 212/23) wurde zuerst von Weier- 
strafi (Berl Sitz -Ber. 1885, S 1067/85), sodann durcb die zuvor erwahnten 
Aufsatze von HUbert und Gordon vereinfacbt Fine moglichst elemen- 
tare, ftLr weitere Kreise berechnete Gesamtdarstellung des Beweises (im 
wesentlichen auf Hilbert und Hwrwitz berubend) dflrfte zuerst H. Weber in 
seiner Encykl. der El.-Math gegeben baben (Bd. 1, 1903). Anderweitige 
Beweise: F Mertens (Wiener Ber. 105, 2 [1896], S. 839;55); Th Vdhlen 
(Math. Ann. 53 [1900], S. 457/60) Bine kritische Zusammenstellung und 
Analyse der versohiedenen Beweise gibt Hesseriberg in der Schrift: Tran- 
szendenz von e und it (Leipzig 1912). 

Zu § 64, Nr. 3 (S. 489/92) 

Die Bestim m ung des Exponentialfaktors (pW dilrfte aus einer Weier- 
strafi sohen Yorlesung berrfihren. 

Zu § 66—68 (S. 500ff.). 

Zablreiche Entwicklungen und Literaturnachweise aus dem Gebiete 
der BemouHtscheii und Eulerschen Zablen s. L. Saalschiitz, Yorlesungen 



614 


Abschnitt I. Anhang 


fiber die Bemoullisohen Zahlen, ihren Zusammenhang mit den Sekanten- 
koeffizienten und ihre wiohtigeren Anwendungen (Berlin 1893). 

Zu § 69 (9 525ff.). 

Zn Nr 3 (S. 529/33). Der Beweis des „Hauptsatzes“ von Nr. 3 
stammt vermutlioh ans einer Wderstrafi sehen Vorlesung. Die Methode, 
derartige Konvergenzbeweise dnrch Majorantenbildnng zn erledigen, wird 
von 0. Stole (Yorl fiber allg Arithmetik 1 [1 Aufl. 1885], S. 297) auf 
eine (1835 lithographierte, 1840 in Bd 1 der Exerc. d'anal abgedruokte) 
Abhandlung von Cauchy fiber Integration von Differentialgleichungen 
zurfickgeffihrt (a a. 0. 9. 355 ff.). 

Zn Nr. 6 (S. 536/8). Die daselbst gegebene Koeffizientenbestimmung 
ffir die Lagrangeache Beibe rfibrt von Jacobi ber: Jonrn. £ Math. 6 (1830), 
S. 6 (— Werke 6, S. 38). Andere, gleiobfalls elementare (n&mlioh anf 
Anwendung von Mittelwerten bernbende) Herleitnng bei Cauchy (b. die 
in der Note zn § 35 angeffibrte Abhandlung), besser bei E. Ernchd (Jonrn 
ta. Polyt. T. 22 [1861], p 199/201; anch: Serret, Conrs d’algbbre srip&- 
nenre, 5 16me dd. [1885], p. 466/81) 

Zu § 71, Nr. 6 (S. 561). 

Die betreffende Bemerkung von Abd befindet aicb in seiner Ab- 
bandlnng fiber die binomisehe Reihe: Journ. £ Math. 1 (1826), S. 316, 
FuBn. (— Oeuvres 1, p. 224/5 en note); der auf der irrigen Annahme, 
dafi jede in der Umgebung einer Stelle iiberhaupt konvergierende Fnnk- 
tionenreibe daselbst eo ipso naob heutiger Ausdrucksweise gleichmaftig 
konvergieren mfisse, bernhende Cauchy sohe Satz: Anal, algdbr. p. 131 
(—i Oeuvres (2), 3, p. 120). 

Zu § 74, Nr 1, 2 (S. 583/6). 

0. Stole (Allg. Arithmetik 2 [1886], 9. 213; Stole-Ghneiner , EinL in 
die Funktionentbeorie 2, S. 370) bezeichnet den Wert: 

Arcsin x — lg (*• — (1 — a? 1 )*) 

als zweiten Hauptwert des Arcussinus. Mir erscbeint die hier durchge- 
ffibrte Bescbrankung auf den einen Hauptwert: 

arcsin a; — lg(#t + (1 — #*)*) 

zweckmafiiger, da jener angeblicb eweite bei Zerlegung der unendlicb 
vieldeutigeu Funktionen Arcsin a; in eindeu/tige , nacb dem Muster von 
arcsin# gebildete und sicb stetig aneinander schlieflende Ztoeige zwei 
verschiedenen Zweigen angehSrt (s. 9. 589). 



Sachregister. 

Die Ziffern beziehen aioh auf die Seitenzahlen. 

F (naoh Bedarf mil einem Nummerindex) bedeatet Fufinote. 


AbbUd, geometrisches (Bildpunkt) einer 
reellen Zahl 21/2; einea reellen Zahlen- 
paarea 29; einer komplexen Zahl 184 

Abbildung einea Bereiohea ©„ bzw. der 
a-Ebene anf einen Bereich SBy bzw. 
die y-Ebene durch y« f(x) , wo: 
as■— £ 161; kongrnente, gleich- 

atimmig Ohnliche 162; notwendige 
und binreiohende Bedingnng daftir 
168/4; nngleichatimmig ELhnliohe 166; 
konforme (winkeltrene, in den klein- 
aten Teilen fthnliche) 181; umkehrbar 
eindeutige 162; einer Balbebene anf 
daa Inn ere (JLufiere) einea Ereiaea 166; 
konforme duroh y — «* (eikL tc — 0) 
168. 

Abelseher Sate betr. Potenzreihen an der 
Konvergenzgrenze 262; erweiterter 
264/7 

Abgelettete Menge (Ableitong) — Menge 
der H&ufungazahlen (-punkte) 7, 68; 
— Potenzreihen 881, a. Potenzreihen. 

Abgeschlossene Menge 7, 68. 

Ableitung einer Menge, a. abgelettete ; 
einer Funktion a Derunerte. 

Abechnetden einea Eeohteoka von einem 
Treppenpolygon 69; emea freien ein- 
faehen bzw. Doppelendstflcka von ei¬ 
nem Treppenwege 72/8; einea freien 
Endsfcfloka von einem Treppenpolygon 
426. 

Abeohtter Betrag (Absolutwert) emer 
komplexen Zahl, geometriaoh — Ab- 
atand vom Nnllpnnkt (Badina Yektor) 
186; der Summe zweier komplexer 
Zahlen =— Diagonale einea Parallelo- 
gramma 186, der Differenz ■■ Abstand 
der Bildpunkte 187; von a" 449 

Abstand (Entfernnng) zweier Punkte 
einer Geraden 18; zweier Pnnktmengei) 

USe • onftli T)-J- 


Abweichung (Amplitude, Argument) 470 F. 

Abazisse 29. 

Achae, reelle, imngin&re 186. 

Addition komplexer Zahlen, geometriaoh 
186/6. 

Additionetheorem von F(x) = tf a *441/2; 
von C(x), S(x ) 447; von cos £, ain £ 466. 

Ahnhehkeit a. Abbildung. 

Aquivalenz von gleichmlLfiiger Differen- 
zierbarkeit und regul&rem Yerhalten 
886/7 F; von gleichm&fiiger und atetiger 
_ Differenzierbarkeit 400. 

Aufiere Berandung einea BereioheB 90; 
—8 einea Treppenpolygona 69. 

Allgemeines Konvergenzprtnitp 41. 

Amplitude (Abweicbung, Anomalie, Ar¬ 
gument) einer komplexen Zahl £ t{- r\% 
470 F; explizate Daratellung als Funk- 
tion von £, ij 668. 

Analytische Forteetzung emer Potenzreihe 
181; ala grundlegende Methode fflr 
die Theorie der analytiachen Funk- 
tionen 182, 866/6; dazu exforderliohe 
Auadehnung dee Bereichea der Ver- 
Underlichen anf daa komplexe Gtebiet 
182; — Funktion, vorl&ufige Definition 
188; endgfiltige 866 (vollat&ndige Be- 
atimmtheit duroh jedea Funktionaele¬ 
ment); emdeutige, mehrdeutige, un- 
endlioh vieldeutige 866; duroh ein 
einzigea Element vollat&ndig darge- 
atellte, Beiapiele 860/2; dureh arith- 
metiaohe Auadrttcke in Form gleioh- 
m&flig konvergenter Reihen dargeatellte 
872; eindeutige und im Endlichen re- 
gulOre — ganze (rationale oder tran- 
azendente), falls abaolut unter einer 
featen Schranke bleibend — Eonatante 
892; eindeutige ohne weaentlioh ain- 
gul&re Stelle — rationale 486. 
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Anschauung, unzureichend fOr die Fest- 
HteUung eineB, 1 £.tLfleren“tind 1 Jimeren << 
bei emem beliebigen Treppenpolygon 
69 

Anseteen ernes freien Endstticks an einen 
Treppenweg 77. 

Approximation der Berandnng eines ab- 
gesohloHsenenBereicheB durehTreppen- 
polygone- von auflen 90, yon innen 94. 

Arcusstnus ala Umkehrung des Sinus 
688; unendlioh vieldeutige Funktion 
Arcsin x und Hauptwert axosin x 684; 
Znrflckftlhrung auf einen Logarithmus 
686; Erzengung von Arcsin x dnrch 
analytisohe Fortsetzung von arcsin x 
690/1; die Yerzweignngspunkte ±1 
691/2 

Arcustangens alsUmkehrong desTangens 
661; nnendboh vieldentige Funktion 
Arotg x und Hauptwert arotg® 661/2; 
DarsteUung des letzteren als Logarith- 

muB 662, als $(«) 662, als 

666; Erzengung von Arotg a duroh ana- 
lytische Fortsetzung von arotg a: 666/8; 
die Yerzweignngspunkte ± * 667; der 
erweiterte Hauptwert arotg (rj | g) 668/9 

Argument 470 F 

Anthmctischer Ausdruck zur Definition 
einer Funktion 27; fiberraschendeTrag- 
weite dieses Begriffs 120 ff.; in 
zur DarsteUung von £ und rj 120; in 
zusanunenh&ngendem Bereiohe eme 
analytisobe Funktion, in getrennten 
mOgboherweise versohiedene darstel- 
lend 872/4 (vgl. auoh 123 ff) 

Aufbau ernes Tr epp enp oly gone aus 
Reohteoken 69, 427. 

Aufiengebteb 66; eines (gewOhnbohen) 
Treppenpolygons 78/9, eines asym- 
ptotisohen 92. 

Auflenpunkt 64; eines Beohteoks („^L- 
Punkt u ) 66; eines Bereiohes 82. 

Aufierwesentlich singulars Stelle ra- 
tionaler Pol) 480. 

Axiom, Archtmedisches 12; Cantor-Dede- 
kmdsches (™ Stetdgkeitsaxiom) 20. 

Berandung (Begrenzung, Band) einer 
Menge 64; Hufiere 90, inn ere 96 eines 
Bereiobes. 

Bereich einer reellen Yerftnderliohen 26; 
zusammenb Engender einer ebenen 
Punktmenge (zweidimensionaler ste- 
tiger «= Gebiet), abgeBcblossener, of- 


fener 66; einfach (n-faoh) zusammen- 
hEngender 97; besohr&nkter (nnbe- 
sohrSnkter) 140; Abbildung (Transfor¬ 
mation) eines Bereiohes 161. 

Bemoulhsche Zahlen B x 601; Rekursions- 
formeln 602, 624 und Anfangswerte 
608; Znsammenbang mit den Tan- 
gentenkoefflzienten T x 612; mdepen- 
dente DarsteUung 620/2. 

BescJvrdnkte Menge reeller Zablen (naoh 
oben, unten) 2, komplexer Zahlen 140, 
ebene Punktmenge 61; Funktion einer 
reeUen 81, 88, zweier reellen Ver&nder- 
liohenl06, Reihenteilsummen S n (x) 294 

BUdpunkt s. AbbUd. 

Binomischer Satz fdr negative ganze 
Exponenten 846/8; —e Reihe ffir den 
Exponenten £ 626; fflr beliebigen Ex¬ 
ponenten 677/8. 

Bogen, prim&rer 98. 

C(x) y Definition 488 

Cauchyscher Koeffizientensatz 278, 280; 
— Doppelreibensatz, auf Potenzreiben 
angewendet 292; —sohe (— Cauchy- 
JRtemanmche) Differentialgleiohungen 
898 F,, 896; als hmreichende Bedin- 
gungen far den analytisoben Cbarakter 
einer Funktion 401/2 

Cauchy - iJtejnonnsoher Ausgangspunkfc 
fflr die Theone der analytisoben Funk- 
tionen 160. 

Cauchy-Taylorscher Sabs 386/98. 

C 08 X=C(x) 469 

cosec x 606; Partialbruohreihe 609; Po- 
tenzreibe 618 

cotx 606; Partialbruohreihe 606/8; Po- 
tenzreihe 611. 

Dedekindachex Sobmtt 24; —sche Irra- 
taonalzabltheorie 24/6 

Defimt%onsbereich einer reeUen Funktion 
f(x ) 26, /’(as, y) 106; einer Funktion 
der komplexen YerBnderlioben x 141 

Denvterte (erste bzw v u ) einer ganzen 
rationalen Funktion g(x) 176; einer 
Potenzreihe (x) 817 (Yerhalten auf 
dem Eonvergenzkreise 821); einer Po- 
tenzreihe (x — x 0 ) 828/4; der Summe 
mehrerer bzw. unendliob vieler Potenz¬ 
reiben 824/6; rationaler Yerbindungen 
von «P(a5— x 0 ) 826/7; von ^ ($(&—as 0 )) 
828; einer gleiohm&flig konvergenten 
Reihe regul&rer Funktionen 872/4; als 
Differentialauotient (= Grenzwert des 
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Differenzenquotienten) von g(x) 177/9, 
von $(£— x 0 ) 328/80 

Dtfferenttalgleichungen b. Cauchy,Laplace. 

Differentialguotient (im komplexen Sinne) 
unabhllngig von dem Begnffe der De- 
nvierten 379; als Bedingnng ffir kon- 
fonne Abbildung 880, partielle —en 
einei reellen Funktion /(£, tj) 396; 
Sohxeibweise der Differentialrechnung 
396 F, 407 F; im fibngen b Derivierte 

Btfferenhahonsfolge ihxe Yertausohbar- 
keit 408 F, 

DifferenUatwnswcg 178 

Lifferermerbarkeit (= Existenz emea 
Diffeientialquotienten im komplexen 
Surne) als Auegangspunkt der Cauchy- 
Btemawnschen Fnnktionentbeone 160, 
gleiohm&Bige 880/1, Equivalent mit 
stetiger 400, mit regul&rem Veibalten 
886/7 F, 398 

Differenzenquotient 178, 899; gleiohmE- 
flige Eonvergenz gegen die Derivierte 
378, gegen emen Grenzwert (DifFeren- 
tialquotienten) 879/80. 

Dmchletsche Definition dee Funktions- 
begriffs 27; — Funktion 96, 111; lhre 
Darstellung durob anthmeiasohe Aus- 
drfloke 127/8 F 

D*skontmu%tatspunkt (Unstetigkeits- 
punkt) emer reellen Funktion f(x) 48 

DoppeUimes emer reellen Funktion f(x , y) 
106 

Doppdpunkt 99 

Doppelreihenaatz fflr Potenzreihen (exak- 
ter. Satz fiber die Darstellung der 
Summen unendlicb vieler Potenzreihen 
duroh erne Potenzreihe): Cauchyadhex 
292, Weierstra/SBchex 301, FtfaZtsoher 
848 


E(x) s Exponential funktion. 

Edken ernes Treppenweges, erster und 
zweiter Art 71, gleiohartige, ungleioh- 
artige 72/8; konvexe, konkave ernes 
Treppenpolygons 79 

Eckenfolge 72. 

EmdeuUgkeit emer Funktion, die sich 
in einem Reohteek durohweg regular 
verhElt 419, desgl. in einem Treppen- 
polygon 428, 428 

Etnfach (n-fach) zusammenhEngender 
Bereioh 97; —es Endatfick 72; —e 
Penodizit&t 462 

Etnheitsfalrtor e 269; en* von e£+ij* 464 
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EtnhettsJcreta 166; Abbildung auf eine 
Halbebene 161. 

Emheitsstrecke 9 

Emheitswurzeln 196, 462; primitive 678; 
ffir den Exponenten 2" 264 ff. 

Element emer analytisohen Funktion 366. 

Elementare ganze transzendente Funk- 
tionen 469; gebrochene 606. 

Elementare Penode (*=■ wahre, primitive 
Penode) 462. 

Endshlck eines Treppenweges, freies ein- 
faohes 72, Doppel- 73; ernes Treppen- 
polygons 426, s auoh abschneiden, an- 
setzen 

Entfemung zweier Punkte=Abatand 18. 

Eulersche Zahlen E l (Sekantenkoeffizien- 
ten), Bekursionsformel und Anfangs- 
werte 616; ZuBammenhang mit den 
TangentOnkoeffizienten T x und gemein- 
same Bekursionsformel 617/8. 

Existemebereich emer analytisohen Funk¬ 
tion 860, 481 

Expltette (lmplizite) definierte Funktion 
27 

Exponential form einer komplexen Zahl 
467 

Exponentmlfuriktion e“ 444 (ursprfing- 
liohe Sohreibweise E{x), einfachate 
ganze transzendente Funktion ohne 
Nullstelle 489), ffir rein imaginEres x 
449; lhr absoluter Betrag 449; lhr 
Yerlauf 464 ff, Umkehrong 639 ff.; 
allgemeine — ^&])“ 675 

Fundamentahatz der Algebra 188; neuer 
Beweis 487/8 

Funktion einer reellen YerBnderhchen, 
ein- und mehrdeutige (-wertige), ex- 
plizite, implizite definierte 27; m einem 
Bereioh beBohrfinkte 81, 88; atetige 
naoh reohts (vorw&rts), naoh lrnks 
(rfiokw&rts), aohleohthin 46; unstetige 
48; an einer Stelle nioht definierte 
48/9; in einem Intervall stetige 62, 
alsdann daaelbst gleiohmEfiig stetige 
64, 696. 

zweier reellen YerEnderliohen, ein- 
und mehrdeutige 106; in einem Be- 
reich besohr&nkte 106/6; stetige in 
Bezug auf beide YerAnderliohe 118, 
Equivalent mit- gleiohmkfiig stetige 
in bezug auf je eine der beiden Yer- 
Bnderliohen 116; Darstellbarkeit jedes 
arithmetisohen Ausdruoks (&(£,»]) duroh 
einen solohen m |-f- u* 147/9. 
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Funktion einer komplexen VertLnderli- 
chen, ein und mehrdeutige 141; stetige 
142; gleiohmaflig stetige 146; seiner 
Stelle uneigentUoh definierte 148/4; 
zurfickfflhibar auf reeUe Funktionen 
zweier reellen Yer&nderliohen 144/7; 
8. im flbrigen cmdytische, gange, ge- 
brochene, harmonische, lineare , reguldre, 
trigonometrische Function. 

Fmkitonenfolge 224, Kon vergenzbereich 
und Grenzfunktion 224/5; gleiohmlLfiige 
mid punktweise gleiohm&fiige Konver¬ 
genz 227/61, einfaoh Dud einfachst 
gleiohm&Bige -598/9, pseudo-gleichml- 
fiige 602; Stetigkeit der Grenzfunktion 
288/5, notw a hinr Bedingung 600/2. 

Funktionenreihe 285; absolute, unbe- 
dingte, bedingte Konvergenz 287; 
gleichm&Bige und punktweise gleioh- 
m&fiige Konvergenz 287/8; Weierstrafi- 
sohes Majorantenkriterium fflr gleich- 
m&Bige Konvergenz 289; maximale 
Konvergenz 240; Stetigkeit der Beiben- 
Bmnme 240 (aucb bei niobt gleioh- 
mftfliger Konvergenz 241). ■ 

Funktionsekment 866; —e, zusanunen- 
h&ngende 868 

Gktnee Funktionen «*= ganze rationale 
120,172, 216 F; obarakterisiert doroh 
regul&res Yerhalten im Endliohen und 
den rationalen Pol ic«oo 486; -—, 
tranazendente 860; ohne Null stelle 
488/41. 

Gebiet 65, 141; oberes, unteres (Ober-, 
Unter-) ernes Treppenweges 76, 102. 

Gebrochene rationale Funktionen 120; 
echt, uneoht 216; Parti albruohzer- 
legung 220; deren Beziebnng zur 
Lagrangetdhea. InteipolationBformel 
221; Entwioklung in eine rekurrierende 
Potenzreibe 812; — transzendente 
Funktionen 505, s im dbngen elemen- 
tare 

GegenUberliegende Seiten ernes Treppen- 
polygons 492. 

GeUungsradius r(x ) 868; als stetige Funk- 
tion von a 864; unter dmst&nden iden- 
tisoh mit dem Konvergenzradius 865. 

Qmeinteiler, grOBter, rweier ganzen ra¬ 
tionalen Funktionen 218 

Geometrische Ausdruoksweise 197; — s 
Bild einer reellen Funktion y — f(x) 
80. 

„GUichm&pig betchrtinkt" 294 F. 


Gletchm&fitge Dtfferenzterbarkeit s. Dtf- 
fereneterbarkett. 

GletchmdfiigeKonvergene desDifferenzen- 
quotienten s Hifferengenquotienten ; im 
fibrigen s Funktionenfolgen, -reihen, 
Potenereihcn 

Gleichmdfiige Stetigkeit 54, 117, 146, s. 
auch Funktion 

Gleichstimmige Ahnlichkeit s AbbUdung- 
— ttberg&nge 71. 

Gletchwerttgkeit von ^((rl®,), ^(®|aj,) 
884; von P(x — x 0 ), P t (x — x 1 ) 854. 

Grenge, obeie (untere) einer reellen 
Zahlenmenge 4; einer reellen Funk¬ 
tion f(x) 81, f{x, y) 105. 

Grenefunhtton einer Funktionenfolge 225; 
Stetigkeit 288; Umformung in eine 
konvergente Reibe 286. 

Grenepunkt 21F; all Bildpunkt einer 
Zahl 22. 

Grenewert (Limes) einer reellen Funk¬ 
tion, reohtsseitiger (reobter, vorwftrts 
genommener): lim f(x) = f(a -f 0) 84; 
*->•«+o 

endlioher, unendliober 85; linkssei- 
tiger (linker, rdokwBxts genommener): 
lim f(x) = f(a — 0) 86; sohleohthin 

»->a —0 

39; auf Grenzwerte von Zahlenfolgen 
zurdckgefahrt 40; einer Funktion f(x,y) 
s Doppellimes , itenerte Limxtee\ einer 
Funktion f(gs) bei komplexem x (end- 
lioh oder oo ohne Yorzeiohen) 142/8 

Grensxcerte rationaler Funktionenfolgm, 
naeh Belieben in Reihenform 121; 
dorohgreifende Yersohiedenheit ibres 
Charakters von demjenigen der ratio¬ 
nalen Funktionen 129; in versohiede- 
nen Intervallen bzir. Gebieten ver- 
sohiedene, insbesondere wfllkflrlioh 
vorgesohriebene rationale Funktionen 
darstellend 128 ff, 874; — iterierte, 
zur Dantellung der reellen Yer&nder- 
lichen £, 7j als arithmetisohe Ausdrfioke 
m | + t]t 147/9 

GrundeMiettowursel 197, 266, 468, 469. 

JHftufungskontinuum, Definition und Bei- 
spiele 91/8. 

H&ufungspunk t, -stelle einer ebenenPunkt- 
menge 61; von Randpunkten 65; (-zahl) 
einer Menge komplexer Zahlen 140; 
von aufierwesentlich singula ren Stellen 
oder Nullstellen 488; von wesentlioh 
singul&ren Stellen 485. 
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Hdufungszdhl (endliche oder ± oo) einer 
Menge reeller Z&hlen 7 

Harmonuehe Funktion 409 Fj. 

Hauptaufgabe der Funktion enlehre ^Ana¬ 
lysis' 1 ) 27. 

HauptdarsteUung ewer komplexen Zahl 
in Exponentialform 457; in tngono- 
metnaoher Form 470, 658. 

Haupthmttes emer reellen Zahlenmenge 
2; einer reellen Ftmktion fix) 44. 

Hauptwert von Lgx 640; von Arotgn; 
551; erweiterter des Arenstangens: 
arotg(7j|g) 668, von ( 6 J° 662, von 

Vb 469/70; von £l + ffij a 678; von 
Arosw x 586/6. 

Hebbare TJnatetigkeiten 49 

Holomorph ■=> regular 480 F. 

Identitat zweier ganzer rationaler Funk- 
tionen 198; von ^ 0 (a:— x 0 ), ^(a?—< b 0 ) 
289, 886 ; von P 0 (®— a: 0 ), P l (® — x 0 ) 
864/6. 

Irmenpunkt 64; — einea Rechteoka („7- 
Punkt“) 66 

Innenwvnkel-Sximme ewes Treppenpoly- 
gona 80. 

Inneres einea Treppenpolygona 69 

Innerlich eusammenhdngend 66 

In stch dxekte Menge 7, 68 . 

Interpolattonsformel v Lagrange 198/200 

IntervaHschachtelung 20. 

IrraUonahtht von e 471; von « 471/4. 

IrrattonalzdMen nach Dedekxnd 24/6 

Isogonai 161. 

Isolterte Menge 7, 68 ; — wesentlicli am- 
galEre Stelle™tranazendenter Pol 484. 

Renerte Limxtes einer reellen Fnnktion 
f{x, y) 110; Beziehungen zum Doppel- 
limea 111 / 8 . 

(Tordanschet Kurve 98; —soher Kurven- 
aatz 101 ; insbeaondere gtlltig fflr em- 
faoh gesohlosaene Polygone und Enrven 
der analytiaohen Geometne 104. 

Kettenbruch fflr den Quotienten zweier 
ganzer rationaler Funktionen 218. 

Klossen a Zerlegung. 

Kombxnatxonssummen der Wurzeln einer 
ganzen rationalen Funktion 201 . 

Komplexe Zdhlen ala Punkte einer Ebene 
134; geometnache Daratellnng ihrer 
Rechnongsoperationen 186/9; Daratel- 
lung in tranazendenter Form 467, 470, 
558 


Komponenten (Koordinaten) g, 73 einer 
komplexen Zahl a ■= £ -f- tj *; ihre Dar- 
atellung durob anthmetiaohe Aua- 
drfloke in x 147/9. 

Konkav a. konvex. 

Konstanten 27. 

Konstanz des Mittelwertea SJtF(er) 882/6; 
einer abaolntnnter einer featenSohranke 
bleibenden, un Endliohen regularen 
Funktion 892. 

Kontmuum, linienhaftea 66 ; fl&chen- 
haftea (zweidimenaionales) zuaam- 
menhan gender (ao zweidimensionaler, 
stetiger) Bereich 89 — Gebxet 66 , 141, 
a. an oh Zdhlenkontmuum 

Konvergem einer reellen Ver&nderlichen 
x gegen einen gewiaaen Wert a 26; 
Bezeichnungen x-+a-{-0, x-+a — 0 
x-ra 84/9; un flbngen a Funktionen- 
folgen, -reihen, Potenereihen, Bifferen- 
zenquottenten. 

Konvergenzberetch a. Funktxonenfolgen, 
-reihen, Potenereihen 

Konvergenzgrenze , -intervciU, -krets, -ra¬ 
dius a Potenereihen 

Konvergenzprtnztp, allgemeines 41 

Konvexe (konkave) Eoken einea Treppen- 
polygona 79; tJberaohufl der konvexen 
fiber die konkaven 80. 

Koordinaten, -achse , -ebene 29 

Krcxsvenoandtschaft 162 

Kurve S 0 F s ; Jordaneohe 98 

JLagrangesehe Interpolattonsformel 
198/200; deren Beziehung zur Partaal- 
bruohzerlegnng 221; — Reihe 688. 

Ldnge a. Mafizahl. 

LaplaceschB Dtfferentialgleichxtng 409. 

Laurentscher Sate 888/92. 

It 

Leibntzsche Reihe fflr — 496; Umformung 

m weaentlich raaeher konvergierende 
495/6. 

Limes emer reellen Zahlenmenge: oberer, 
unterer (Hanptlimites), sohleohthin 2 ; 
positiv (negativ) unendlioher 6 ; oberer, 
unterer emer reeUen Fnnktion 44/5; 
Bedeutung der Sohreibweiae hm 111 ; 
im flbrigen a. Grenzwert, BoppeUxmes, 
itenerte Lmites. 

Lineare Funktion , allgememste 161; ihre 
Abbildung (Kreiaverwandtaohaft) 162 ffi. 

Logarithmus (natflrliohex) ala Umkehrung 
der Exponentialfunktion 589 ff.; Hanpt- 
wert lgx 540; unendlioh vieldeutige 
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Funktion Lg x 640, 648, Stetigkeits- 
sprung von lg x 642, von Lg fl x 647/8. 

LdckenlosigTcett einer Geraden 20; der 
Menge der reellen Zahlen 22; emer 
stetigen reellen Funktion (ala Folge 
der Stetigkeit, aber ale nioht ausrei- 
chende Bedingung derselben) 68, 128 

Ludolfsche Zahl n = Maflzahl fflr die 
halbe L9>nge dee Emheitskreises 464/6; 

ursprftngliche Definition: — alskleinste 

poaitive Nullstelle von C(x) 460; Dar- 
stellung dnroh itenerte Quadratwuxzeln 
466, durch Grenzwerte rataonaler Zah- 
lenfolgen 494/6; Irraiaonalit&t 471/4; 
Transzendenz 479/86 

Mac Launnschc Formel fdr erne ganze 
rationale Funktion 179, — Beihe fOr 
«P(a>) 818 

Magorante 289 F„ 638 F 

Mafi, gemein Barnes zweier Streoken 11. 

Mafievnhett (Einheitastreoke) 9. 

Mafiedkl einer Strecke 9; der LSnge des 
Emheitskreises 268,466, fflr die Grfifle 
ernes Winkels 465/6 

MaxtmcUe Konvergenz von Reihen 240 

Maximum, reales von \fy(x) \ ftir |a;| =r 
und | a; | 288 

Maximum und Minimum, reales und 
ideales emer reellen Zablenmenge 4/5; 
reales einer reellen stetigen Funktion 
52, 117; reales der Absolubwerte emer 
komplexen Btetigen Funktion 146; von 
|?P(a? — x 0 ) | 832; einer im Innem eines 
Bereiches 93 eindeutigen regul&ren 
Funktion 866 

Menge, beliebige reeller Zahlen 2; im 
tlbrigen s Punktmenge. 

Mengenpunkt (Niohtmengenpunkt) 64 

Meromorph 480 F,, 606. 

Methode der aualytisohen Fortsetzung 
182; der Funktionentheorie naoh M&- 
ray-WeterstraJS vergliohen mit der 
Cauchy- Biemannschen 160; schliefl- 
liche Aqmvalenz der grundlegenden 
Yoraussetzungen 887 F. 

MiUelwert %Rf(tr) 269 flf.; von |P(er)j* 
275; Konstanz von SOtF'(er) in rmg- 
bzw. kreisfOrmigen Bereiohen 882. 

MittelwertdarsteUung der Koeffizienten 
und der Summe von P(x) 278/81 

Mittelwertaatz der Differ anti alj re fdi n n ti g 
896/8 [weg 71. 

Monotone Funktionen 42; —er Treppen- 


NatHrlicher Logarithmus s. Logariihmus. 

Newtonsche Formeln far die Potenz- 
Bummen 202/8 

NuUstetle (Wurzel) einer ganzen ratio- 
nalen Funktion Existenz 189, Anzahl 
192; n-fache (n Ul Ordnung) 196; von 
$(&) 288; emer analytisohen Funktion 
fix), zugleioh (n — l)-fache Nullstelle 
von f'(x) und Pol n ter Ordnung von 
(/(*))" 1 482 

Obere r, —e, — es s Limes, Grenze, Gebtet, 

Offener Bereich 65 

Orthogonale Frajektonen 169. 

OseiUterende Funktionen, Beispiel 128; 
zugleicb stetige 129 

Parabeln, Sohar konfokaler 167 

ParameterdarsteUung einer Jordansdhen 
Kurve, Parameterkurve 99 

Partialbruchsei legimg emer gebroohenen 
rationalen Funktion 220; von cot xx 
606/8; tang arrc, cosecnrc 609; see itx 

* l# i 519 - 

Perfekte Menge 7, 68. 

Penode, wahre (primitive) 462. 

PeiiodenBtreifen von e® 468; von C(x), 
S(x) 469. 

Pol, pohlechthin = rationaler Pol 484 F. 

Poiarwtnkel 470 

Polynom =» ganze rationale Funktion 129. 

Positive Durchlaufung ernes Treppen- 
polygons 79. 

Potene, (i + 7jt) n stetig 146 F,; allge- 
meine (6]) a und Hauptwert b a 562/8; 
l. 

Hauptwert von 6 n = Hauptwert von 

Vb 569/70; allgememe 676; 

Beihenentwioklung und analytisohe 
Fortsetzung des Hauptwert es rc a 680. 

Potenereihe, „gew6hnliche u in at, typisohe 
Bezeiohnung *£(«) 241; absolute und 
gleiohm&Bige Konvergenz 241; best&n- 
dige Konvergenz und Divergenz 248; 
Konvergenzkreis 243; Formel zur Be- 
stimmung des Konvergenzradius 246; 
ttberlegenheit des Cauchyechen Krite¬ 
rrains er&ter fiber dasjenige zweiter Art 
246; Yerhalten von $(as) auf demKon- 
vergenzkreise 247 ff; MOgliobkeit be- 
dingter Konvergenz, sogar ausnabms- 
los 260/1; gleichm&Bige Konvergenz 
(und Stetigkeit der Reihensumme) an 
der Konvergenzgrenze auoh bei be- 
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dingter Eonvergenz (Abeladher Satz) 
2B2/7; Grenzwert von *P(aj) far Stellen 
eigentlicher Divergenz auf dem Eon- 
vergenzkreise 258; Darstellung der 
Eoefflzienten nnd der Surnrne von $(®) 
dnrch Mittelwerte 279/81; Yerhalten 
von $(a?) fflr relativ grofle nnd kleine 
as 282; reales Maximum von |$(®)| 
fdr |®|^r 288, 382; |$( 0 )| kein Ma¬ 
ximum nnd, falls $( 0 ) 4 * 0 , auch kein 
Minimum 256, 882; Identit&tss&tze fdr 
Eeihen $(®), $(® — ® 0 ) 289, vervoll- 
stBndigt 886; Identat&t (bis auf erne 
Konstante) schon bei tfbereinstiminung 
des reellen bzw lmaginHiren Teils 887; 
Summen unendlioh vieler $(® — ® 0 ) s. 
Doppelreihensatz ; Produkte und ganze 
Potenzen von Potenzreihen 808; Dar- 
stellung von $ L ($(®)) duroh eine $, (®) 
806/7; rekumerende Potenzreihen 312; 
Denvierte 817, 828; Differentialquo- 
tient 829; abgeleitete Potenzreihen 
$(«:), $(®|® 0 ), $(^ 1 ®,,, x 1 ), . . 881; 

duroh Vermittelung von Zwisohen- 
stellen 840; lfings versohiedener Wege 
856; urspranglioher und wahrer Eon- 
vergenzbereioh emer abgeleiteten Po- 
tenzreihe 888 ; Rff okbildung von $ (®|® 0 ) 
in $(®|® 0 , x t , . x 0 ) 841; Umfor- 

mung von $ m (®— x t ) 848/62, 

von —« 0 ) ^('^') 866 / 71 ! 

— naoh gebroohenen Potenzen 583; 
Umkehrung einer Potenzreihe s Um- 
kehrtmg 

Potenzreihe naoh positiven und negativen 
ganzen Potenzen von ®, typische Be- 
zeiohnung P(x) 261; ringfOrmiger Eon- 
vergenzbereioh 262; Produkte und 
ganze Potenzen 803/5; Identdt&tssatz 
290, vervollstandigter 854; Transfor¬ 
mation von P(®— x 0 ) in eine $(®—a\) 
868 ; P(®— x 0 ) im Innem des Eonver- 
genzbereiohes eine analytisohe Funk- 
tion regulfixen Y erhaltens darstellend 
877. 

Potenssymbol ft a , Notwendigkeit emer 
eindeutigen Definition 561/2. 

Potenmmmen 201 

Prim&rer Bogen 98; als Bestandteil einer 
Jordamch&u. Eurve 100 . 

Primitive (wahre) Penode 452; — Ein- 
heitswurzel 678 

TL.Aj.al4o rmanJIialiA vnn iIdi* T?nrm 


H(l-(-o v ®) 486; ffir sin® 492, cos® 
498, e®±l 494 

Punkt, als Equivalent ernes reellen 
Zahlenpaares 29; einer komplexen 
Zahl 134; uneigentlioher oo 141. 

Punktmenge, hneare (= reelle Zahlen- 
menge) 22 , ebene 60; im-fibrigen s. 
beschrankte, abgeschlossene, m sich 
dichte, perfekte, isolterte, ewammen- 
hangende, mnerlich zusammenhangende 
zykhsch zusammenhdngende, tlbcrall 
dichte 

Fmktweue glewhm&fiige Konvergenz s 
Fwiktionenfolgen, -reihen. 

Quadratschachtelung 62 

Querschnitt ernes Treppenweges 72; eines 
Treppenpolygons 425 

Quotient zweier ganzer rationaler Funk- 
tionen als Kettenbruch 213, zweier 
Potenzreihen als Potenzreihe 808/11 

Radius Vektor 185 

Band — Berandung =■ Begrenznng 64 

Bandpunkt 64; ernes Reohteoks („J2- 
Punkt) 66 , „nB,oh 8 tgelegener“ 84; „aus- 
gezeiohneter 11 86 ; -freie Quadrate (,,31- 
Quadrate"), -haltige ( 9 t-Quadrate“) 82. 

Rationale Funktion, gelegentlich im 
Sinne von „gebroohene rationale Funk- 
tion“ gebrauoht 216 F; Stelle, in deren 
Umgebung fix) den Ohardkter einer 
rattonalen Funktion besitzt ratio- 
naler Pol 480; im flbrigen s. game, 
gebrochene rationale Funktion. 

Rationaler Ausdruck („begrenzter“), 
n&chstliegendes Mattel zur Definition 
einer Funktion 27; als vorbildlicher 
Typus emer analytisohen Funktion 128 

Rationaler Pol (— aufierwesentlioh Bin- 
gul&re Stelle) 480; — n ter Ordnung 
von f(x), zugleioh Pol (» + l)** 1 Ord¬ 
nung von f (x) und w-faohe Nullstelle 
von (f(x))~ 1 481. 

„Reale (t Bedeutung der komplexen Zahlen 
186 

Reales Maximum (Minimum) ■ Maximum 

Rechenvorschrtft, m letzter Linie unent- 
behrlioh zur Definition einer Funk¬ 
tion 27 

Rechteck, die Ebene in zwei getrennte 
Gebiete zerlegend 66/8 

ReeUer und imagmdrer Teil einer Funk- 
Hnn /Y£ 4- ni) 144: Beziehuncren zwi- 
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sohen beiden bei einer analytiachen 
Fnnktion f(x) 896, 411 ffi, 

Seguldrea Yerhalten einer analytiachen 
Fnnktion an der Stelle x bzw. oo 869, 
607/8; notwendige n. binreiohende Be- 
dingong dafflr 499; —e Fnnktion zn 
gegebenem reellen Teil 411. 

Begularitdtabereich 869; unendlich gioBer, 
endlioher (Beispiele) 860/1. 

Meihe naob Polynomen als Daratellunga- 
mittel fdr eine beliebige atetige Funk- 
tion 129; bei konatanten Koeffizienten 
a- Potenzreibe 180; gleichmtLBig kon- 
vergente regnl&rer Fnnktionen ala 
Daratellnngamittel einer analytiachen 
Fnnktion 872 (a. anob Vitaliecher Sate 
874), hypergeometriaohe (apeziell bi- 
nomiaobe), Yerhalten anf demKonver- 

genzkreiae 248/9; Leibnieache fdr 

496; logarithmisohe 649; binomiache 
fUr den Ezponenten 626/7, f£Lr be- 
liebigen Exponenten a 678; Summa¬ 
tion der letzteren 679. 


Beihmsummen S gi (—)* i , 


bzw 


11+1 




yi + i 

i 

ala’ rationale Mnltipla von it* 1 - bzw. 
9 ( 11+1 601/8 bzw 614/6. 
Rekursumsformeln fQr die (rationalen) 
JBemouBtschen Zablen B l 602, 624; 
fdr die (ganzzabligen) Tangentenkoef- 
flzienten T l 612; fdr die (ganzen) Fuler- 
aoben Zablen (Sekantenkoeffizienten) 
F x 616; gemeinaame fflr 2i—t 81 _ lT 
™ ^11 617/B 

Relativ prime (teilerfremde) ganze ratio¬ 
nale Fnnktionen 211 
RoHescher Sate 897 F, 

Rtlckkehrseite einea Treppenwegea 72 


S(x), Definition 488 

Schnitt, DedeJcindaoh.Br 24; zwiaohen 
gegendberliegenden Seiten einea Trep- 
penpolygona 428; 0, — oo ala Begren- 
znng dee ReguLarit&tabereiohea von 
lg x, Lg n x 647; analog t, oo » nnd 
—», —oo* fdr arctg® 662 bzw. Arctg n ® 


666 /8; 1, -f oo nnd — 1, — oo ftlr 
arcain x. Arc sin x 689/91 

Schnittzahl 26. 

Schwankung D — Differenz der oberen 
nnd unteren Grenze einer reellen Fnnk¬ 
tion f{x) 81, 47/8; einer reellen Fnnk¬ 
tion f{x, y) 106; abaolnte einer kom- 
plexen Fnnktion f(x) 147. 

stnx » Six) 469. 

Singuldre Stelle einer analytiaoben Fnnk¬ 
tion 896; anfierweaentliobe (— ratio- 
naler Pol) 480; weaentbebe 482; iao- 
lierte weaentliobe (— tranazendenter 
Pol) 484; Yerhalten von f{x) in der 
Nlhe einer aolcben 486; H&nfnnga- 
atelle von aingnl&ren Stellen ala we- 
aentlioh singuldre 488/6; ttbertragung 
anf die Stelle x — oo a uneigenthche 
Stelle •, — Lime 486 

Stelle (Pnnkt) dea Bereicbea einer reellen 
Ver&nderliohen 26, ziceier reellen Yer- 
Underbohen 106, einer komplexen Yer- 
Inderhchen 140, regnl&ren Verbaltena 
(regnlflre Stelle) 869; singuldre a un- 
mittelbarznvor,£~-ooa uneigenthche 
Stelle 

StetigkeU der Geraaen 20; der Menge 
der reellen Zablen 21; von Fnnktionen 
einer bzw zweier reellen nnd einer 
komplexen Yerftnderlicben a Funk- 
ttonen; dea abaolnten Betragea atetiger 
Fnnktionen 60, 116, 146; einer reellen 
Quadratwurzel 170; einer ganzen. ra¬ 
tionalen Fnnktion 172/4; einer Potenz- 
reihe lm Innern nnd an der Grenze 
dea Konvergenzkreiaea 262, 267; der 
geometnacb definierten Fnnktionen 
oos{, am£ 467; a aneb Funkttonen- 
fdlgen, -reihen 

Stehgkeitsaxiom 20 

SteHgkeitosprtmg von lg® 642. 

Stirltngsche Formel fflr »I 496/9 

Strecki begrenztea Geradenstdok 8; 
—n, gleiche, nngleiohe 8; rationale 10; 
irrationale 14; Srnnroe zweier ratao- 
nalen 11, irrationalen 14; in der Be- 
deutnng MaBzahl einea Geradenatdcka 
19 F. 

Streekenmeenmg 8. 

Symmetrische Fnnktionen (ganze) 208. 

1 ’angx, Definition 606; Partialbrneb- 
reihe 608/9; Potenzreibe 611. 

Tangentenkoeffigienten T x , Beknrsiona- 
formel nnd Anfangawerte 612; Zn- 
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aammenhang mit den Sekantenkoeffi- 
zienten (PtoZeraohen Zahlen) E l 517; 
independents Daratellung 622. 

Taylorsche Formel fOr erne ganze ratio¬ 
nale Fnnktion 189; — Beihe ftlr 
$(®-f A) 817 

Teiler emer ganzen Fnnktion 189, gr8fl- 
ter gemeinsamer zweier 213 

letterfremd s relativ prim. 

Trajektorten, orthogonale 169 

Transformation emea Bereiches ©„ in 
einen anderen By (»= Abbildung) 151; 
reaproke 155 

Transzendenter Pol a singuldre Stelle. 

Transzendenz von e 476/9; von « 479/85. 

Treppenpolygon, aukzeBBive bub Reoht- 
eoken znsammengeBetztea 68, beliebig 
gegebenea 69; aaymptotiachea 92; im 
dbrigen a. Abschneiden, Aufbau , JEnd- 
stdck, Querschnttt, Innentnnkel, Appro¬ 
ximation 

Trqfrpenweg 70; monotoner 71, obexes’ 
nnterea (Ober-, Unter-) Gebiet 76, 102; 
a anoh Abschnetden, Ansetzen, End- 
stuck 

Tngohometrtsche (tranazendente) Form 
einer komplexen Zahl 470, 558; — 
Fnnktionen 466 ff. 


tfberaU dichte Menge 7; auf dem Ein- 
heitakreiBe, gebildet von den Pnnkten 
w = eirrtia bei irrationalem a 
574/6 

'Obergange bei einem Treppenwege. xy-, 
yx-, gleiohatimmige, nngleichstimmige 
71. 


Umgebung einer Stelle im Innern einea 
Intervalla 26; emea Ponktes einer 
ebenen Pnnktmenge 61; von derForm 
| x — a | < q ftir eine Stelle a emea 
komplexen Gebietes 140; vollatftndige, 
teilweiae 142. 

Umgehung emer fiix die analytiaohe Fozt- 
aetznng kntiachen Stelle dnroh Aua- 
dehnnng dea Bereiches der Ver&nder- 
liohen ina komplexe 184 

Umkehrung einer Potenzreihe 625/89; 
Hanptsatz 529; veraohBifte Form dea 
Hanptaatzes 583; Eoeffizientenbestun- 
mnng filr die nmgekehrte Reihe 686 ff ; 
Lagrangesche Form deraelben (io- 
grange sohe Reihe) 688; Yervollsthn- 
dignng dea HanptaatzeB fflr den Fall 

( 5 ®) 681/8; — der Fnnktion 


y—*x* 169; der Funktionen: x*=e v 
689ff., ® —tangy 651 ff., gnainy 
588 ff. 

Uneigenttiche Stelle (Zahl, —r Pnnkt) 
x — 00 141; ala regul&re 869, ala sin¬ 
gulars 486/6; Unteraoheidnng von f ( 00 ) 
und lim f(x) 148; — Definitionen: 

29-^00 

f{a) *=» lim f(x) , wenn f(a) nioht defi- 

X 9 

mert, 144 und: f(a) — 00 , wenn a ein 
rationaler Pol, 481 

Unendhche Produkte a. Produkte 

Unendhch wile Maxima and Minima 
einer reellen Fnnktion — Oazillationen 
128. 

Unendhch wldeutige analytiaohe Funk- 
tion 867; a anoh Loganthmus , Arcus - 
sinus, Arcustangem. 

Ungleichslimmige Ahnliohkeit 8 Abbil¬ 
dung; — fjbergdnge 71. 

UnstetigkeitssteUe 48. 

Unteret , — e, — ea a Limes, Grenze, Ge- 
btet 

Unvollkommene Gleiohungen 666. 

Variable 8. Verdnderhche. 

Vektor (— Radina Vektor) 470 

Verdnderhche (Variable), reelle 26; kom¬ 
plexe 189; Anlafl zur Einfdhrnng der 
letzteren 184 

Vereinigungsmenge Hm^ { P$, V J } der zy- 
khach zuaammenh&ngenden Mengen 
{PW) (e-0, 1, 2, . ..) 81, 90. 

Vertausahbarkeit der Differentiationafolge 
408; der Seiten einer vollkommenen 
Gleichung 666. 

Vvtahscher Doppelreihensatz 848; — Saiz 
374 

VoUkommene (unvollkommene) Gleichun- 
gen 666. 

VoUstdndige (teilweiae) Umgebung einer 
Stelle x 142 

Wdhrer Eonvergenzbereich von B(*) 
418ff.; — Eonvergenzradiua von $(®), 
beatimmt durch daa Nullwerden der 
unteren Grenze fdr die wahren Eon- 
vergenzradien aller aus $(®) ableit- 
baren B(&|®') 846, 418. 

WaUissche Formel fflr — 494. 

Weg einea ver&nderlichen Punktea (x, y 
(— Jordanacher Eurvenbogen) 107 
der analytiaohen Fortaetzung 866. 
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WeterstraflBcher Doppelrethensatz 801; 
—aches Ksttenum ftlr gleiohmBJJige 
Konvergenz 889. 

Wesmflieh aiugalhre Stelle a. singultire 
Stelle 

Wurzeln einer algebraischen Gleichung: 
Enatenzbeweiae 189, 487/8, —, mehr- 
fache (gleiche) 198, 195; der Gleichung 
264/9 

Zahlen, komplexe and deren Reohnungs- 
operationen in geometrisoher Daratel- 
long 184/9; in trigonometriaoher (fcran- 
azendenter) Form 470, 558; 

Zahlenkontsnuum, reellea 22. 

Zahlenmcnge, reelle 2ff; = linearePunkt- 
menge 22. 

Zahlenpaar ala Equivalent eines Punhtes 
der Ebene 29; umkehrbar eindeubig 
entspreohend einer komplexen Zahl 
184. 

ZaMenvorrat der beiden Seiten einer 
Gleichung 566. 


Zerlegung der Punkte bzw, der ratio 
nalen Punkte einer Geraden in zwei 
Elasaen 20/1; Ubertragung dieses Prin- 
zips auf die Menge der rationalen 
Zahlen 24 

Zuordnung einer Zahl y zu jedem x einer 
gewiasen Zahlenmenge {®} ala all* 
gemeinste ^Ihnchletache) Definition 
einer (eindeutigen) Funktion 26/7. 
Zusammenhdngende ebene Punktmenge 
64, innerhoh — 65; Funktionselementr 
868; a. auoh evnfach msamvienh&ngend 
Ztcetg einer mehrdeutigen analytiechen 
Funktion 868, 872 F,, —e der Funk 
tion x = yy 170; der unendlich viel- 
deutdgen Funktionen: Lg x 546/8, 
Arotg® 556, Aroaina; 589/91 
ZweiteUung der Ebene duroh ein Trep* 
penpolygon 78; duroh eme gesohlossene 
JordanBche Kurve 101. 

Zwischenwert 56; — satis ftlr reelle Funk- 
tionen f(x) 57/8, far f(x, y) 119/20 
Zykltsch zusammenh&ngende Punktmen- 
gen 80/1. 



